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Gleiclmng und Eigenscliafteii der Röhrenflächen. 

Von V. KOMMEBELL in Reutlingen. 

1. Gleichung der BöhrenfläcJien. — Bonnet*) und Bour^) haben 
einen Weg zur Herleitung einer Fläche von gegebenen Eigenschaften 
in der Gaufsschen Parameterform angegeben, der im folgenden be- 
nutzt und daher zunächst kurz skizziert werden soll.') 

Zwischen den sechs Fundamentalgröfsen E, F, G, D, D', D"j 
welche aus den Ton Gaufs in seinen bekannten Disquisitiones gene- 
rales circa superficies curvas eingeführten durch Division mity EG— F^ 
hervorgehen, bestehen drei partielle Differentialgleichungen^), die sich 
aus gewissen Integrabililätsbedingungen ergeben. Sie lauten: 

(1) 

(2) 

(3) 
wo: 

und: 



dB dB' 



cv 

dB' 
du 



dB' 



pW-qB' 



J 



(4) 



- 7- = q'B" + 0' - q")D' -p"D', 
J* = EG- F*', 

\ * du dvj ^ dv ' 

""\ ^dv^du)^ 2 












^du' 



^dv 



.8._j_aö^ / idG dF\j^ 



1) Bonnet, Joum. fic. Pol. Cah. 52, 31 fF. 1867. 

2) Bour, Jonm. fic. Pol. Cah. 89, 23. 1862. 

8) Vgl. hierzu: Stahl u. Kommerell, Grandformeln der allgemeinen 
Flächentheorie. § 8. 

4) Gl. (1) findet sich bei Gaufs, Disqu. gen. Art. 11 u. 12, (2) u. (3) bei 
Mainardi, Giomale dell' Istituto Lombardo. T. IX, 896, 1866 und Godazzi, 
Ann. di Mat. 2, 273, 1868. 

ArchiT der Mathematik und Physik, in. Reihe, m. 1 
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2 V. KomcsBiLL: 

Nachdem durch eine passende Wahl der Parameter u und v zwei 
der sechs Fundamentalgrolsen bestimmt sind, bestehen zwischen den 
vier übrigen die drei Gleichungen (1) bis (3), nebst der die Eigenschaft 
der Flache bestimmenden Gleichung, zusammen also vier, aus welchen 
die vier Grofsen in Funktion Yon u und v zu ermitteln sind. Diese 
Methode ist jedoch bis jetzt nur in einfSftchen Fällen durchgeführt, 
z. B. bei Minimalflachen. ^) Schon bei Flächen konstanter mittlerer 
Krümmung und konstanten Erümmungsmafses stofst man auf par- 
tielle Differentialgleichungen, deren Integration noch nicht geleistet ist.^) 
Sind nun die Fundamentalgröfsen in der angegebenen Weise bestimmt^ 
so siud drei Tripel partikulärer Integrale fUr das folgende simultane 
System in den abhängigen Variabeln a, a^, a^ zu bestimmen'): 

3« - (g\ + *'«,) = 0; 1^ - (q'\ + ff"«,) - 0; 



(5) 



^; - (Da + pa, + qa,) = 0; |^ - {D'a + p\ + «'(.,) = 0; 
ll - iD'a+p\+q'<h)'0; |^ - (D"a + p'\ + q'\) = 0. 



(6) 



Hierbei ist: 

{q' z/* = FD' - ÖD; 6' jd^^FD ~ £D'; 
1p"^« = jFD"-GD'; 6'' J^ ^ FB' - ED\ 

Die Integrabilitätsbedingungen des Systems (5) sind durch die 
Gleichungen (1) bis (3) dargestellt. 

Sind x^y x^y a^; y^, y^, y,; z^y je?,, z^ drei linear unabhängige Wert- 
systeme (deren Determinante also nicht yerschwindet), welche, für 
a, a^, a^ eingesetzt, das System befriedigen, so sind die Koordinaten 
Xy jfy z der Fläche bestimmt durch die Gleichungen: 



(7) 






Die Konstanten loiVa/to] ^i>Vi>ti] ^>Vi>tt unterliegen hierbei 
noch der Bedingung, dals sie die Koordinaten der Endpunkte dreier 
konjugierten Durchmesser der folgenden Fläche 2. Ordnung sind: 

(8) Jfcf, J» + M^fi^ +'M^t^ + 2M,,rit+2 M,,n + 2 M,,ir, = 1, 

1) S. Grundformeln, § 12. 

2) Grundfonneln, § 9, Gl. (12), (13), (14). 

3) Ebenda, § 7, Gl. (2). 
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Gleichung und Eigenscliaften der RöhrenfläcHen. 3 

deren Koeffizienten Mik durch folgende Gleichungen bestimmt sind: 



(9) 






Die vier übrigen ergeben sich durch zyklische Vertauschung von 

Dieses hier nur in seinen Hauptpunkten und ohne Beweis an- 
gegebene Verfahren soll nun angewendet werden auf die FläcJien, für 
icdche der eine HcM/ptkrümmungsradius R^ konstant ist. Wählen wir als 
Parameterkurven die Krümmungslinien, wodurch D' = jP= wird, so 
lassen sich die Gleichungen (1) — (3) in folgende Form bringen*): 

(m ' a / 1 dVG\ , a / 1 byE\ y^g. 

^ ^ duKys du }'^ dv \yö 8^ / Äi Ä, ' 

(u\ aigy]B_ 1 dB,^ 

^ ^ dv ^ B,{R^-B^) dv ' 

/ION aigT/G_ B, dB^ 

^^ du JB,(Äi~-i2,) du' 

Femer ist für dieses Parametersystem: 

Hierzu kommt noch die Gleichung: R^ = const. Diese Konstante sei 
mit w bezeichnet. Gleichung (11) ergiebt dann: 

woraus folgt, dafs E Funktion von u allein ist. Diese Funktion kann 
unbeschadet der Allgemeinheit gleich einer Konstante gesetzt werden'), 
also z. B. 
(14) E=^w\ 

Dami folgt aus (13): D ^ w. Gleichung (12) ergiebt: ^^^ = 

IL(w — B.) "ätt ' ^^®' integriert: y^=i^_R-; ^^ die willkürliche 
Funktion V von v allein = 1 gesetzt werden kann, so dafs man hat: 

(^ >^^ = ^^^5 

1) Grundformeln, § 9, Gl. (6) u. (9). 

2) Ebenda, S. 26. Note 3. 

1* 
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4 V. KoMMxmsLL: 

oder nach R^ aufgelöst: 

(16) iJ.-— ^. 

Geht man mit diesem Wert in Gleichung (10) ein, so erhält man 
für G die partielle Differentialgleichung: 

woraus: 

(18) YG^ F1CO8M+ F3 Sinti- 1, 

wo Fl und F, willkürliche Funktionen von t; allein sind. Aus (16) 
und (18) folgt zunächst: 

(19) B, = '^L'^ «L-tr. «?.«L-:lL) ; 

^ ^ ^ Fl COS M + F, Bin u ' 

und hieraus in Verbindung mit (13): 

(20) D=-l^(rj^ cos w + F, sinw — l)(Fi cos t* + F, sinw). 

Nun ist das simultane System (5) zu integrieren. Die drei links 
stehenden Gleichungen desselben nehmen die Form an: 



(21) 



rf« + ^_o; l^.-tca-o-, 

du ^ w ^ du ' 



t«._a^^i|l^?^0. 



^ du "'« du 

Differenziert man die beiden ersten Gleichungen nach u, so ergiebt sich: 

a»a 1 da, d*ai da 

du^ w du~ "' du* ^du "1» 

und hieraus durch Integration: 

(22) a = Fjsinw + F4C0SM; a^ =* — ^(FjCosm — F4 8inM). 
Die dritte Gleichung läfst sich direkt integrieren und giebt: 

(23) a, - ryo. 

Die drei rechts stehenden Gleichungen des Systems (5) erhalten 
die Form: 
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Gleichung und Eigenschaften der Röhrenflächen. 5 

Qeht man in diese Gleichungen mit den gefundenen Werten ein^ 
so erhalt man durch eine einfache Rechnung für die fünf Funktionen 
Fj, . . ., F5 folgende drei Bedingungsgleichungen: 

^ ^ dv w ^ dv w 'dl? w 

Die Aufgabe ist jetzt also^ imter Berücksichtigung dieser Gleichungen 
ans (22) und (23) drei linear unabhängige partikuläre Integrale zu finden. 
Die Gleichungen (24) stimmen nun vollständig überein mit den bekannten 
Frenetschen Gleichungen, welche zwischen dem Erümmungs- und 
Torsionsradius einer beliebigen Raumkurve R' und den Cosinus der 
Neigungswinkel ihrer Tangente, Hauptnormale und Binormale gegen 
die Koordinatenachsen bestehen. Bezeichnet man: den Krümmungs- 
radius mit r', den Torsionsradius mit p', die Neigungswinkel der 
Tangente mit a, ß', y\ die der Hauptnormale mit l\m\n\ die der 
Binormale mit A', /t', v', so gelten die Gleichungen^): 
(<^^\ ^ COB cc' COS Z' d cos X' cos r d cos V /cos a' cos X\ 

nebst den durch zyklische Vertauschung aus ihnen hervorgehenden. 
Die willkürlichen Funktionen Fj, . . ., F5 drücken sich also sehr einfach 
aus durch die oben genannten Elemente einer hdidngen Baumhirve R\ 
Wir haben nur zu setzen: 

(26) F, = -;",; n = f,; 

80 erhalten wir die gesuchten drei partikulären Integrale^ indem wir 
F5, F4, F5 der Reihe nach die folgenden Werte geben: 

F3==cosA', cos/t', cos*''; F^^cosa', cosjJ', cosy'; 



(27) . 
( F5 «= — cos i , -*- cos w , 

wo ^ie eingeführten Radien und Winkel einer ganz beliebigen Raum- 
kurre zugehören, deren Bogenelement dv' ist. Die drei Systeme von 
partikulären Integralen des Systems (5) sind nun: 

Xq = cos A' sin M + cos cc' cos u] 

(28) a?i = — m; (cos A' cos u — cos a sin t*); 

7//. U7C08U wsinuX 
x, = oosl(l-— ^); 

nebst den entsprechenden Gleichungen in y und ;?. Die auf die Raum- 
kurven bezüglichen Gröisen sind hierbei natürlich sämtlich Funktionen 
von v' allein. 



1) Grondformeln § IS, 61. (10), (11), (12). 
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6 V. K01fM£]l£LL: 

Es sind nun noch die Koeffizienten Mik der Gleichung (8) zu 
bilden. Aus (9) ergiebt sich durch eine einfache Rechnung: 

^11 == ^0 + ^ + ö ^ ßos^'' + ^08«'* + cosZ'« = 1. 

Ebenso: M^ = M^ = 1; M^ « M^^ = Jfj, = 0. 
Somit erhält Gleichung (8) die Form: 

l* + ^^ + g^»l; 

d. i. eine Kugel vom Radius 1. Als Endpunkte konjugierter Durch- 
messer nimmt man am einfachsten die Achsenschnittpunkte und er- 
halt so: 

|,= 1, % = 0, go-O; li-O, ,i-.l, ?,=0; |, = 0, i?, = 0, g, = l; 

also: 

dx 
a^^ ^ — — w (cos A' cos u — cos a' sin u); 

ex -,r- /C08M , 8int«\"i 

und hieraus schlielslich: 

X =^ I cobV dv' — w (cos A' sin m + cos a cos m); 
(29) • y = / cos m'df;' — «; (cos /t' sin m + cos j8' cos u) ; 

z =- I Goan dv' — to (cos v' sin u + cos y' cos t*). 

Dies ist die Gleichung der gesucfUen Fläche in Krümmungsparametern, 
2. Eigenschaften der BShrenflächen. — Es soll nun nachgewiesen 
werden^ dafs die durch (29) dai^estellten Flächen Böhrenflächen sind, 
d. h. dafs sie erzeugt werden durch Bewegung eines Kreises von kon- 
stantem Radius^ dessen Mittelpunkt sich auf einer Raumkurre be* 
wegt, während seine Ebene stets normal zu der Raumkurve bleibt. 
Die Gleichung einer solchen Fläche ist leicht direkt aufzustellen. 
Es seien 

^ = /*W; y-v{^)] ^ = ^(v) 

die Gleichungen der Leitkurve, w der Radius des erzeugenden Kreises, 
I, iy, g die Winkel, die der von einem Punkte Ä(Xy y, z) der Leitkurve 
nach einem Punkte B{X, Y, Z) des zugehörigen erzeugenden Kreises 
gezogene Radius mit den Koordinatenachsen macht, so ist: 

X — x^iJ0COB%'^ F— y = «7Cosiy; Z—z = wcob^. 

Bezeichnet man noch mit d den Winkel, den der Radius AB mit 
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Gleichung ond Eigenschaften der Röhrenflächen. . 7 

der durch A gehenden Hauptnormale der Leitkurve bUdet, so zeigt 
eine einfache geometrische Überlegong, dab 

C08{ = co8i cos d + cos A sind; cosiy = cos w cos cJ + cos /tt sind; 
cob{;= cosn cosd + cosvsintf 

ist Die Gleichungen der Böhrenfläche lauten also in den Parametern v 
und d: 

X= f(v) + w(co8l cos d + cos A sind); 

(29a) F= (p{v) + to (cos m cos d + cos/tt sin d); 

Z^ ^(v) + tr(cosn cosd + cosi/sind). 

Die Winkel Z, m, n; Xy fi, v sind hierbei Funktionen von v allein. 

Um nun die Übereinstimmung der Gleichungen (29) und (29 a) nach- 
zuweisen, sind die ersteren noch etwas umzuformen. Dies geschieht 
durch Einführung einer zweiten Raumkurve JR (ohne Index), als deren 
Boolule die oben eingefährte B' anzusehen ist. Bezeichnet man alle 
auf die zweite Baumkurve R bezüglichen Gröfsen phne Index, so be- 
stehen die Gleichungen^): 

cos r = — cos a; cos a = cos t cos i + sin r cos A; 



(30) , , . , 
[cosA *= cosrcosA — smrcost. 

Die Grofse % ist hierbei die Bogenlänge der Eurve^ welche auf 
der Einheitskugel (in der von Gaufs') eingeführten sphärischen Ab- 
bildung) den geometrischen Ort der Bilder der Binormale darstellt, 
oder die Summe aller, in Bogenmafs gemessenen, Torsionswinkel dx 
von emem bestimmten Anfangspunkt an; sie möge kurz als „Gesamt- 
torsion'' bezeichnet werden. Führt man die Gleichungen (30) in (29) 
ein, 80 erhält man: 

X = — / cosadt? — w [sin (ti + x) cos X + cos(tt + x) cos T\ u. s. w. 
Nehmen wir nun 

(31) ^ = /*(v); y = 9>W; ^ = ^(t?) 

als Gleichungen der neu eingeführten Baumkurve JR an, so haben wir, 
wenn wieder v die Bogenlänge der Kurve bedeutet: 

cos a = f(v)\ cos j9 = 9>'(^)» ^^^ 7 = ^'(^)- 

1) Vgl. Serret -Harnack, Lehrbuch der Diff. u. Ini-Bechnmig, I. Teil. 
^'r. 296. Die dort auftretende Integrationskonstante gr ist »» gesetzt. 

2) Disq. gen. Art. 6. 
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8 V. Eommerbll: 

Dies eingesetzt ergiebt, wenn man die Vorzeichen ändert und die 
Integration ausfuhrt: 

IX = f(v) + w [cos l cos {u + t) + co&X sin (u + r)]; 
y ^ q)(v) + w [cos m cos (ti + t) + cos/tt sin (u + r)]; 
^ = ^(v) + f(; [cos n cos (tt + r) + cos 1/ sin (u + ^)]. 

Diese Gleichungen stimmen nun vollständig mit (29 a) überein, nur 
dafs der dort d genannte Winkel hier mit (u + r) bezeichnet ist. Die 
Flächen R^ = const. sind also in der That Böhrenflächen, und zwar sind 
sie in (29) und (32) durch Erümmungsparameter dargestellt. Letzteres 
läfst sich auch nachträglich noch einmal darthun^ indem man die 
sechs Gaufs sehen Fundamentalgröfsen für (32) aufstellt. Man findet 

E^w^', F= O5 G - [1 - y cos(tt + t)J; 

D = -W', 2)'=0; 2)"=^cos(w + T)[l-yCos(tt + T)]. 

Hieraus lassen sich- sofort die beiden Hauptkrümmungsradien R^ und S^ 
finden. Es ist: 

(34) 2J.--«;; j^^ «--««'»(u ±_r) 

^ ^ ^ ? 'S COB (U + t) 

Es ist nun geometrisch leicht einzusehen, dafs für die Röhren- 
flachen das eine System von Erümmungslinien (v = const.) von den 
erzeugenden Kreisen gebildet wird. Auch analytisch erhält man dies 
Resultat leicht, indem man in (32) v einen bestimmten Wert v^ giebt^ 
d. h. einen festen Punkt der Leitkurve mit den Koordinaten 

annimmt; bringt man diese Gröfsen auf die linke Seite, quadriert und 
addiert, so ergiebt sich: 

(35) (x - x,y + (y - y,y + (^ - 0,y = w\ 

Multipliziert man die drei Gleichungen mit cosa, cosjJ und cosy und 
addiert, so erhält man: 

(36) (x — x^) cos a + (y — y^) cos j8 + (je? — jerj cos y = 0. 

Die Gleichungen (35) und (36) sagen aus, dafs die Entfernung der 
Punkte x,y,z und x^,y^,z^^w ist, und dafs ihre Verbindungslinie 
auf der Kurventangente senkrecht steht, d. h. dafs jeder Punkt Xy y, z 
der Kurve t? = v^ auf dem zu x^yy^,z^ gehörigen erzeugenden Kreise 
liegt. Wir haben also: 

1. Satz. Auf jeder Röhrenfläche wird das eine System von Krüni- 
mungslinien von den erzeugenden Kreisen gebildet. 



Digitized by 



Google 



Gleichung und Eigenschaften der Böhrenflächen. 9 

In Verbindung mit (14) folgt daraus: 

2. Satz. Auf jeder Böhrenfläche ist der eine BaupikrümmungS' 
radius konstant und zwar gleich dem Radius des erzeugenden Kreises. 

Da femer die Gleichungen (32) dadurch in (29 a) übergefQhrt werden, 
dafs u + t =^ d gesetzt wird, so ist längs jeder Erümmungslinie der 
Schar u = const. der Winkel d um eine konstante Qröfse von t ver- 
schieden. Im folgenden sei unter ,,Krümmungslinien'' stets die Schar 
tt= const. verstanden. Wir haben dann also: 

3. Satz. Auf jeder Röhrenflädie ist der Centrimnkel, den ein von 
dnem Punkte A der Leitkurve nach einem Putücte B des zugehörigen 
erzeugenden Kreises gezogener Badius mit der Hauptnomuüe des Punktes 
A macht, längs einer Krümmungslinie um eine konstante Gröfse von der 
Gesamttorsion verschieden. 

Noch etwas einfacher läfst sich dieser Satz aussprechen, wenn man den 
Ort der Schnittpunkte der Hauptnormale mit der Böhrenfläche einführt, 
der als „Normalenkurve'^ bezeichnet werden möge. Er lautet dann: 

Auf jeder Böhrenfläche ist der Centrimnkd, der zu einem zunschen 
den Normalenkurven und einer belidngen Krümmungslinie liegenden Bogen 
eines erzeugenden Kreises gehört, gleich der Gesamttorsion t der Leit- 
kwve, diese gemessen von dem Mittelpunkte des erzeugenden Kreises, 
der durdh den ScJinittpunkt jener Krümmungslinie mit der Normalen- 
hurve geht. 

Die Gleichungen (32) stellen, wenn man auch noch w als ver- 
änderlich ansieht, ein dreifach orthogonales System vor. Denn es ist, 
wie man leicht findet: 

^^ dx dx _ "^ dx dx __ "^^ ^^ _ 
^^ du ' dv '~ ^^ dv dw "^j^ dxo du "" 

Dieses dreifach orthogonale System besteht: 1) aus den Röhren- 
flächen {w = const.), 2) aus den Ebenen der erzeugenden Kreise 
(t? = const.), 3) aus den Flächen u = const. Die letzteren sind aber, 
wie man leicht sieht, die abwickelbaren Flächen der Evoluten der 
Leitkurve B Denn die Normalen der Röhrenfläche sind ja, was 
geometrisch evident ist, auch Normalen der Leitkurve. Analytisch 
erhält man dies Resultat, indem man fQr die Röhrenfläche die Cosinus 
der Winkel a, h, c aufstellt, welche die Flächennormale mit den Achsen 
hildet; es ergiebt sich^): 

cos a = [cos (u + r) cos I + sin (u + ^) cos A]; 



1) Gnmdformehi, § 1. Gl. (23). 
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Y. Eommxbbll: 



also ^cosacostt «=0; d. h. die Flächeimormale steht senkrecht auf 
der Tangente der Leitkorye. Da aber die Gleichung u = consL die 
E[rümmung8linien der Böhrenflache darstellt und sich Bngs derselben 
bekanntlich die konsekutiven Flächennormalen schneiden^ so sind die 
Flachen u »= const. abwickelbare Flachen, deren Erzeugende Normalen 
der Leitkurve sind. Wir haben also: 

4. Satz. Auf jeder Bohrenfläche werden die Krümmungslinien durch 
die abtvicJcelbaren Flächen der Evoluten der LeUkurve ausgeschnitten. 

Hieraus läfst sich nachtraglich auch Satz 3 geometrisch ableiten. 
Da dt der Winkel zweier konsekutiven Schmiegungsebenen ist, so 
mufs offenbar eine Normale der Leitkurve ; um die ihr unmittelbar 
vorangehende schneiden zu können, in die Schmiegungsebene der letz- 
teren fallen, d. h. mit ihrer eigenen den Winkel dt bilden. Durch 
Summierung entsteht dann die Gesamttorsion, d. h. der Winkel r. 

Aus Satz 4 folgt unmittelbar: 

5. Satz. Für sämtliche, zu der gleichen Leiikurve gehörigen Bohren- 
flächen stellt die Leitkurve den einen, ihre ahunckelbare Polar fläche den 
andern Mantel der Centrafläche vor. 

Der analytische Ausdruck dieses Satzes ist Gleichung (34). Um 
die dort stehenden Werte für die Hauptkrümmungsradien geometrisch 

zu interpretieren, diene nebenstehende Figur. 
In derselben sei Ä ein Punkt der Leitkurve, 
der um ihn beschriebene Kreis durch B imd 
J5' sei der zugehörige erzeugende Kreis, C 
das Krümmungszentrum der Leitkurve, also 
AC ^ r, AB >-= w. Da die Figur in der 
Normalebene der Leitkurve gezeichnet ist, 
so ist AB eine Normale der Fläche und 
die in C auf AC errichtete Senkrechte eine 
Erzeugende der Polarfläche der Leitkurve; 
auf sie ist von B das Lot BC gefallt, ihr 
Schnittpunkt mit der verlängerten Flächen- 
normale AB heifse C\ Femer ist LBAC ^ u + ty also AD =^ 
tvcoB(u + t). Nun ist: 

CD = JBC'co8(« + r) = r-«,co8(« + r); £C' ^'-^=^f±^- 

also nach (34): JBC = JS^; d. h. das Krümmungszentrum jedes Punktes 
der Röhrenfläche liegt auf der Polarfläche der Leitkurve. 

Weitere Sätze ergeben sich, wenn man für die Krümmungslinien 
die Lage und Gröfse des Krümmungs- und Torsionsradius berechnet 
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Gleichung und Eigenschaften der Böhrenflächen. 11 

Bezeichnet man dieselben mit r^ und q^^ femer den Winkel zwischen 
der Flachennormale und der Hauptnormale der Erümmungslinien mit 
fl,, so bestehen die Gleichungen^): 

Bildet man zunächst tgf^^ so ergiebt sich: 

(37) tgJ2;, = tg(w + ir) oder S, « w + r. 
Femer: 

(38) r^ = Uj cos (t* + t) == r — M7 cos (m + r); 

(39) (»,= /ö':J„=J[r-«'cos(u + r)]. 

Da nun fi^ = u + r ist, so giebt BG" (s. Pig.)> weil parallel mit AG 
die Richtung der Hauptnormale der durch J? gehenden Erümmungslinie 
an. Es ist also: BG" ^ DG -^ AG - AD = r - wcos(m + t) = r^, 
d. h. C ist das Erümmungszentrum derselben. Also: 

6. Satz. FäUt man von einem Punkte einer Böhrenflädie das Lot 
auf die eugekörige Erzeugende der abwickelbaren Polar fläche der LeUkwrve, 
so sldlt dieses nach Gröfse und Bichtu/ng den Krümmungsradius der 
durch den betreffenden Punkt gehenden Krümmungslinie, sein Fufspunkt 
also ihr KrUmmungszentrum dar. 

Zusatz. Der geometrische Ort für die Krümmungszentren aMer 
Krümmtmgslinien einer Böhrenfläche ist die aburickelbare Pola/rfläche der 
Leitkurve. 

Dividiert man GL (38) durch Gl. (39), so erhält man: 

(40) ^ = ^, 
also: 

7, Satz. Auf einer Bohrenflüclie verhauen sich Krümmungs- und 
Torsionsradius einer Krümmungslinie une Krümmungs- und Torsiofis- 
radius der Leitkurve in dem entsprechenden Punkte. 

Berechnet man noch den Winkel 0, unter dem die Hauptnormalen- 
turve (ti + r = 0) die Krümmungslinien schneidet, so erhält man*): 



^ ^ Q[r — io cos (w + t)] 



1) Grundformehi, § 14. Gl. (24) u. (26). 

2) Gnmdformehi § 1, Gl. (8). 
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12 V. Eo¥]aauiLL: 

Es ist auch leicht, die Punkte der Böhrenfläche zu bestimmen, fär 
welche Iti^±R^ ist. Aus Gleichung (34) folgt für R^^R^ 



- «7 C08 (U + T^ j ^ 

-7;:rvirTH — = — m^; oder: r = 0, 

cos (u + r) ' ' 



d. h. Nabelpunkte der Röhrenfläche treten nur da auf, wo die Leit- 
kurve eine Spitze hat. iZj = — U^ ergiebt 



co8{u + r) = ^ 



r 
f 



was sich übrigens auch direkt an der Figur ablesen lafst. 

Schliefslich kann man noch die parabolische Kurve der Röhrenfläche 
aufstellen. Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien ist: 

^du' - £?i<^+^)[i - ^ cos (« + r)]dt>« - 0. 

Da w nicht verschwinden kann, so ist die Bedingung für das Zusammen- 
fallen der beiden Asymptotenrichtungen: 

COB(t* + T)r- W / , \"1 /\ 

— - ^-^^—[1 - 7 cos (m + t)J = 0. 

Diese Gleichung kann auf dreierlei Art befriedigt werden: 

1) — = 0; d. h. der parabolischen Kurve gehören die erzeugenden 

Kreise an, in deren Zentrum die Leitkurve die Krümmung hat 
(z. B. bei ebenen Kurven die Wendepunkte). 

2) cos (tt + ^) =* 0; d. h. der parabolischen Kurve gehört der 
geometrische Ort der Schnittpunkte an, welche die Binormalen der 
Leitkurve auf der Röhrenfläche bestimmen (die „Binormalenkurve^). 

3) r — M7 cos (tt + t) = 0, oder cos (m + r) = — . Dieser Teil ist 

nur reell, wenn r < w, d. h. wenn das Krümmungszentrum der Leit- 
kurve innerhalb der Röhrenfläche fällt Dann ist (s. Fig.), wenn B 
ein Punkt der parabolischen Kurve ist, D das Krümmungszentrum der 
Leitkurve; also schneidet die zugehörige Erzeugende ihrer Polarfläche 
die Röhrenfläche im Punkte B. 

Dieser dritte Zweig der parabolischen Kurve ist also die Schnitt- 
Jcurve der Böhrenfläche mit der abwichelbaflren Polarfläche der Leifkurve. 
Eine einfache geometrische Überlegung zeigt femer, dafs in diesem 
FaUe B der Schnittpunkt zweier konsekutiven erzeugenden E^reise ist. 
Der dritte Zweig der parabolischen Kurve läfst sich also auch definieren 
als der Ort dieser Schnittpunkte, oder als die von den erzeugenden 
Kreisen eingehülUe Kurve, 
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Gleichung und Eigenschaften der Böhrenflächen. 13 

Man kann noch nach dem Winkel fragen, den die zusammen- 
fallenden Asjmptotenrichtungen mit den verschiedenen Zweigen der 
parabolischen Kurve machen. Der Winkel € zweier Kurven g) = q 
und t'^c^ ist f&r Krümmungsparameter bestimmt durch die Gleichung^) 

Bedeutet (p die Asymptotenlinien, so ist: g)^ = Yw] 9?, = ± ")/D^'= 0, 
da ja längs der parabolischen Kurve D" verschwindet. 

Für den 1. Zweig derselben (- = 0j ist: ^1= 0; ^, = — — -j^ = 0; 

also: cos€ = 0; ß = 90®; d. h. die Asymptotenrichtung steht auf diesem 
Zweige senkrecht. 

Für den 2. Zweig [cos (w + t) = 0; u + t^ 90®] ist 

• / • \ t . sin (« + *) 1 ^ 



woraus 



)/?+•' 



w 



(42) te^ = j', ih. 

8. Satz. Auf jeder BShrenfläche wird die BinarmcUenkurve van 
den Asymptotenlinien unter einem Winkel getroffen, dessen Tangente 
gleich dem Verhältnis des Radius der erzeugenden Kreise mm Tarsions- 
radius der Leifhurve ist 

Für ebene Leitkurven ist — = 0; in diesem Fall berühren also die 

Asymptotenlinien die Binormalenkurve^ d. h. den Schnitt des über 
der Kurve stehenden Zylinders mit der Röhrenfläche. 
Für den 3. Zweig [r — w cos (w + t) = 0] ist: 

• / I \ . dr , w Bin (u + r) - ^^ 

<^i-tt?.sm(t* + T); ^,==5^ + J^'^ cos« = l; « = 0®; 

9. Satz. Die Asymptotenlinien einer BShrenfläche heriihren die 
Envdoppe der erzeugenden Kreise, 

Reutlingen, den 1. November 1900. 



1) Grundfonnehi, § 17, Gl. (14). 
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Neue Beziehungen ans dem Gebiete der Binomialkoef flzienten. 

Von L. Grossmann in Hamburg (Seewarte). 

Bei einer Untersuchong über die Anderong der Temperatur von 
Tag zu Tag wurde für die durch den Zufall gebotene Häufigkeit 
der Perioden von a auf einander folgenden Tagen anhaltender Er- 
wärmung bei gegebenen Ä positiven; B negativen interdiurnen 
Änderungen und C Folgen ohne Temperaturänderung der Ausdruck 
(B+C+l) ^^^- (A + B+C-a-l)A-.a abgeleitet. Aus dieser 
zufalligen Verteilung der Perioden gleichsinniger TemperaturiLnderungen 
wurde die Wahrscheinlichkeit dafür abgeleitet^ dafs auf eine Erwärmung 
wieder eine solche folge, und ein zweiter Ausdruck (A — 1) : (Ä + B + C) 
wurde hierfür direkt gewonnen. Setzt man beide Ausdrücke gleich, 
so ergiebt die Einführung neuer Eonstanten die Beziehung: 

^^'^E^'^EE-l^ ^^^^^^EE-i E-D + 1 {E - D + 1) (E:^ir+ 
Hieraus wurde auf das Bestehen der allgemeineren Formel geschlossen: 



«»0 



Durch Einführung neuer GrÖ&en folgt: 



P-Q 



(P-Q)n 



?.-I(»+*-"-^c 



eine für P > ^ und A; =- 2 erwiesene Beziehung. 

Der Versuch, den Beweis dadurch allgemein zu liefern, dafs die 
Qiltigkeit für A = /tt + 1 aus der für A; = ^ bestehenden hervorgehe, 
führte zu der Herleitung der allgemeineren Formel 

für jeden positiven oder negativen ganzzahligen Wert von X, 

Für diese Formel ergiebt sich der Beweis, wenn man entwickelt: 



=j'-.<i^ >+.|+(T+.));;y ("+(>+')-('+')-')-(^ 



(*+i)). 
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L. Grossmann: Neue BezieHnngen aus dem Gebiete der Binomialkoef&zienten. 15 

Hiernach gilt die Formel (1) für äj + 1 und A + 1, wenn sie für 
k and A gilt; da aber aus der Ableitung von (1) deren Giltigkeit für 
X — 1 folgt, falls sie für A besteht, so folgt, dafs (1) fär ä + 1 besteht, 
falls sie fiir k richtig ist. Die Richtigkeit ist nach der Ableitung aber 
far i = 2 und A = erwiesen und somit gilt (1) für. alle positiven 
ganzzahligen Werte von k und beliebigen ganzzahligen Werte von L 

Aus den Relationen ^ == 7^5 — ^^ — = — t^ — ^— leitet man die 
entsprechenden Formeln: 

far g > P und 

für P^Q ab. 

Es läfst sich zeigen, dafs diese 3 Formeln^ abgesehen von der Be- 
dingung, dafs über positive Werte von n summiert werden mufs, für alle 
positiven und negativen gamzahligen Werte von P, Q^ k und A unab- 
hängig von deren rdativer Qröfse bestehen. 

Zu aUgemeineren Formeln führt die Bedingung: 

a(a + a)...(a + (k^l) a) _ /«\* («+*"" Vit 
6(6 + ft . . . (6 +(*- l)ft - Vß) /b_^j^_\ 

fQr den Fall, dafs a und ß TeUer von a, bzgl. b sind. 

Es lassen sich wohl alle Formeln aus dem Gebiet der Binomial- 
koeffizienten aus diesen Formeln ableiten. Man findet beispielsweise 
die folgenden: 

jF:-<r^r4T«(l-^)*'<^' 

^, ^,„, Ä (B-J.) ^ Ä {Ä + B + k) 

-Hl K ~ *t ' -h; "(* + *)- ~ (* + *)* ' 

Hamburg, den 25. März 1901. 
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Beitrag zur Lehre Ton den reziproken Gleichungen. 

Von F. J. Studnicka in Prag. 
1. Soll die algebraische Gleichung n-ten Grades 

n 

(1) fix) =^ Jux'-* ^0 

reziprok sein^ so hat sie der allgemeinen Bedingung 

(2) f(x) = larf(^), 

ZU genügen^ wobei k und k konstant sind; denn aus dieser Bedingung 
geht vor allem hervor, dafs zu jeder Wurzel derselben Xi sich die 
Wurzel k/Xi gesellt, von welcher (Jrundeigenschaft eben die Benennung 
der Gleichung (1) abgeleitet erscheint. 

Gleichzeitig erkennt man daraus, dafs die Anzahl aller Wurzeln, 
somit auch der Grad der Gleichung (1) durch eine gerade Zahl aus- 
gedrückt erscheinen muls, so dafs man setzen kann n^2s. 

Um nun den Wert der Eonstante A zu bestimmen, nehmen wir 
für die Identität (2) an rc = Yk, worauf aus derselben hervorgeht 

f{Vk)^xiffiyk). 

Daraus läfst sich nun schliefsen: 

1. Wenn die (Jröfse Yk keine Wurzel der Gleichung (1) vorstellt, 
wenn also f^Yk) ^ ist, so folgt aus der letzten Relation durch 
Kürzung 1 = jlA^, woraus sich X unmittelbar ergiebt. 

2. Ist jedoch Yk eine Wurzel der Gleichung (l), so mufs sie 
mindestens zweimal und zwar positiv wie negativ vorkommen, so dals dann 
{x^ — k) oder allgemein {x^ — k)^ einen Faktor des Polynoms f{x) 
bildet. In diesem letzteren Falle hat man also 

f(x)^ix'^krq>(x\ 

worauf dann die Gleichung 2(s — w)-ten Grades q)(x) ^0 reziprok ist 
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F. J. StüdniSka: Beitrag zur Lehre von den reziproken Gleichungen. 17 

und die Wurzel Yk nicht mehr besitzt^ was also mit dem ersten Falle 
übereinstimmt. 

Statt der allgemeinen Identität (2) können wir also setzen 



(3) n-)^$f(i)' 



wodurch die reziproken Gleichungen im weiteren Sinne definiert er- 
scheinen, während im engeren Sinne, wo nämlich A; =» 1 ist, die Be- 
dingung (3) die einfachere Form 

(4) f(x) = ^'f(^) 

annimmt und die strikte Beziprozitat der Wurzeln andeutet 

Aus derselben Identi1»t (3) folgt auch, dafs die Koeffizienten der 
reziproken Gleichungen bestimmten Bedingungen genügen. Führt man 
in dieselbe die in Formel (1) angedeuteten Polynome ein, so erhalt man 

woraus sich ergiebt, daCs allgemein 

(5) ^,.-,-^,*— • 
und speziell, wo % »= 1 ist, 

(6) Äft^i^Ai, 

was auch durch die beiden Formeln 



dargestellt werden kann. 

Danach sind z. B. die quadratischep Gleichungen samtlich reziprok, 
indem aus x^+ ax + h = für die Wurzeln Xj^f x^ unmittelbar folgt 

X-t • «ÜTb ^'^ iC» 

2. Weil man bei reziproken Gleichungen die eine Hälfte der 
Wurzeln durch die andere auszudrücken imstande ist^ so muDs die Auf- 
lösung einer solchen Gleichung (28)-ten Grades sich zurückführen lassen 
auf die Auflosung von je einer Gleichung 5-ten und 2-ten Grades, 
wie es unter Anwendung von rekurrenten Transformationsformeln auch 
bisher üblich war. Will man jedoch eine independente Darstellung der 
Koeffizienten der neuen Gleichung s-ten Ghrades haben, so muls man 
einen Schritt weiter gehen und das System der rekurrenten Formeln 
entsprechend auflosen, was im nachfolgenden durchgeführt erscheint. 

Arehir der KathemAtlk und Physik, m. Beihe. HI. 2 
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18 F. J. SruPMi&tA: 

Die aUgemeine Form der reziproken Gleichungen ist dem Voran- 
gehenden zufolge 

welche leicht auf die Form 

zu bringen ist, so dafs diese Gleichung, wenn 

(8) ^+4--^' 

(9) ^+S~'^" 
gesetzt wird, woraus unmittelbar folgt 

(10) F„=2, V,-y, 
sich in die einfachere 

(11) ^F,+ .liF.-i+... + ^-iFi+^-0 

Terwandelt; hier hat man nur die einzelnen Ausdrücke Vk durch y aus- 
zudrücken, um schlielslich die Gleichung 

(12) Biy + 5iy-i+ . . . + J5,-iy + B,- 

zu erhalten, deren Auflösung die Wurzelwerte j/i, jfi, yz, . . ., y« liefert, 
sodafs dann der Gleichung (8) zufolge 

(13) x^ — y.a: + A; = (»=i,«, - - -.t) 

sich das Wurzelpaar Xiy xl ergiebt, welches der Bedingung Xi • xi = k 
entspricht, wodurch die Reziprozität zum Ausdrucke gelangt. 

Es handelt sich hier also nur um die independente Darstellung der 
Bk durch die Äk, Zu dem Zwecke leiten wir zunächst aus Formel (8) 
und (9) die rekurrente Relation 

(14) ÄFn-2-yF.-l-^F,= 

ab, welche in Verbindung mit den beiden Formehi (10) die Darstellung 
von Vn durch y liefert. Setzt man nämlich 

F, = jr - ojÄy» - 2 ^- a4fcV" * - ÄßÄ^y»- « ^- . . ., 
Fn+i = jr+^~ «ifcr-^ + osÄ^v*- a6Ä»jr-^+ • • -, 

so ergiebt sich danach 

wobei in Betreff der neuen Eoefiizienten bjt gilt 
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also eine rekurrente Darstellung erhalten wird. Die independente Anf- 
lösimg unserer Aufgaben liefern jedoch die linearen Relationen: 

y- Vi = 0, 

2h-yr,-\- F, = 0, 

*^i-y^»+ T^j = 0, 



F. +ÄF,_si-yF,_,= 0, 

ans welchen die unbekaimten 

F„ Vi, F,, ..., Fn-i 
zu eliminieren sind, um F« za bestimmen; man erhalt znuächst 

y, - 1, 0, 

2k, -y, 1, 
0, *, -y, 



0, 

Vn, 



0, 
0, 



0, 
0, 



0, 
0, 
0, 









-y, 1 

^, -y 



= 0. 



In dieser Determinante ändere man das Vorzeichen bei aUen Elementen 
der 2., 4., 6., . . . Kolonne nnd der 3., 5., 7., . . . Zeile, worauf dann 
durch Auflösung nach F« erhalten wird 

y, 1, 0, ..., 0, 

2k, y, 1, . . ., 0, 

0, k, y, .. ., 0, 



(15) 



F,= 



0, 0, 0, . . ., y, 1 
0, 0, 0, . . ., k, y 



Diese Eettendeterminante zeigt uns also, wie die früher durch at 
ausgedrückten Koeffizienten sich independent hieraus ergeben und fiber- 
haupt Vn durch y und k sich darstellen lafst. 

Da jedoch die Auswertung von Determinanten höherer Orade um- 
ständhch und langwierig erscheint, so ist es namentlich für die Praxis 
erwünscht, obigen Determinantenausdruck durch die entsprechende 
Potenzreihe zu ersetzen. Man erhalt da, wie ich gezeigt habe. 



F, = jr- YÄy-''+ -J (« - 3)i*Y-* - j(« - 4),^^-* + 

8« 
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20 F- J- STUDinÖKA: Beitrag zar Lehre von den reziproken Gleichungen. 

oder in kürzerer, die Zusammensetziing der Koeffizienten deutlicher 
zeigenden Form 

(16) F,- jr +2 (- i)'t(* - ♦ - 1)*-!**»"-»', 

wobei die Summe bei geraden n bis »=" y, bei ungeraden n bis t = — ^^ 
zu erstrecken ist. 

Mit Hilfe dieser Formel (16) verschaffen wir uns scblieislich unter 
Benutzung der Polynome (11) und (12) die Relation 

(17) Bi^ A+^(- lY '' + \^'\ n^i + h^ l),-it*A,,,, 

A = l 

wozu noch die ersten zwei Werte Bq » A^, B^ » Ä^ beizufügen sind, 
so dals nun der direkte Übei^ang von der Gleichung (11) zu (12) 
vermittelt erscheint. 

In dem speziellen Falle, wo 2; «» — 1 ist, die reziproke Gleichung 
ako die Form 

(18) Äoa^'+ ÄiX^"^ +"' + A,af- A^-iOf'^ +••• + (- 1)*^= 
aimimmt, ist die vermittelnde Gleichung 

(19) Coy+ Citf-^+ . . . + Ciy + a== 0, 
wo die Koeffizienten bestimmt sind durch die Formel 

(20) C,= A,+ '^ * + «^* - ' (n - i + A - 1)>„ J,.». 

Asl 

/ 

In dem einhchsten Falle endlich, wo i» 1, A^^ 1 (m=:o,i,a,...), 
hat die reziproke Gleichung die Form 

wobei die Auflösung auf dieselbe Weise vorgenommen werden könnte, 
wo jedoch unter Intervention der Identität 

a?*-^^ — 1 = (a; — 1) (a;«« + a:««-* + Vx+l) 

sofort erhalten wird 

2A;9r , . . 2 Jen » 2 Jen . . 2Ä;ir 

Prag, den 15. Januar 1901. 
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über die ElassiflkatioiL der Enrren und Flächen 
zweiten Grades. 

Yon G. EoEHLEB in Heidelberg. 

Bei einer beliebigen Kurve oder Fläche zweiten Grrades (d. h. 
zweiter Ordnung oder zweiter Klasse) hängt die Entscheidung darüber^ 
ob sie entartet ist oder nicht, sowie ob sie reeU oder imaginär, bezw. 
geradlinig, nichtgeradlinig oder imaginär ist, also die Einteilung derselben 
nach ihrer projektiven Beschaffenheit lediglich ab vom Werte der Kon- 
staaten ihrer Gleichung; sie ist mithin völlig unablumgig von dem Koor- 
dinatensystem, auf das wir ihre Gleichung beziehen. Ihre Beschaffen- 
heit im Unendlichen dagegen oder ihre metrische Beschaffenheit ist aufser 
von diesen Konstanten auch abhängig von den Koordinaten der unend- 
Uch fernen Geraden, bezw. Ebene, also von dem der Betrachtung zu 
Grande li^enden Koordinatensystem. An eine Klassifikation dieser 
Kurven und Flachen kann man deshalb die Forderung stellen, dafs sie 
diesen Unterschied scharf hervortreten lasse. Sie mufs dann fOr die 
projektive und für die metrische Einteütmg Kriterien geben, die von ein- 
ander unabhängig sind, und es dürfen die projektiven Kriterien nur 
die Konstanten der Kurven- oder Flächengleichung, die metrischen 
Kriterien aber auTserdem nur noch die Koordinaten der unendlich 
fernen Geraden, bezw. Ebene enthalten. 

Die vorliegende Arbeit, die dieser Forderung genügen wül, dürfte 
deshalb vielleicht auch nach den Abhandlungen von HenseP), Brückel 
and Gundelfinger^, sowie nach dem Erscheinen von Killings 
,Jjehrbuch der analytischen Geometrie in homogenen Koordinaten^^') 

1) Heneel: Über die Klassifikation der nicht homogenen quadratischen 
Fonnen etc. Jomnal f. Math. 118, 808 ff. 

8) Brückel: ZnBammenstellimg der Formeln des Herrn Gundelfinger 
mm. Hanptachsenproblem der Flächen zweiter Ordnung etc. Journal f. Math. 
119, 210 ff. 

8) Paderborn 1900 nnd 1901. In diesem Buche ist zwar die projektive Ein- 
teilung von der metrischen streng geschieden; dasselbe giebt aber keine Kriterien, 
welche die Art der Kurve oder Fläche aus ihrer Gleichung direkt zu bestimmen 
gestatten. 
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22 C. Kobhleb: 

noch einiges Interesse darbieten. Die in ihr enthaltenen afuüyiisch- 
geometrischen Betrachtungen sind einfachster Art. Das Hauptachsen- 
Problem und die Theorie der quadratischen Formen bleiben absichtlich 
aus dem SpieL Als bekannt wird nur vorausgesetzt das homogene 
Koordinatensystem; die sich auf dieses stützende Polarentheorie bis 
zum Beweis von der Identität der nicht entarteten Kurven, bezw. 
Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse, femer der Zusammenhang, 
der zwischen der Entartung der Kurve oder Fläche und dem Rang 
ihrer Determinante besteht, und endlich die elementare Determinanten- 
theorie, zu der auch der Satz gerechnet werden darf, dals der Rang 
einer symmetrischen Determinante durch das Verschwinden ihrer Haupt- 
unterdeterminanten allein bestimmt wird, da sein von Herrn Frobenius 
gegebener Beweis^) durchaus elementarer Natur ist. Auf diese geringe 
Anzahl von Voraussetzungen ist deshalb Wert zu legen, weil es vom 
pädi^ogischen und vom systematischen Standpunkt aus wünschenswert 
ist, die Klassifikation, wie dies auch Herr Gundelfinger thut*), mög- 
lichst an den Anfang der Theorie der Kurven und Flächen zweiten 
Grades zu stellen. Ebenso wird die Ausführlichkeit der folgenden Be- 
trachtungen, die sonst vielleicht zu grofs erscheinen konnte, dadurch 
gerechtfertigt, dafs dieselben nicht nur zur projektiven und metrischen 
Klassifikation führen, sondern auch die Möglichkeit, ihr die erwünschte 
Stellung zu geben, erweisen sollen. 

Wir beginnen mit einer Übersicht über die im folgenden ver- 
wendeten 

BezeiclmungeiL. 

In der Ebene bedeuten x^, rr,, x^ oder x^ die Koordinaten eines 
Punktes, le^ u^, u^ oder ti^ die Koordinaten einer Geraden in einem be- 
liebigen Dreieckskoordinatensystem. N^^, N^, N^ sind die Ecken des 
Koordinaten- oder Fundamentaldreiecks, S^, S^y 8^ die ihnen gegenüber 
liegenden Seiten desselben. 

Ein kurz mit y bezeichneter Punkt hat die Koordinaten y^, eine 
Gerade v die Koordinaten t;^. 

Mit \ye\ bezeichnen wir die Verbindungslinie der Punkte y und js, 
mit (vw) den Schnittpunkt der Geraden v und w. Die Gleichungen 
\yz\^ V und (vw) = y sagen demnach aus, dafs y und z zwei Punkte 
der Geraden v, bezw. v und w zwei Gerade des Punktes y sind. 



1) Fr obeniuB: Über das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen. Sitzungs- 
berichte der Berl. Akad. 1894. I, S. 245 f. 

2) Gundelfinger: Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der Kegel- 
schnitte. Leipzig 1895. 
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Im Bawne bedeuten x^y x^j x^^ x^ oder x^ die Koordinaten eines 
Punktes^ u^y fj^, u^j u^ oder u^ die Koordinaten einer Ebene in einem 
beliebigen Tetraederkoordinatensystem^ dessen Fundamentaltetraeder die 
Ecken N^y N^, N^, N^^ und die Seitenebenen S^y 8^, S^ 8^ hat. 

Der Punkt y hat die Koordinaten y^, die Ebene v die Koor- 
dinaten Vf. 

Die Verbindungslinie der Punkte y und s; ist |j^jer|, die Schnittlinie 
der Ebenen v und w ist \vw\. Die Verbindungsebene der Punkte y, 
gj s ist [y^^], der Schnittpunkt der Ebenen Vy Wy r ist (vwr). Die 
Gleichungen 

\yz\^\vw\y \ysis\^Vy {vwr)^y 

bedürfen hiemach keiner weiteren Erklärung. 

Von den unendlich fernen Elementen des Raumes unterscheiden 
wir alle übrigen Elemente desselben als ^^eigenÜiche'^ Elemente und 
nennen die ersteren deshalb auch ^^uneigentliche^^ Elemente. Die un- 
eigentliche Gerade einer Ebene bezeichnen wir mit g^y ihre Koordinaten 
mit q^y q^y q^y die uneigentliche Ebene des Raumes mit e^y ihre Koor- 
dinaten mit q^y q^y q^y q^. p(D) ist die Zahl^ die den Bang der Deter- 
minante D angiebt. (y^^er^ und (ffiff/^s^ sind abkürzende Bezeichnungen 
far die Determinanten 



(y<^*) 



Vi Vk 



und (yi^t5,) = 



Vi 


Vk 


Vi 


«< 


fk 


"l 


«« 


«t 


s, 



Zu der qmdratisdien Form 

f(Xy x) »= ^a^XiXj^ (a,-*=a*.-; *, *= i. », . .. «) 
mit der Determinante 

gehört 

als adjungierte Form; 

i,k i i 

als hilineare Form; 

fi(x) « tti^X^ + tti^X^ + h a^n^n 

ist also die halbe partielle Ableitung von f(XyX) nach x^. 

Für die durch einmaliges, bezw. mehrmaliges ^^andem^ aus Ä 
herrorgehenden Determinanten benützen wir der Kürze halber manch- 
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C. Koi 



mal auch die von Herrn Gundelfinger eingefOhrten Zeichen ( K 
C*^\ XL 8. f.; es ist also z. B. 



«1« ^n 



r. 



1. Hiäfsformdn für die EinteiUmg der Kurven etoeäen Grades. — 
Die in einem beliebigen Dreieckskoordinatensystem gegebene Gleichung 
einer Kurve zweiter Ordnung 

(1) f{x,x) = ^a^j^x^Xj, - {<Hh^^kO *> *=i» 8» ») 

erhalt^ wenn man ein neues Koordinatendreieck einftlhrt^ dessen Ecken 
die Koordinaten y^, 0^ s^ haben, die Form 

f(y^y)^i + ne.^)A + f{s>s)4 + 2f(3f,e)x,x, + 2f(if,s)x^x^ 
+ 2f{e,s)x^x^^0. 

Der Schnitt der Kurre mit einer beliebigen Geraden t? = |yjer| hat 
somit in dem auf dieser Geraden durch die Fundamentalpunkte y und z 
bestimmten Koordinatensystem die Gleichung 

fdfyy)^! + f{^,^)A + ^f{y>^>i^ - o, 

und durch den Rang und das Vorzeichen der Determinante 

,\f(3f,y) ay,") 

\f(3f,'>) fi',") 

ist die Beschaffenheit dieses Schnittes bestimmt. Für p(D) ^ schneidet 
die Gerade t; die Kurve, und zwar imaginär oder reell, je nachdem 
D > oder < ist; für p(D) «= 1 berührt sie dieselbe, und für p(2)) « 2 
gehört sie ihr ganz an. 

Der Rang von D ist somit durch die Lage der Geraden v in Be- 
zug auf die Kurve allein bestimmt; er ist unabhängig von der Lage 
der Punkte y und Sf auf dieser Geraden, und wenn q{D) = ist, so gilt 
das Gleiche fOr das Vorzeichen von D. 

Ist mmF(u,u) die adjungierte Form von f{x,x), so besteht durch 
Vermittelung der Gleichungen v^ » (jfk^^ (•> ^»^^^h a. s) die Identität^) 

f(!f,y) m") 

f(if,z) f(0,z) 



(2) 



(3a) 



= Fiv,v) 



X) Gundelfinger: Vorlesungen etc. S. 27. 
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oder 
(3b) 
wenn wir 



F, 






«18 



«18 



— Vi 



— v« 



l/j Vj Vg 

.^) Die Deferminanfen D und F sind aber nicht nur einander 
gleich, sondern sie haben anch immer den gleichen Bang, TJm dies zn 
zeigen, ersetzen wir zunächst in (3a) fitfjff), fi^,^), f(jf,is) durch 
F{v,v\ I{y)jf€\ F{v,w) und erhalten dann, da A-fix^x) die adjun- 
gierte Form von F{u^u) ist^ die unter Zuziehung der Gleichungen 

(4) y, « (vj w^ (<. *, I = 1, «, 8) 

bestehende Identitöt 

F{v,v) F{v,w) 
F(v,w) F{w,w) 

aus der direkt folgt, dals bei einer nicht entarteten Kurve die beiden 
durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt y gehenden Tangenten ima- 
ginär oder reell sind, je nachdem Af(if, y) > oder < ist. Die linke 
Seite von (5 a) kann aber noch auf eine andere Form gebracht werden. 
Ist y » {vw) ein Eurvenpunkt, so müssen fOr ihn, da die durch ihn 
gehende Tangente die Koordinaten Xv^ + ftte^^ hat, die ffinf Gleichungen 

/i(y) — ^^i — (IW^^O (» = 1, 8, 8), 



(5a) 



Äf(y,y), 



^^iVi 



0, ^i€,y,^0 



zugleich erfüllt sein, und aus ihnen ergiebt sich durch Elimination 
von y„ A, (i 

\ V w) 

Diese Gleichung sagt also dasselbe aus wie die Gleichung 

F(v,v) . I{WyW) - F\v,w) = 0, 

1) Gewöhnlich setzt man F{v, v) = — r j ; es wird sich aber im folgenden 
als zweckmäfsig erweisen, das negative Vorzeichen in die Determinante anfzn- 
nehmen, also F{v^v) = | j zu setzen. — Zugleich sei bemerkt, dafs aus Glei- 
chung (Sa) unmittelbar folgt: es ist F{v,v) > oder < 0, je nachdem die Gerade 
V die Kurve in zwei imaginären oder in zwei reellen Punkten schneidet. 
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C. Eoehleb: 



und da beide Oleichungen von demselben Grade in den v^ und Wf sind, 
80 können sich ihre linken Seiten nur durch einen Zahlenfaktor unter- 
scheiden^ der sich gleich Ä ergiebt. Man erhält somit 



F(vyv) F(v,w) 
F{Vj w) F(w, w) 






imd also aus (5 a) die unter Zuziehung der Gleichungen (4) bestehende 

Identität 

/— « 



f^^y)-{ l 



oder nach (2) und ausführlich geschrieben 



(5b) 



D,.= 



«11 <h9 «15 
«W «»2 «»5 
«18 «2S «M - 



— Vt —w. 



— Vo — Wa 



^1 



^2 



W7o 









Da p(D), wie wir gesehen haben, von der Wahl des Punktes 
y ^ (vw) auf der Geraden v unabhängig ist, wählen wir jetzt für tc 
die Gerade mit den Koordinaten «?j = 1, Wi^Wi=^0 und erhalten so 
die Gleichung 



(6) 



n. 



'kk 



(* = 1, 2,5), 



in der V^j^ die zu dem Element a^^ gehörige ünterdeterminante von 
V bedeutet. 

Ist nun p(D) = 0, so ist nach (3b) auch p(F) = 0. Ist p(D) = l, 
so mufs mindestens eine Hauptunterdeterminante von D, also mindestens 
ein Vj^f, von Null verschieden und somit auch p(F) = 1 sein. Ist 
endlich p(D) — 2, so mufs einerseits V^^ = (A; = 1, 2, 3), andrerseits aber 
auch V^~Ä=^0 sein, weil dieser Fall nur bei einer entarteten Kurve 
zweiter Ordnung eintreten kann; es ist also dann q{V) mindestens =» 2. 
Da aber 

ist und nicht alle t;^ zugleich Null sein können, mufs p(F) = 2 sein. 

Es ist somit immer 

(7) p(D) = p(F) w. z. b. w. 

Vertauscht man in den Gleichungen dieser Nummer x^, bezw. j/., 
is^ mit w,., bezw. v^, w^, so erhält man die ihnen entsprechenden für 
die Kurven zweiter Klasse gültigen Formeln. 
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2. HiUfsfonndn für die Einteilung der Flächen gtoeOen Grades. — 
Es sei 

(8) f{x,x) = ^a^j^x^Xj^ = («,*=«*•; •.*=i> ». «> *) 

die Gleichusg einer Fläche zweiter Ordnung in Tetraederkoordinaten^ 
dann hat ihre Schnittknrre mit einer durch die drei Punkte y, js, s be- 
stimmten Ebene v^ die auf ein d>enes Koordinatensystem mit dem 
Fundamentaldreieck yes bezogene Gleichung 

(9) f(lf,y)o^i + f(^^i^)^, + fM4 + 2f(y,z)x,x,+2f^^^ 

+ 2f(g,s)x^x^^0. 
Die Determinante dieser Schnittkurve ist somit 

fdf^y) tiyy^) fiy^s) 

(10) D^ f(y,0) f{z,z) f{z,s) 

f{y,s) fQfys) f{s,s) 

und da der Rang Ton D den Grad ihrer Entartung angiebt^ so muls 
p(D) unabhängig sein von den zur Bestimmung der Ebene t? gewählten 
Punkten y, 0, s. 

Ist nun die Fläche eine nicht entartete Fläche zweiter Ordnung, 
so ist t; dann und nur dann eine Berührungsebene derselben, wenn die 
Gleichung D = für drei beliebige ihrer Punkte erfUlt ist. Anderer- 
seits mufs dann aber auch 

F(v,v) = 

sein. Diese beiden Gleichungen sind, wenn man 

(11) v^ = (jf^y^y v^ (j/i^s^J, «8 = (yi^jsj, V4 = - (ifM) 

setzt, von gleicher Dimension; ihre linken Seiten müssen somit bis auf 
einen Zahlenfaktor, der sich gleich der Einheit ergiebt^ übereinstimmen, 
d. h. es besteht durch Vermittlung der Gleichungen (11) die Identität 

f(jf,y) m") f(3f,s) 

(128) f{y,g) f{i>,g) f(z,s) ^F{v,v) 

f(.y,s) fie,s) fis,s) 



oder 

(12b) 

wenn 



D^r, 



gesetzt wird. 



^11 

»18 



»t 



14 






0^8 
«84 



«14 

«84 
«44 



— Vi 



— v« 



— v. 
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C. Ko] 



Die Qleichnngen 

sagen aus, dafs die Gerade \y0\j bezw. die Gerade \vto\ die Flache (8) 
berührt Ist nun \y0\ »> \vf€\, also 

== (ä^J • (y*^.) : (yj^s) • (yiö = (ys^i) • (yi^«), 

so ergiebt sich wie oben, dafs unter Zuziehung dieser Gleichungen die 

Identitöt besteht 

(14a) F{v,v)F(,u>,ic) - F*(v,w) - A[f{3),y)f{g,,) - r(jlf,»)l 

die durch ganz analoge Betrachtungen, wie sie in Nr. 1 angestellt 

wurden, die Form erUUt: 



(13) 



fiy,") 

oder nach Gleiclrang (10) 

Oll 

«1» 

«14 

«1 









(14b) 



D. 



«u 

«» 
«» 

V. 



«u 

«» 
«»* 



Ö14 

«M 
«U 

»4 



— », — tP, 



— t>, — W, 



«4 












Endlich erhält man, wenn man in (12a) f{y,y) etc. durch F(v,v) 
etc. ersetzt, die anter Berücksicht^ung der Gleichungen 

y, = (»,«;,rj, y, = - (»jWjrJ, y» - (»i«;,yj, ^4 = - (»iW,r,) 
identische, d. h. fQr den Schnittpunkt y dreier beliebigen Ebenen v, 
w, r, gültige Gleichung 

F{v,v) F{v,u>) F(v,r) 
(15a) F(v,ui) F(w,w) F{w,r) =- A*f{y,y), 

F(v,r) F(tP,r) F(r,r) 
die auch auf die Form gebracht werden kann: 



(16b) 
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Da nun der Rang von D nicht von der Lage der Punkte y^ Zy s 
in der Ebene v abhängt, können wir in Gleichung (14b) w^ » 1, 
ic.=^ic^^to^==0 setzen nnd erhalten dann 

(16) D..-Vkk (»«i,«,»,4) 

und ebenso aus (15b), wenn wir auTserdem noch y/=l, U^^k'^^m^^ 



(17) D,^« = Vkk,ii (*» '=1. 8*8* *). 
Aus diesen Gleichungen folgt aber genau wie in Nr. 1, daCs stets 

(18) Qil>) = 9ir) 
und auch 

(19) <'(A.)-P(FJ 

ist, wo F„ die auf der rechten Seite von (14b) stehende Determinante 
bedeutet 

Wenn man in den Gleichungen dieser Nummer überall die Punkt- 
koordinaten mit den Ebenenkoordinaten vertauscht, so erhalt man die 
ihnen entsprechenden für die Flächen zweiter IQasse gültigen Formeln.^) 

3. Einteilung der Kwrven ssweiter Ordnung. — Um eine solche 
Kurvte, deren Gleichung 

(1) fix, X) =» ^aij^X^Xj^ = {<Hk-^kO ••»*«!> 2, 8) 

sein soU, zunächst projektiv einzuteilen, haben wir auTser dem Grad 
ihrer Entartung, der durch den Rang ihrer Determinante A, also durch 
den Wert von q{ä) bestimmt wird, nur noch für q{ä) < 2 festzu- 
stellen, ob die Kurve reeU oder imaginär ist. Dazu dient uns die aus 
der Determinante Ä und ihren Hauptunterdeterminanten gebildete Reihe 
ÄAkk,iif Äj^j^, 1 oder einfocher geschrieben 

(^) Mi> Aky 1, 

in der i und Je unter den Zahlen 1, 2, 3 immer so gewählt werden 

soUen, dafs ihre beiden ersten Glieder nicht zugleich verschwinden. 

Wir zeigen, dafs eine solche Aufstellung der Reihe (12) immer 
möglich und die Kurve reell oder imaginär ist, je nachdem diese Reihe 
2jeichenwechsel aufweist oder nicht. 

Ist q{Ä) » 1, so mufs nach dem in der Einleitung zitierten Satze 
mindestens eine Hauptunterdeterminante Aj^j^ von Null verschieden sein, 

1) Die Gleichungen von Nr. 1 und Nr. 2 lassen sich ohne Schwierigkeit 
auch durch rein analytische Betrachtungen herleiten. Der oben zu ihrer Herleitung 
eingeschlagene analytLsch - geometrische Weg schliefst sich aber enger an den- 
jenigen an, der in der folgenden Untersuchung zur Klassifikation führt, und ist 
deshalb hier vorzuziehen. 
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und je nachdem Ä^j^ < oder > ist, wird die Seite 8^ des Eoordinaten- 
dreieckfl von dem dnrch (1) in diesem Falle dai^estellten Geradenpaar 
in zwei reellen oder in zwei imaginären Punkten geschnitten, ist dieses 
selbst also reell oder imaginär. 

Ist q{ä) = und a^j =» 0, so ist die Ecke N^ des Eoordinaten- 
dreiecks ein Eunrenpunkt; es muls also mindestens eine der beiden 
durch sie gehenden Seiten desselben — es sei die Seite S^ — die 
Eurre in mod verschiedenen reellen Punkten schneiden und somit sicher 
At ^ ^ ^^ I^ *^®^ P(-^) == ^ ^"^^ ^kk ^ 0, so berührt die Seite Sj^ 
die Eurve; es gehen also mindestens durch eine der beiden auf S^ lie- 
genden Ecken des Eoordinatendreiecks, d. L durch N^ ewei verschiedene 
reelle Tangenten, es muls mithin nach Nr. 1 Äa^i < sein, ümsere 
Überlegung zeigt somit, dals auch f&r q{A) = die Reihe (22) in der 
verlangten Weise aufgestellt werden kann. Sie zeigt aber auch, dafs 
•die Eurve f&r q{ä) =^ 0, falls in (22) ein Glied fehlt, immer reell ist, 
und dafs dann (E) immer einen Zeichenwechsel besitzt Sie zeigt 
endlich, dals, auch wenn in (R) kein Glied fehlt, das Auftreten eines 
negativen Gliedes, also das Auftreten von Zeichenwechseln genügt, um 
die Realität der Eurve festzustellen. Ist dagegen Ä^^ > und 
Ättii > 0, so schneidet die Seite Sj^ des Eoordinatendreiecks die Eurve 
nicht reell, und es gehen durch die auf Sj^ liegende Ecke N^ keine 
reellen Tangenten, die Eurve mufs also in diesem Falle imagiiuLr sein. 

Wir haben demnach, wenn wir mit w{Ä) die Anzahl der Zeichen- 
wechsel der geeignet aufgestellten Reihe (22) bezeichnen, für die Eurven 
zweiter Ordnung folgende projektive Einteilung : 

Die durch Gleichung (1) gegebene Eurve ist für 

1) q{ä) = und 

a) w{Ä) »»0 ein imaginärer Eegelschnitt^), 
ß) w{Ä) = 1, 2 ein reeller Eegelschnitt, 

2) q(ä) = 1 und 

a) w{Ä) = ein ims^inäres Geradenpaar, 
ß) w(Ä) =1 ein reelles Geradenpaar, 

3) q(ä) = 2 eine (immer reelle) Doppelgerade. 

Die metrische Einteilung der Eurve ist bedingt durch die projektive 
BeschafiFenheit ihres Schnittes mit der unendlich fernen Geraden g^. 
Bedeuten also in 



D = 



1) unter einem Kegelschnitt verstehen wir, wie dies auch sonst vielfach ge- 
schieht, immer eine nuM entarte Kurve zweiter Ordnung. 
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über die Klassifikation der Kurven und Flächen zweiten Grades. 31 

y und zwei beliebige Punkte von g^, so ist dieser Schnitt nach Nr. 1 
für q{D) = ein imaginäres oder ein reelles Punktepaar, je nachdem 
jD> oder < 0, für p(D) = 1 ein zusammenfallendes Punktepaar, für 
q{D) = 2 endlich gehört g^ der Kurve ganz an. 

Die metrische Einteilung der Kurve ist somit vollzogen. Es lassen 
sich aber aus den f^ sie gefundenen Kriterien noch die Koordinaten 
der beiden bdidngen uneigentlichen Punkte y und z durch die Koor- 
dinaten q^ von g^ ersetzen. Ist nämlich 



ö = 



so folgt aus Nr. 1, Gleichung (3b) und (7) D = ^ ^d p(-D) = q{Q\ 
wir erhalten demnach, wenn wir die Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe 
ft 1 mit w{Q) bezeichnen, folgende metrische Einteilung für die Kurven 
zweiter Ordnung: Es gehört der Kurve an für 

1) q{Q) = und 

a) w{Q) = ein imaginäres uneigenÜiches Punktepaar, 

ß) ^{Q) = 1 ein reelles uneigentliches Punktepaar, 

2) q(^Q) =1 ein uneigentlicher Doppelpunkt*), 

3) (>(0)='2 eine uneigentliche Gerade. 

Wie die projektive und die metrische Einteilung über einander 
greifen, ist aus Tabelle I (S. 45) zu ersehen.') 



«11 


»1» 


«IS 


-2i 


«1» 


«Jl 


«« 


-9t 


«1» 


«M 


«83 


-9i 


«1 


9t 


Q» 






1) Dieser Punkt ist zwar im Sinne der Theorie der algebraischen Kurven 
nur für (>(^)>'0 ein Doppelpunkt der Kurve. Da er aber auf der Geraden g^y 
worauf es hier allein ankommt, auch für ^(^)88 als Doppelpunkt erscheint, so 
mnfs er konsequenter Weise in allen Fällen als Doppelpunkt bezeichnet werden. 
— Eine ähnliche Bemerkung, die nicht ausgeführt zu werden braucht, wäre bei 
der metrischen Einteilung der Flächen zweiter Ordnung zu machen. 

2) Wenn die Kurve auf ein Eoordinatendreieck bezogen ist, dessen Seite 
^ = die Gerade g^^ ist, so gestaltet sich ihre metrische Einteilimg insofern 
viel einfacher, als dann die Betrachtungen von Nr. 1 überflüssig werden. Dann 
ist nämlich «iiäJ + "ia^^x^x^ + <*m^|= ^ die Gleichung ihres Schnittes mit g^ in 
dem durch die Fundamentalpunkte o^ = und a?, »a auf g^ fixierten Koordinaten- 
system, ihre metrische Einteilung ist also bestimmt durch (i(Ä^^ und den aus der 
Beihe ^,, 1 zu entnehmenden Wert von w{A^^. In der Tabelle tritt somit, falls 
die Kurve durch eine Gleichung in Karteeischen Koordinaten gegeben ist, A^^ an 
Stelle von Q, 
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4. Einteilung der ebenen Schnitte einer Fläche zweiter Ordnung, 
— In Nr. 2 haben wir als Gleichung der Kurve, welche eine Ebene 
V » [jfffs] aus der Flache 

(8) f(x, x) «2' ^*^'^* =- ^ <^*=''h' ^*=^ «»»'*) 

ausschneidet, die auf ein ebenes Koordinatensystem bezogene Gleichung (9) 
gefunden. Die projektive Einteilung dieser Kurve ist somit nach Nr. 3 
bestimmt durch den Rang der Determinante 

f(3f,y) fXy,') f(jf,s) 
f(n,'>) fi',') /•(*,«) 

f(3f, «) fi", s) f(s, 8) 
und durch die Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe 



(RO 



2)2>„, 



«; 



1, 



wobei nur noch zu bemerken ist^ dafs hier q{D) auch » 3 sein kann, 
da in Gleichung (9) alle Koeffizienten verschwinden müssen, sobald die 
Ebene v der Flache ganz angehört 

Nach Nr. 2 stimmt aber der Rang von D mit dem Rang von 



«11 

«18 
»14 

V, 



«18 

V. 



«1« 
«» 

«BS 
«U 



«14 
«»4 
«S4 
«44 
Vä 



— v. 










überein, und es kann nach den Gleichungen (12 b), (16) und (17) die 
Reihe (12") durch die Reihe 

(R'O yykk,ii} T^tt; 1 (t, j«i,t,«,4) 

vertreten werden. Die projektive Einteilung des Schnittes einer be- 
liebigen Ebene v mit der durch (8) gegebenen Fläche zweiter Ordnung 
ergiebt sich somit einfach aus den Werten von p(F) und w(F). 

Die metrische Einteilung dieses Schnittes, die selbstverständlich nur 
dann einen Sinn hat, wenn v eine eigentliche Ebene ist, luLngt allein 
ab von dem Range und dem Vorzeichen der Determinante 

fd/.y) fhf,") 



D..= 



wenn in ihr f3r j^ und e zwei nneigentliche Punkte der Ebene v ge- 
nommen werden. 
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Da aber dann die Gerade | j^^ | = | i;^ | die oneigentliche Gerade 
der Ebene v ist, stimmt nach Nr. 2, Gleichung (14b) und (19) hier 
Das mit der Determinante 
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in Wert und Rang überein^ die metrische Einteilung der Schnittkurve 
ist also auch durch Q(Vq) und den aus der Reihe 

ZU entnehmenden Wert von w{Vq) gegeben. 

Die fUr unseren Schnitt giltige Tabelle Y (S. 49) erhält man 
somit aus der Tabelle I einfach dadurch, dafs man in dieser Ä durch 
V und Q durch Vq ersetzt und ihr eine Kolonne für ()(F) = 3 hin- 



zufügt. 



(Fortsetzung folgt.) 



NachträglicTier Zusatz: S. 22 Z. 12 v. o. ist statt ,,da sein von Herrn Frobenius 
gegebener Beweis durchaus elementarer Natur isV^ zu lesen „da die von Gu nd el- 
fin ger (Journal f. Maüv 91 (1881), 229 und von Frobenius (Sitzungsberichte 
der Berl. Akad. 1894. I. S. 246 f.) gegebenen Beweise dieses Satzes durchaus ele- 
mentarer Natur sind^^ und dann Anm. 1) zu streichen. 

S. 23 Z. 18 V. 0. fuge man die Anmerkung hinzu: Den Rang einer Deter- 
minante nennen wir r, wenn alle ihre Unterdeterminanten (r — l)ter Stufe, die- 
jenigen rter Stufe aber nicht sämtlich verschwinden. Eine nicht verschwindende 
Determinante hat also den Rang Null; eine verschwindende Determinante, deren 
Unterdeterminanten erster Stufe nicht sämtlich verschwinden, hat den Rang 1 u. s. w. 
Unsere Rangzahl ist somit identisch mit Sylvesters „nullity** (Amer. Joum. of 
Math. 6 (1884), 271) und der von Frobenius (Joum. f. Math. 82 (1877), 290) als 
Rang einer Determinante definierten Zahl insofern komplementär, als sich seine 
und unsere Rangzahl zum Grad der Determinante erg^lnzen. 

Heidelberg, 21 Februar 1902. 



Archiv der Mathematik und Physik. IIL Keihe m. 
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Physikalisclie Probleme der Gleichstrommascliiiie. 

Von A. RoTTH in Berlin. 

Die nahen Beziehungen zwischen Physik und Elektrotechnik lassen 
eine nähere Begründung überflüssig erscheinen, wenn in diesen Blattern 
Yon der Gleichstrommaschine gesprochen werden soll, in der Absicht, 
das Interesse für einige ihrer physikalischen Probleme von neuem an- 
zuregen. Nadi ihrer schnellen Entwickelung in den letzten Jahrzehnten 
ist die Gleichstrommaschine seit einiger Zeit in den Zustand eingeiareten, 
wo nach allgemeiner Erfahrung umwälzende Änderungen Yorläufig nicht 
zu erwarten sind, und wo das Streben nach ihrer weiteren Yerbesseroüg 
und nach Erhöhung ihrer Leistungsfähigkeit zu vertiefter Behandlung 
solcher physikalischen Erscheinungen an ihr leitet, deren Behandlung 
während der Entwickelung mehr empirisch erledigt werden mufste. 
Ich beabsichtige nun in folgendem zunächst berichtartig die wesent- 
lichsten Punkte zu besprechen, die auf die Ausgestaltung der jetzigen 
Gleichstrommaschine Yon Einfiufs sind, und dabei besonders ihre gegen- 
seitige Abhängigkeit herrortreten zu lassen. Der Zweck dieses ersten 
Teiles soll lediglich sein, eine knappe zusammenhängende Übersicht 
bekannter Dinge zu geben, etwa in dem Sinne des im „Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker- Vereinigung VII, 1" wiedergegebenen Vor- 
trages Yon H. Goerges „Die praktische Berechnung der Dynamo- 
maschinen, insbesondere für Gleichstrom^^, auf den ich hinweise, da 
das Folgende mit dem Inhalte jenes Vortrages in gegenseitig er^nzender 
Beziehung stehend gedacht werden kann. Im Anschlufs an den ersten 
Teil soll die durch die Ankerrückwirkung entstehende sogenannte 
Peldverzerrung eingehender betrachtet werden. Ich versuche damit, 
einen Beitrag zur Behandlung eines der wichtigsten Punkte der Dynamo- 
maschine zu geben, unter Benutzung von Anschauungen, die von den 
gebräuchlichen teilweise abweichen. Der Zweck der ganzen Arbeit 
erlaubt die Beschränkung auf die Gleichstrommaschine einfachster Art, 
deren allgemeine Kenntnis natürlich vorausgesetzt ist 
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I. 

Bei der Bearbeitung des Entwurfes einer neu zu erbauenden 
Dynamomascliine verlangter Leistung die einander teilweise wider- 
sprechenden technischen und wirtschaftlichen Bedingungen in Einklang 
zu bringen, erfordert ein mehr oder weniger häufiges Andern der 
einzelnen Teile der Maschine. An Rechnungen kommen bei dieser 
allniählich gestaltenden Thätigkeit Tomehmlich zur Anwendung die 
Berechnung der elektromotorischen Erafb einer Maschine von gegebenen 
Verhältnissen und die Berechnung der Erregerwicklung auf den Peld- 
magnetschenkeln. 

Die Formel für die EJtf.E. einer zweipoligen Dynamomaschine: 

(1) e (Volt) = nzF^ 10^, 

worin n die Umdrehungszahl des Ankers in der Sekunde bedeutet, 
z die Anzahl der induzierten Leiter auf dem Umfange des Ankers, 
F die dem Anker zugekehrte induzierende Fläche eines Poles in qcm, 
S die ErafUiniendiehte im Luftspalt zwischen Polfläche und Anker, 
beruht auf dem Grundgesetze der Induktion eines Leiters von gewisser 
lÄnge, der mit gewisser Geschwindigkeit die Eiaftlinien eines magne- 
tischen Feldes von der Dichte SB senkrecht durchschneidet. Die Länge 
der einzelnen Leiter erscheint in der Formel vertreten durch die eine 
Dimension der induzierenden Fläche Fy die lineare Geschwindigkeit der 
Leiter durch die andere Dimension von F und die Umdrehungszahl. 
DaCs in der Formel nur die eine Polfläche auftritt, hat seinen ein- 
&Glien Grund in der Parallelschaltung der beiden Ankerhälften durch 
die stromabnehmenden Bürsten. Bei ungleichmäfsiger Verteilung des 
Magnetismus im Luftspalte ist unter 93 die mittlere Erafbliniendichte 
zu verstehen. 

Der Formel (1) kann genügt werden durch einen Anker beliebiger 
Gröfse; bestimmt wird diese erst durch die der geforderten Leistung 
entsprechende Stromstärke. Ln Beginne der Entwickelung der Dynamo- 
maschine war man, in miljsnrerständlicher Übertragung des Gesetzes der 
grobten Leistung galvanischer Elemente bei gegebenem äufseren Wider- 
stände, vielfach der Meinung, dafs der Ankerwiderstand der Dynamo- 
maschine eine gewisse erhebliche Gröfse haben müsse. Ein ähnliches 
Hüsverständnis, bestehend in der Verwechselung der gröfsten Leistung 
eines Elektromotors nach dem Jacobischen Gesetze mit dem Wirkungs- 
grade (Nutzeffekte), war noch in den 80er Jahren von Werner Siemens 
wiederholt richtig zu stellen. In Wirklichkeit schädigt der Anker- 
widerstand durch die Stromwärme in den Ankerleitem unter allen 
Umstanden den Wirkungsgrad der Maschine und ist deshalb thunlichst 
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klein zu halten. Ein kleiner Ankerwiderstand verlangt aber groüsen 
Querschnitt der Ankerleiter^ damit grofsen Anker und groCse Ab- 
messungen der ganzen Maschine, die dann wieder wegen zu hoher 
Herstellungskosten unwirtschaftlich werden kann. Praktisch hat sich 
nun, nachdem mehr und mehr der zulässigen Erwärmung der Maschinen- 
teile Beachtung geschenkt ist, als bestimmend f&r die Abmessungen 
des Ankers die Bedingung herausgebildet, dafs die Oberfläche des 
Ankers (und ebenso die der anderen stromführenden Teile) groJfe genug 
sei, um bei der zulässigen Temperaturerhöhung (im allgemeinen etwa 40^) 
alle durch den Strom, durch Wirbelströme und Hysteresis in den 
Leitern und im Ankereisen erzeugte Wärme durch Strahlung und 
Leitung an die Umgebung abführen zu können. Wie grofs dabei die 
fOr eine gewisse Wärmemenge erforderliche Oberflädie zu nehmen ist, 
hängt sehr von der Bauart der Maschine ab. Die Wärme wird 
hauptsächlich abgeführt durch Leitung an die umgebende Luft, und 
diese in regelmäfsiger Strömung bei niedriger Temperatur mit den 
warmen Oberflächen in Berührung zu bringen, wird bei den jetzigen 
Dynamomaschinen immer sorgfältig berücksichtigt. Wenn nun schon 
die Mitberücksichtigung der im Ankereisen entstehenden Wärme bei 
verschiedener Abkühlungsfähigkeit der Oberflächen die Wahl des Leiter- 
querschnittes erschwert, so wird die Aufgabe durch andere Umstände 
noch verwickelter. Zunächst ist von der Ankergröfse auch die in- 
duzierende Fläche abhängig, da man den von den Feldpolen umfafsten 
Bogen naturgemäfs so grofs nehmen wird, wie mit andern Bedingungen 
verträglich. Bei gröfserer induzierender Fläche, also bei gröfserem 
Eraftflusse F-^, wird aber der Gleichung (1) mit einer geringeren 
Zahl Ankerleiter genügt, die infolgedessen einen entsprechend gröfseren 
Querschnitt haben können. Von dem Ankerdurchmesser hängt wieder 
sein Verhältnis zur Länge ab, das die Erfahrung wenigstens in weiteren 
Grenzen dahin festgelegt hat, dafs der gröfsere Anker eine relativ ge- 
ringere Länge erhält. Aufser der Rücksichtnahme auf verschiedene 
andere weiterhin behandelte Einflüsse erschweren dann noch kleinere 
Umstände die Übersicht, so die Art der Isolation der Ankerleiter, das 
aus mancherlei praktischen Gründen schwankende Verhältnis der nutz- 
baren, wirklich induzierten Länge eines Leiters zu seiner ganzen Länge. 
Dieser Hinweis wird zur Genüge zeigen, dafs die einzelnen bestimmenden 
Gröfsen nicht in einfachen Verhältnissen zu einander stehen. Man ist 
hier, wie bei vielen andern technischen Aufgaben, immer wieder gern 
geneigt, eine rationelle Behandlung etwa nach Art des von Newton 
angegebenen Prinzips der mechanischen und phoronomischen Verwandt- 
schaft zu versuchen, und thatsächlich stellen sich auch die Grund- 
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elemente des Prinzips^ die Anschauung unterstützend, unwillkürlich 
von selbst ein, aber seine genauere rechnerische Benutzung scheitert 
immer schon bei den ersten Schritten an der Kompliziertheit der Auf- 
gabe und an dem Einflüsse solcher bestimmenden Gröisen, die rechnerisch 
überhaupt nicht zu fassen sind. Hinsichtlich der ersten Bestimmung 
der Ankergrofse für eine gegebene Leistung ist man deshalb ganz auf 
versuchsweise, der Erfahrung entlehnte Annahmen angewiesen, die bei 
weiterer Bearbeitung der Aufgabe zu korrigieren sind. Die Erfahrungen 
sind vielfach in empirischen Formeln für die Ankergrofse zusammen- 
gefaßt, die gelegentlich zu Yergleichszwecken auch dienlich sein können, 
deren Benutzung aber immer die kritische Beachtung ihres Geltungs- 
bereiches und ihrer Herkunft verlangt. Dasselbe gilt von den in ver- 
breiteten Handbüchern enthaltenen Angaben über zulässige Stromdichte 
in den Ankerleitem, erforderliche Kühlfläche für den Anker und für 
die Schenkelwicklungen und über andere Verhältnisse, die ihrem Wesen 
nach so schwankend sind, dals statt der bestimmten Angaben 
unbestimmte Betrachtungen der beeinflussenden Faktoren viel er- 
wünschter wä-re. 

Die vorläufige Bestimmung der Ankergrofse giebt den ersten An- 
halt zur Formgebung des Mi^etgestelles unter geeigneter Wahl der 
Kraftliniendichte in den einzelnen Gestellteilen. Die typische Form 
modemer Gleichstrommaschinen ist vollständig symmetrisch mit gleich- 
mäfsig auf die Schenkel verteilter Erregerwicklung, wie Fig. 1 ^) für eine 
zweipolige Maschine andeutet. Die zur Herstellung des gesamten 

magnetischen Kraftflusses F - S erforderlichen 

Ampferewindungen in der Erregerwicklung sind 
nun nach der unübertrefflich einfachen, von 
Rowland, Werner Siemens, Kapp u. a. ge- 
schaffenen und in ihrer jetzigen Form von 
J. Hopkinson gegebenen Methode bestimmbar, 
der die fruchtbare Anschauung vom magnetischen 
Widerstände, der magnetomotorischen Kraft und 
deren Analogien mit den elektrischen Gröfsen 
zu Grunde liegen. Danach ist für jedes Centi- 

meter Kraftlinienlänge ^) in den einzelnen hintereinander geschalteten 
Teilen der magnetischen Kreise der Maschine zur Überwindung des 
magnetischen Widerstandes eine gewisse Anzahl Amperewindimgen 

1) Die Figaren 1, 2, 4, 6 sind mit freundlicher Erlaubnis des Herrn Goerges 
seiner eingangs erwähnten Arbeit entnommen. 

2) Der einfacheren Ausdrucksweise wegen ist hier wie im folgenden kein 
Unterschied zwischen „Kraftlinien'^ und ,,Induktionslinien'' gemacht. 
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aufzuwenden, die von der Kraftliniendichte abhängt, für die Luft 
aus 0,4 yt(ni) » jB zu berechnen, fOr die Eisenteile aus experi- 
mentell gewonnenen Tabellen oder Eurren zu entnehmen ist Die 
Summe der so für die ganze Länge der Kraftlinien im äufseren 
Rahmen (Joch), in den Schenkeln, in dem Luftspalt und im Anker 
sich ergebenden Amperewindungen, einschliefslich eines erheblichen, 
noch naher zu besprechenden Zuschlages, ist von den Schenkel- 
wicklungen zu führen. Die Rechnung gilt genau allerdings nur für 
geschlossene, gleichmäfsig bewickelte Eisenringe, und nicht für die 
magnetischen Kreise einer Dynamomaschine mit ihren sprungweise 
Teränderlichen magnetischen Widerständen und verhaltnismäfsig kurzen 
Spulen auf den Schenkeln. Aufserdem bereitet die nicht scharfe Be- 
grenzung des magnetischen Feldes an den Polkanten, und die ungleiche 
Verteilung des Magnetismus unter der Polfläche bei Zahnankem in der 
Schätzung der wirklichen Grofse der induzierenden Fläche und des 
magnetischen Widerstandes im Luftspalte einige Schwierigkeiten. In- 
dessen giebt die Methode bei vorsichtiger Handhabung durchaus be- 
friedigende Resultate und hat, seit etwas mehr als einem Jahrzehnt in 
allgemeinem Gebrauche, die frühere Unsicherheit der wichtigsten Be- 
rechnung der Dynamomaschine gründlich beseitigt. Die rationelle Ent- 
wickelung der Gleichstrommaschine ist ihr wesentlich zu verdanken, 
und selten wohl hat eine gut begründete wissenschafkliche Anschauimg 
einen so handgreiflichen praktischen Nutzen gestiftet. 

Vor Eingehen auf weitere Einzelheiten ist an dieser Stelle zweck- 
mäfsig die wirkliche Ausführung der Schenkelwicklungen zu betrachten. 
Diese verursachen natürlich einen gewissen Verlust an elektrischer 
Leistung, der den Wirkungsgrad der Maschine herabsetzt. Indessen 
erfolgt ihre Dimensionierung im allgemeinen weniger mit Rücksicht 
auf diesen immer nur kleinen Verlust, als vielmehr im Hinblick auf 
genügende iKühlfläche zur Abführung der entstehenden Stromirarme. 
Die mafsgebenden Gesichtspunkte lassen sich kurz erläutern unter 
Annahme einer Nebenschlufsmaschine, bei der also zur Erzeugung der 
erforderlichen Stromstärke in den Windungen der Erregerwicklungen 
die volle Klemmenspannung der Maschine zur Verfügung steht Die 
sinngemäfse Anwendung der Gesichtspunkte auf Reihenschlufsmaschinen 
bedarf dann keiner weiteren Erklärung. 

In der vorläufig festgelegten Form der Maschine ist nach Schätzung 
ein gewisser Wickelraum von meist rechteckigem Querschnitte für die 
Erregerwindungen vorgesehen. Bei gegebener Kienmienspannung der 
Maschine handelt es sich zunächst um Bestimmung des passenden 
Drahtdurchmessers. Denkt man sich die Wicklung mit Draht von 
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gewissem Querschnitte ausgeführt^ womit ako bei bestimmtem Wickel- 
räume auch die Windungszahl und der Widerstand der Wicklung 
gegeben ist, so entstehen die geforderten Amperewindungen bei einer 
bestimmten Spannung an den Spulenenden. Wenn man dabei femer 
die Windungszahl verkleinert, aher unter Festhalten der mittleren Länge 
fSr die yerbleibenden Windungen, so sinkt in demselben Verhältnisse 
der Widerstand der Wicklung und umgekehrt steigt die Stromstärke, 
die Amp^rewindungszahl bleibt damit erhalten. Sind demnach all- 
gemein mittlere Windungslänge und Spannung gegeben, so entspricht 
einer gewissen Amperewindungszahl (Ä — W) ein bestimmter Ton der 
Drahtwindungszahl unabhängiger Drahtquerschnitt. Die einfache Formel 
far diesen: 

(2) ,^(A=n±i 

(worin q in qmm, die mittlere Windungslänge 2 in m, e in Volt aus- 
gedrückt ist, während r den Widerstand Ton 1 m bei 1 qmm bedeutet) 
ist dadurch ohne weiteres yerständlich. Dagegen ist die Drahtwindungs- 
zahl und damit der Wickelraum mafsgebend für den Wattrerlust in 
den Spulen und für deren Kühlung; denn der geringeren Draht- 
windungszahl entspricht eine höhere Stromstärke, und der Wattverlust 
steigt quadratisch mit dieser. Bezeichnet man mit n die Windungszahl 
einer Spule, mit i die Stromstärke, mit c einen Koeffizienten, der 
das Verhältnis des Wickelraumquerschnittes zu der Summe der in 
ihm enthaltenen Leiterquerschnitte ausdrückt, so kann die Formel (2) 
geschrieben werden 
(3) cqn^c''-^—. 

Darin ist aber cqn der Querschnitt des Wickelraumes, in die 
Ampere windungszahl, ei der Wattverlust. Da nun das Kupfergewicht 
dem Wickelraum proportional ist, so steigt es bei gleichem Wattverluste 
quadratisch mit der Ampferewindui^szahl. Es läfst sich weiter leicht 
zeigen, dafs, immer unter Annahme der gleichen mittleren Windungs- 
länge, wobei also der Wickelraum nur in der Höhe parallel zur 
Sehenkelaxe vergrölsert werden kann, bei gleicher Abkühlungsfläche 
für 1 Watt das Kupfergewicht der Amperewindungszahl einfach pro- 
portional ist. Die Schenkellänge beeinfluist aber die Gröfse der ganzen 
Maschine, also die für Schenkel und Joch aufzuwendenden Ampfere- 
windmigen, so dafs die Gewinnung einer grölseren Spulenoberfläche 
unter den angegebenen Bedingungen wieder eine Steigerung der Amp^re- 
windungen im ganzen zur Folge hat. Eine nähere systematische Ver- 
folgung dieser Verhältnisse ist schon deshalb zwecklos, weil die Dicke 
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der Isolation auf den Drahten kein festes Verhältnis zu dem Durch- 
messer hat^ vielmehr aus praktischen Gründen sich stark und dabei 
ungleichmäfsig ändert Ähnliches gilt von der Betrachtung des Ein- 
flusses der mittleren Windungslange, über den hier nur beispielsweise 
bemerkt sein mag, dafs bei Ersatz gufseisemer viereckiger Magnet- 
schenkel, wie sie in der Skizze, Fig. 1, angenommen sind, durch solche 
von magnetisch besser leitendem StahlguTs und rundem Querschnitte 
mit angemessenen Verbreiterungen für die induzierende F^he, unter 
sonst gleichen Umständen eine Eupfererspamis von mehr als 30 7o 
erzielt werden kann. Die wenigen Angaben und die Betrachtung aus- 
geführter Maschinen genügen aber auch zu der Einsicht, in wie hohem 
Grade Gröfse, Gewicht und Preis der Maschine von der Schenkel- 
wicklung abhängt. Eine thunlichst niedrige Amp^rewindungszahl für 
die Erregung zu erhalten, ist deshalb eine der wichtigsten Sorgen beim 
Entwürfe einer Dynamomaschine. 

Bei der oben verlassenen Bestimmung der Amperewindungen auf 
den Schenkeln war schon erwähnt, dafs die so gefundene Zahl noch 
durch einen erheblichen Zuschlag ergänzt werden müsse, richtiger 
gesagt durch mehrere Zuschläge, die gröfstenteils mehr durch Schätzui^ 
und Vergleich mit ausgeführten Maschinen, als durch Rechnung gefunden 
werden können. 

Die sprungweise Änderung des magnetischen Widerstandes, besonders 
an den Lufbspalten zwischen Schenkel und Anker veranlafst ein teil- 
weises Ausgleichen der magnetischen Druckdifferenz auf Nebenwegen, 
statt durch den Anker hindurch, namenÜich den Übergang von Kraft- 
linien unmittelbar von Pol zu Pol, die zwecklos vom Joch und von den 
Schenkeln zu führen sind. Die Weglänge der Kraftlinien ist dabei 
allerdings beträchÜich, ebenso aber auch der Querschnitt der magnetischen 
Nebenschliefsung durch die Luft. Aus der Analogie der Verteilung 
magnetischer Strömung in Zweigleitungen mit dem Ohm sehen Gesetze 
ist nun leicht zu erkennen, daüs ein um so gröfserer Teil des gesamten 
Kraftfiusses durch die Nebenschliefsungen gehen wird, je grölser ver- 
hältnismäfsig der Widerstand in den Luftspalten zwischen Anker und 
Schenkel ist. Nun sind aus Gründen der Regulierung der Maschine, 
auf die hier nicht eingegangen werden soll, bei Maschinen ge- 
bräuchlicher Art zweckmäfsig die für die Luftspalten zu verwendenden 
Ampferewindungen ungefähr gleich den Ampferewindungen für den 
übrigen magnetischen Kreis zu machen. Ein kleiner Luftspalt ver- 
ringert also nicht nur die unmittelbar für ihn erforderliche Erregung, 
sondern auch die Streuung, die Erregung für Joch und Schenkel, mittelbar 
auch die Querschnitte dieser Teile und, mit Rücksicht auf das über 
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die Schenkelwicklimgeii Gesagte, Gröfse und Gewicht der ganzen 
Maschine in so hohem Grade, dafs man im Hinblicke auf die nach- 
folgenden, seiner zu weit gehenden Verkleinerung entgegenstehenden 
Gründe, die Bemühungen zur Herstellung einer guten und wirtschaft- 
lichen Dynamomaschine im wesentlichen fQr die richtige Bemessung 
des Lnftspaltes aufzuwenden hat. 

Die früher gebräuchlichen glatten Anker ergaben wegen des Raum- 
bedarfes der Leiter auf dem Umfange von selbst einen im magnetischen 
Simie grofsen Luftspalt. Diesen verkleinem zu können, war ein ge- 
wichtiger Grund für die Au&ahme des Zahnankers (Fig. 2), den man 
sich aus dem glatten entstanden denken kann zunächst durch Yer- 
gröfserung des Luftspaltes, Zusammen- 
ziehen der Torher dicht gereihten Leiter 
zu Gruppen mit Zwischenräumen und 
Ausfüllung dieser Zwischenräume durch 
EisenkeUe, die in der praktischen Aus- 
f&hrung als aus dem Ankerkern herror- 
ragende Zahne erscheinen. Zu dem mag- 
netischen Widerstände des eigentlichen 
Luftspaltes ist dann noch der Wider- 
stand der Zähne zu rechnen, der je 
nach den Umständen einen gröfseren 
oder kleineren Teil von jenem beträ^, " Fig. 2. 

während der ganze Widerstand der 

Absicht gemäfs kleiner genommen wird als der Widerstand des 
Luftspaltes bei glattem Anker mit gleichem Gesamtquerschnitte der 
Leiter. Die Berechnung des m^netischen Widerstandes zwischen 
Schenkel und Anker ist, wie früher schon gesagt, beim Zahnanker 
etwas unsicher, da natürlich auch die Nuten zwischen den Zähnen 
Kraftlinien führen, deren Betrag bei hoher magnetischer Dichte in den 
Zahnen nicht unerheblich ist, und da femer im eigentlichen Luftspalte 
die magnetische Dichte vom Zahn zur Nut und umgekehrt wechselt. 
Eine genaue Behandlung der so entstehenden Kraffclinienverteüung ist 
bis jetzt nicht durchgeführt, bereitet auch wegen der eigentümlichen 
magnetischen Eigenschaften des Eisens besondere Schwierigkeiten, ist 
aber keineswegs als überflüssig anzusehen. Denn auTser der doch 
immerhin wünschenswerten genaueren Berechnung des magnetischen 
Widerstandes würde die Kenntnis der wirklichen KrafklinienverteUung 
im Zahnanker einen Schluls über die Wrrbelstromyerluste in den Leitern 
ermöglichen, die in den Nuten doch nicht vollständig magnetisch 
geschirmt sind. Aulserdem mufs sich die ungleiche Verteilung der 
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Kraftlinien im Luftspalte auf eine gewisse Tiefe in das Eisen des 
Schenkels hinein erstrecken und dort durch Wirbelstrome und Hysteresis 
Verluste yerursacheU; die sich durch Erhitzung des Poleisens kundgeben. 
Thatsächlich hat der neuerdings vielfach durchgeftLhrte Ersatz der 
massiven Pole durch solche nach Art der Anker aus dünnen Eisen- 
blechen mit isolierenden Zwischenlagen hergestellte eine Verringerung 
der Verluste durch die Wirbelströme ergeben. Über die GröJse der 
Hysteresisverluste gehen die Ansichten aber weit auseinander^ über 
die Ausdehnung der wechselnden magnetischen Dichte im Poleisen in 
der Nähe des Luftspaltes fehlt noch jede klare Vorstellung. Diese 
Frage hängt übrigens nahe zusammen mit der weiterhin eingehend 
behandelten sogenannten Feldverzerrung. 

Zu den besprochenen, die Verhältnisse der Maschine schon bei 
stromlosem Anker beeinflussenden Erscheinungen treten nun noch die 
durch den stromgebenden Anker veranlafsten, die teilweise wieder mit 
dem Luftspalte in Wechselwirkung stehen. Der Widerstand des Ankers 
und der Übergangswiderstand der Bürsten veranlassen einen mit der 
Stromstärke steigenden Abfall der Klemmenspannung^ der durch stärkere 
Induktion der Ankerleiter ausgeliehen werden mufs. Bei dem immer 
verhältnismäfsig kleinen Ankerwiderstande ist der Einfiufs dieses XJm- 
standes auf die Schenkelerregung im allgemeinen nicht grofs und be- 
darf hier nur der Erwähnung. Viel einfluisreicher aber sind die Er- 
scheinungen, die unter der Bezeichnung „ Ankerrückwirkung '^ zu- 

sammengefafst werden und die an Hand der 
schematischen Skizze Fig. 3 zunächst im Zu- 
sammenhange kurz erläutert sein mögen. Die 
Leiter auf dem Umfange des Tronmielankers 
führen bei der durch Pfeil angegebenen Dreh- 
richtung und der bezeichneten Polarität der 
Feldmagnete Strom in den durch Kreuz und 
Punkt angedeuteten Richtungen, wobei der 
letztere (Pfeilspitze) die Richtung vom Papier 
zum Beschauer bedeutet. Der Wechsel der 
Stromrichtung in den Leitern beim Über- 
gange aus dem magnetischen Felde des einen 
Poles in das des anderen darf sich nun 
bekanntlich erst vollziehen, nachdem die gerade durch die Bürsten 
kurz geschlossene Windung bereits in die Nähe des anderen Poles 
gekommen ist, damit während des Kurzschlusses die der Selbst- 
induktion des Leiters entsprechende magnetische Energie ohne 
Funkenbildung am Kommutator durch die Einwirkung der an- 




Fig. 3. 
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laufenden Polspitze in Energie gleicher Grofse mit entgegengesetztem 
Zeichen verwandelt wird. Die Bürsten sind also (bei einem Gene- 
rator) im Sinne der Drelirichtung etwa in die Stellung bj^b^ vorzn- 
schieben. Denkt man sich dazu die symmetrische Gerade B^B^ an 
den andern beiden Polspitzen vorbeigezogen; so enthalt die Zone b^B^ 
bezw. B^b^ auf beiden Seiten des Ankers Leiter, die wenig oder gar- 
nicht von den Polen beeinflufst sind. Die Amperewindangen dieser 
Leiter suchen aber den Anker in der Richtung ns za mf^etisieren, 
entgegengesetzt der Richtung NS der Peldpole, und diese auf Ent- 
magnetisierung des magnetischen Kreises wirkenden Amperewindungen 
müssen wieder durch einen mit der Stromstarke des Ankers steigenden 
Zuschlag zu der Felderregung ausgeglichen werden. Durch die sogenannte 
Sehnenwicklung des Trommelankers läfst sich übrigens erreichen, dafs 
die Leiter innerhalb der Zone b^B^ bezw. B^b^ Strom abwechselnder 
Richtung fuhren, die entmagnetisierenden Amperewindungen auf dem 
Anker damit wesentlich herabgesetzt werden. Gegen diese natürlich 
nur grobe, aber anschauliche Vorstellung dürfte wenig einzuwenden 
sein. Viel schwieriger aber ist die Wirkimg der Amperewindungen 
auf dem Anker zu bestimmen, die durch die Leiter zwischen bj^B^ hezw. 
B^b^ unter den Polen erzeugt werden. Diese Windungen suchen den 
Anker in der Richtung vö za magnetisieren, senkrecht zur Richtung 
des magnetischen Feldes zwischen Anker und Schenkebi; das Zusammen- 
wirken beider Felder ergiebt eine Verzerrung der bei stromlosem Anker 
symmetrisch zu der Schenkelachse verlaufenden Kraftlinien, sodafs deren 
Dichte an der im Sinne der Drehung vorderen Polkante geschwächt wird, 
an der anderen dagegen verstärkt (Fig. 4\ 
Dabei wird infolge der mit steigender Mag 
netisierung des Eisens sinkenden Permeabili- 
tät der magnetische Widerstand des Kreises 
in der Umgegend des Luftspaltes erhöht, 
gleichzeitig damit die Streuung, und zur 
Erhaltung der normalen Spannung der 
Maschine wird eine beträchtliche weitere 
Vermehrung der Erregerwindungen not- 
wendig. Aus nahe liegenden Gründen hat 
die Feldverzerrung in den davon betroffenen 
Eisenteilen auch eine Vergröfserung der Verluste zur Folge; vor allem 
aber ist die sichere Stromwendung davon abhängig, da ja der Magnetis- 
mus der Polkante, unter deren Einflufs sich die Wendung zu vollziehen hat, 
nach einem gewissen Gesetze mit steigender Ankerstromsförke schwächer 
wird. Bei der Unsicherheit, die der Theorie der Stromwendung trotz der 
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in vieler Hinsicht kULrenden Arbeiten von Kapp, Arnold, Fischer- 
Hinnen u. a. immer noch anhaftet^ ist bis jetzt nicht anzugeben, welche 
magnetische Dichte an der wendenden Polkante yorhanden sein mofs, 
um unter bestimmten Umständen noch funkenfreie Stromwendung zu 
erzielen. Da man darin im wesentlichen noch auf vergleichende Er- 
fahrungen an ausgeführten Maschinen angewiesen ist, so hat die Be- 
stimmung der Eraftlinienverteilung bei stromgebendem Anker bisher 
im allgemeinen nicht die eingehende Beachtung gefunden, die wegen 
des Zusammenhanges mit der Stromwendung und aus anderen Gründen 
erwünscht ist, um die Theorie der Gleichstrommaschine allmählich zu 
vervollkommnen. Die folgenden Beitrage dazu werden Anlafs geben, 
auch auf andere, noch nicht berührte Punkte einzugehen. 

n. 

Zur näheren Bestimmung der durch die stromführenden Anker- 
leiter unter den Polen verursachten ungleichförmigen Verteilung der 
Kraftlinien zwischen Schenkel und Anker hat Herr Kapp folgenden 
Weg eingeschlagen.^) Man denke sich einen Teil der Ankeroberfläche 
mit der zugehörigen Polfläche in eine Ebene abgewickelt (Fig. 5) und 

zwischen beiden die strom- 
führenden Leiter zu einer 
Stromschicht vereinigt, 
sodafs auf jedes Genti- 
meter des Ankerumfanges 
die Stromstärke i (in 
Amp.) entfällt. Jeder 
Stromfaden sucht um sich 
ein zirkuläres magne- 
tisches Feld zu erzeugen, 
das mit zweimaliger 
Durchbrechung des Luft- 
spaltes von der Breite d 
halb im Feldpole, halb 
im Anker verläuft. Kapp 
nimmt nun an, dafs der magnetische Widerstand des Eisens sehr 
klein ist gegen den Widerstand des doppelten Luftspaltes, dals also 
die ganze Kraftwirkung eines Stromfadens von der Breite dx in 
dem Luftspalte konzentriert wird. Da die Arbeit des Einheitspoles 
beim einmaligen Umkreisen des Stromfadens 0,4t7cidx ist, so wird in 

1) Kapp, DyxiamoiiiaBchine, 1899, S. 208 ff. 




Fig. 6. 
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einem Punkte des Luffcspaltes^ der wenigstens so weit von ihm abliegt^ 
um die zur Stromschicht senkrechten Erafklinien innerhalb des Luffc- 
spaltes als Gerade ansehen zu können^ die von dem Stromfaden erzeugte 

KrafÜiniendichte dB = -^-g^ Unter Vernachlässigung der stärker 

gekrümmten oder gamicht durch das Eisen sich schliefsenden Kraffc- 
linien in nächster Nähe des Stromfadens ist die Wirkung aller Strom- 
faden auf einen Punkt p im Abstände a von der Mittellinie zu summieren, 
wobei im Sinne der Voraussetzung nur die unter dem Pole selbst 
liegenden Stromföden zu berücksichtigen sind. Wenn dabei die Richtung 
der Kraftlinien von oben nach unten als positiv angesehen wird, so 
entsteht unter Beachtung, dafs bei den in der Figur angedeuteten Ver- 
haltnissen die Stromfäden links von p in positivem, die rechts von p 
in negativem Sinne auf ihn wirken: 



-I+- 



(4) B=p 



.itnidx 0,4 9ri 



^d 

Wie schon aus Sjmmetriegründen folgt, ist die Gesamtwirkung 
der Siromschicht auf einen Punkt in der Mittelebene gleich Null, 
während für die Polkanten rechts und links der Wert bezw. zu 

± -^— • -^ wird. In graphischer Darstellung giebt danach Fig. 5 I die 

magnetische Wirkung der Stromschicht für sich, und wenn in 11 das 
Rechteck ahcd die gleichmäfsige Eraftlinienverteilung zwischen Pol und 
stromlosem Anker bedeutet, so erhält man durch Addition der Werte 
ans I zu denen in 11 in dem Trapez aftc'ti' die DarsteUimg der Verteilung 
bei stromführendem Anker. Selbstverständlich würden in Wirklichkeit 
wegen der nicht scharfen Begrenzung der magnetischen Felder die 
Figuren sanfte Übergänge der verschiedenen Zustände zeigen. Damit 
würden also magnetische Schwächung und Verstärkung der Polkanten 
proportional der Ankerstromstärke sein, und die in der Praxis übliche 
Regel näher begründet, dafs zur Erhaltung genügender magnetischer 
Dichte an der wendenden Polkante die Amperewindungen auf den 
Schenkeln, genauer die zur Überwindung des magnetischen Wider- 
standes des Luftspaltes erforderlichen, im Verhältnisse zu den Ampfere- 
windungen auf dem Anker nicht unter ein gewisses Mafs herunter- 
gehen dürfen. 

Diese wohl allgemein angenommene Bestimmung der Feldverzerrung 
soll natürlich die Erscheinungen nur angenähert wiedergeben. Es fragt 
sich aber, ob die Annäherung grofs genug ist, ob die vereinfachenden 
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Annahmen noch zulässig sind. Bei Zahnankem kommt zu dem Wider- 
stände des eigentlichen Luftspaltes noch der Widerstand der Zähne 
hinzu^ der bei ausgeführten Maschinen sehr verschieden ist, kaum unter 
157o des ganzen Widerstandes sinkt; aber auch mehr als die Hälfte 
davon beträgt. Bei so hohen Werten des Zahnwiderstandes kann die 
Einführung eines äquivalenten Luftspaltes wegen der veränderlichen 
Permeabilität des Eisens die Anwendbarkeit der Formel (4) kaum noch 
genügend sichern. Es mufs femer zweifelhaft erscheinen , ob der 
Widerstand im Eisen des Schenkels und des Ankers so klein ist, wie 
die Ableitung der Formel voraussetzte. Die von dem Ankerstrome in 
der Umgebung des Luftspaltes erzeugten magnetischen Kreise würden 
sich bei nicht erregter Maschine schematisch etwa nach Figur 6 ge- 
stalten. Bei dem durch die Polspitzen gehenden Kreise ist ersichtlich 

der im Eisen verlaufende Teil so grofS; da& 
wenigstens eine grobe Schätzung des Verhält- 
nisses zwischen Eisenwiderstand und Luftwider- 
stand angeregt wird. Für eine neuere Maschine 
ergab sich beispielsweise, dafs unter Annahme 
guTseisemer Schenkel bei nicht erregter Maschine 
und grölster beim Gebrauche noch zulässiger 
Ankerstromstärke das fragliche Verhältnis etwa 
1 : 2 sein dürfte. So roh nun auch dies Ermitte- 
lungsverfahren hier sein mag^ so macht es doch die 
Zulässigkeit der Annahme unbedeutenden Eisen- 
widerstandes mindestens zweifelhaft. Und dabei bleibt noch, wie hier schon 
betont werden mag, die Frage offen, ob nicht etwa bei erregter Maschine 
der fragliche Eisenwiderstand gröfser ist. Die aus Formel (4) für die 
Polspitzen sich ergebenden Werte würden dann bedeutend zu grofs aus- 
fallen. Das legen auch Versuchsergebnisse guter Maschinen von ver- 
hältnismäfsig hoher Leistungsfähigkeit nahe. Wenn auch sicher die 
Stromwendung nicht allein von der magnetischen Dichte der Polkajite 
abhängt, sondern auch von der bis jetzt noch nicht zu bestimmenden 
Form des magnetischen Feldes an der Wendestelle, so ist doch nicht 
wahrscheinlich, dafs die Stromwendung ohne Bürstenverschiebung noch 
befriedigend bis zu Ankerstromstärken erfolgen könnte, bei denen nach 
Formel (4) die Polkante bis auf einen kleinen Teil des Anfangswertes 
geschwächt sein würde. Bemerkt sei noch, dafs die Ableitung der 
Formel auch keinen Anhalt zur Beurteilung giebt, wie weit die Feld- 
verzerrung sich in das Schenkeleisen hinein erstreckt, unbefriedigend 
endlich erscheint vor allem bei der benutzten Anschauung der Umstajid, 
dafs sie keine Erklärung für das hindernde oder fordernde prehmoment 
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am Generator oder Motor giebt, da alle Yom Anker ausgehenden Kräfte 
senkrecht zor Stromschicht stehen, also durch den Mittelpunkt des 
Ankers gehen, während doch die Erläuterung der Feldverzerrung die 
des Drehmomentes mit enthalten müfste. 

Zur Gewinnung einer anderen Vorstellung über das Wesen der 
Ankerr&ckwirkung sei zunächst auf die elementaren magnetischen Er- 
scheinungen bei stromdurchflossenen Leitern eingegangen. Ein einzelner, 
genügend langer gerader Strom&den bildet in magnetisch homogenem 
Mittel ein zirkuläres Feld um sich, dessen Intensität im Abstände a 

für Luft durch -- gegeben ist. Zwei einander nahe gerückte Strom- 
faden werden teils von gemeinschaftlichen Kraftlinien umschlungen, 
teils einzeln von zwischen ihnen durchgehenden Kraftlinien, die beim 
Näherrücken der Stromfaden mehr 
und mehr verschwinden. Eine ebene 
Stromschicht von geringer Dicke 
und gleichmäfsiger Stromdichte kann 
aus dicht aneinander gereihten 
Stromfäden zusammengesetzt ge- 
dacht werden. In der Mitte der 
Stromschicht (Fig. 7) verschwinden 
wieder aus Symmetriegründen alle 
Eraftkomponenten senkrecht zur 
Stromschicht, und wenn diese unbe- 
grenzt nach beiden Seiten verbreitert 
gedacht wird, so sind sämtliche Kraftlinien ihr parallel, da jeder Faden 
in endlicher Entfernung als Mitte angesehen werden kann. Für einen 
Punkt p der seitlich begrenzten Stromschicht ergeben sich die zu ihr 
senkrechten Kraftkomponenten nach Fig. 7, wenn a den Abstand des 
Punktes p und x den eines Stromfadens von der Mitte der Stromschicht 
bedeutet, unter Berücksichtigung der entgegengesetzt wirkenden Kräfte 
der Stromfäden rechts und links von p aus: 



® 
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Fig. 7. 






J a — x J x — a ^ ^ 



wenn % in Ampere eingeführt wird. Die aus dieser Formel sich er- 
gebenden Werte sind im Vergleich zu den bei Dynamomaschinen zu 
beachtenden magnetischen Kräften so klein, dafs praktisch auch bei 
begrenzten breiteren Stromschichten die Kraftlinien als im wesentlichen 
parallel zur Schicht verlaufend angesehen werden können. 
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Ein senkrecht zum Strom&den gerichtetes magnetisches Feld übt 
nun auf jenen einen senkrecht zu beiden gerichteten Druck aus (Fig. 8), 
dessen Entstehung gewöhnlich so erläutert wird, dafs die den Feld- 
kraftlinien parallelen Komponenten der StromkrafUinien, wie sie kurz 
unterschieden werden mögen, auf der einen Seite des Stromfadens eine 
Verstärkung, auf der anderen eine Schwächung des Feldes herbeiführen. 
Die dichteren Kraftlinien sollen dann den Leiter nach den weniger 
dichten hin zu verschieben suchen. Diese Erklärung auf die begrenzte 
Stromschicht in senkrecht zu ihrer Breitenausdehnung gerichtetem 
Felde auszudehnen, würde schwierig sein, auf die unbegrenzte überhaupt 
nicht möglich. Aber auch für den Stromfaden erscheint die Erklärung 
nicht logisch. Hält man an der Anschauungsweise der Kraftlinientheorie 
fest, so können nur Kraftlinien auf Kraftlinien wirken, nicht aber 
Kraftlinien auf Stromföden, wenn man auch den letzteren Ausdruck 
der Bequemlichkeit halber gelegentlich wählen mag. Nun fällt die 
Kraffcwirkung eines Stromfadens auf einen äufseren 
Punkt, unähnlich allen sonst bekannten Kraft- 
wirkungen, nicht in die Richtung der Verbindungs- 
linien beider, sondern senkrecht dazu. Folgerichtiger 
mufs deshalb erscheinen, nicht die den Feldkrafklinien 
parallelen, sondern die zu ihnen senkrechten Kompo- 
nenten der Stromkraffclinien als unmittelbare Ursache des 
Druckes auf den Stromfaden anzusehen, wobei übrigens 
gleichzeitig die oben vorausgesetzte feld verändernde Wir- 
kung der parallelen Komponenten beibehalten werden kann. Sich kreuzende 
Kraftlinien zur Erläuterung einer magnetischen Erscheinung darzustellen, 
ist zwar im allgemeinen nicht üblich, aber auch nicht widersinnig, 
denn die Kräfte verschiedener Herkunft auf denselben Punkt können 
nach Befinden entweder einzeln oder geometrisch vereinigt betrachtet 
werden. Mit wenigstens demselben Rechte, wie nach der ersten Er- 
klärungsweise, kann deshalb die Thatsache des Druckes eines magne- 
tischen Feldes auf den Stromfaden in der Weise beschrieben werden, 
dafs beim Sehen in der Richtung des Feldes und des Stromes die zum 
Felde senkrechten Stromkraftlinien vor dem Leiter zusammendrückend, 
hinter dem Leiter zusammenziehend auf die Feldkraftlinien wirken, 
deren gegenwirkender Querdruck die vom Felde auf den Stromfaden 
ausgeübte Kraft darstellt. Für den Stromfaden ist es praktisch un- 
erheblich, wie man sich die Wechselwirkung zwischen ihm und dem 
äufseren Felde vorstellt, bei der zur Richtung des letzteren senkrechten 
Stromschicht dagegen ist die zweite Vorstellungsart jedenfalls falslicher 
und giebt auch bei seitlich unbegrenzter Schicht eine unmittelbare Er- 
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klanuig der Yerschiebungskraft quer zu den FeldkrafUinien. Diese als 
Träger der Yerschiebungskraft müssen daher nach der entgegengesetzten 
Kichtung und entgegen ihrem Querdrucke zusammengeschoben werden. 
Nun können aber die Feldkraftlinien selbst wieder aufgefaßt werden 
als Stromkraftlinien eines an geeigneter Stelle anzunehmenden Strom- 
sjstemfi. Wendet man deshalb rückwärts die obige Vorstellung unter 
Festhalten derselben Richtungsbeziehungen an zur Erkennung der 
Wirkung des supponierten Stromsystemes auf die Ton der Stromschicht 
au^henden Kraftlinien; so zeigt sich; dafs die Kraftlinien der Strom- 
Bchicht ihrerseits durch die Feldkraftlinien auf beiden Seiten der Strom- 
schicht Yon dieser abgerückt werden.^) Beim Übergange Ton der 
Stromschicht im homogenen magnetischen Mittel zu den Verhältnissen 
in der Dynamomaschine^ wo der Raum teilweise durch das gut leitende 
Eisen ausgefüllt wird, ist zu beachten, dafs der Verlauf der von der 
Stromschicht des Ankers, wie sie zunächst wieder angenommen wird, 
ausgehenden Kraftlinien durch die Schenkel wesentlich verändert wird. 
Wahrend beim frei liegenden, mit Strom yersehenen Anker die äufseren 
Kraftlinien, Ton breiteren Durchbruchstellen in der Nähe des neutralen 
Durchmessers abgesehen, die Schicht zu beiden Seiten des Ankers im 
wesentlichen parallel begleiten werden, bewirkt die Gegenwart der vor- 
läufig nicht erregten Schenkel in der zusammengesetzten Maschine ein 
Zusammenschrumpfen der sie durchquerenden Ankerkraftlinien, da 
deren Querdruck im Eisen verringert ist. Infolge dessen werden, um 
rein anschaulich zu reden, die Durchbruchstellen der Kraftlinien in der 
Stromschicht sich näher an und teilweise unter die Pole ziehen (vgl. 
Fig. 6). Auf diese, auch in der Elektrostatik betrachteten und dort 
wegen der nur kleinen Werte der Dielektrizilätskonstanten bequemer 
übersichtlichen Erscheinimgen braucht hier nicht näher eingegangen 
zn werden. Dabei werden die der Stromschicht parallelen Kraffc- 
komponenten teils im Luftspalte, teils im Schenkeleisen yerlaufen. Die 
Herstellung des induzierenden Schenkelfeldes wird dann femer be- 
wirken, dafs die Dichte der genannten Komponenten abnimmt, dafs 
damit also ein Teil der vorher im Lufbspalte verlaufenden in den 
Schenkel eintritt. Die Dichtenänderung der Feldkraftlinien im Schenkel 
kann dann aber nicht mehr durch eine Gerade dargestellt sein, sondern 
muls sich ähnlich wie die Änderung des Luftdruckes mit der Höhe 
ergeben (Fig. 9), während eine einzelne Stromkraftlinie etwa nach der 

1) Dieses Ergebnis würde im Wesen übereiiistiminen mit dem von Werner 
von Siemens gefolgerten über die Wirkung magnetisierender Ejräfte ver- 
schiedener Bichtongen. (Vergl. Monatsberichte der Berliner Akad. d. Wissensch. 
V. 23. Jimi 1881 und 28. Okt. 1884). 

ArcUT d«r Mathematik and Physik, in. Beihe. m. 4 
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Kurve s geformt sein würde, und die Verteilung der letzteren Kraft- 
linien auf Luftspalt und Schenkel mülste derart sein, dafs in beiden 
die Feldkraftlinien ohne schroffe Richtungsänderungen zusammengedrückt 
werden. Der Verlauf der ganzen Feldverzerrung erscheint damit aller- 
dings viel verwickelter als nach der Kapp sehen Anschauung und vor- 
laufig der genaueren Bestimmung unzugänglich; andererseits aber 
schlielist die hier gegebene Betrachtung unmittelbar die Erklärung des 
Drehmomentes ein. Beiläufig mag noch bemerkt sein, dafs diese Be- 
trachtungsweise auch in der An- 
wendung auf die Unipolarmaschine 
sehr bequem erscheint, und dafs 
sich manche andere Erscheinungen 
zwanglos damit übersehen lassen. 
Die Erscheinungen beim Zahn- 
anker dürften die praktische Be- 
rechtigung der benutzten Vor- 
stellung unterstützen. Es war 
zu schliefsen und ist von Mor- 
dey durch Versuche bestätigt, 
dafs die Ankerleiter in den Nuten 
keinen nennenswerten magnetischen Druck im Schenkelfelde er- 
fahren, so lange die magnetische Induktion in den Zähnen nicht 
grofs ist, und die übrigen Verhältnisse derart sind, daCs durch die 
Nuten nur wenig Sj*aftlinien gehen. Die Leiter sind durch die Zähne 
magnetisch geschirmt, und die Kräfte greifen hauptsächlich an diesen 
an. Es ist nun oft darüber gesprochen, wodurch denn in diesem Falle 
das Drehmoment zu erklären ist, das unter sonst gleichen Bedingungen 
durchaus dasselbe ist, als wenn es von einer über die Zähne gelegten 
Stromschicht gleicher Gesamtstromstärke hervorgebracht wäre. 
Dobrowolsky^) betrachtet zur Behebung des Zweifels nicht die Leiter 
in einer einzelnen Nut, sondern die vollständige zugehörige Ankerspnle 
und den von ihr eingeschlossenen veränderlichen Kraftflufs. Die daraus 
gezogene Erklärung kann genügen oder nicht, je nach dem augenblick- 
lichen Zwecke; die eigentliche Schwierigkeit ist aber nur umgangen. 
Denn die Leiter einer Nut würden unter Vermittlung der Z^ine 
einen magnetischen Druck auf die Feldkraftlinien auch dann ausüben, 
wenn sie nicht Teile einer Ankerspule wären. H. du Bois*) erklärt 
dagegen die Erscheinung durch die Darlegung, dafs ein zirkulär 



Fig. 9. 



1) Elektrotechn. Ztschr. 1897. S. 429. 

2) Elektrotechn. Ztschr. 1897. S. 602. 
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magnetisiertes Rohr im magnetischen Felde denselben Druck erfahrt^ 
wie ein magnetisch äquiyalenter Stromleiter. Die Zahnanker kann 
man sich danach als eine Aneinanderreihung kleinerer magnetischer 
Kreise am Ankerum&nge denken (Fig. 10). Bei den üblichen Ver- 
hältnissen der Zahnhöhe zur Zahnbreite und Nutenbreite, wie sie der 
Wirklichkeit entsprechender die Figur 2 zeigt, liegt aber die Vor- 
stellung noch luiher, dafs sich nicht selbständige magnetische Ejreise 
am jede Nut ausbilden, sondern dafs sich die entgegengesetzten Kraft- 
linien in jedem Zahne größtenteils aufheben und als wirksam wellen- 
förmig Yon Zahn zu Zahn, innerhalb und aufserhalb des Ankers, teils 
im Luftspalte, teils im Poleisen yerlaufende Ej-aftlinien yerbleiben, die 
das Drehmoment wieder durch Ej-euzen mit den Feldkraftlinien zu 
erzeugen luLtten. Vielleicht übrigens könnte folgender Vergleich 
zwischen den Erscheinungen beim glatten und beim Zahnanker zu 
weiteren Aufschlüssen führen. Beim ersteren scheint es der Anschauung 
mehr zu entsprechen, wenn man die 
StromkrafUinien zum Teil tief im 
Poleisen yerlaufend sich Torstellt 
(Fig. 6), während die kleinen mag- 
netischen Kreise des Zahnankers yiel 
weniger tief eindringen könnten. Er- Fig. lo. 

setzt man aber wie oben die Leiter 

in den Nuten des Zahnankers durch eine über die Zahne gelegte Strom- 
schicht, dann darf in der magnetischen Verteilung nichts Wesentliches 
g^ndert werden, und yorläufig würde dieser Vergleich zu der Annahme 
führen, dafs die Quermagnetisierung des Poleisens sich überhaupt nicht 
sehr weit yom Luftspalt entfernt. 

Die yorstehend entwickelten Betrachtungen gehen kaum über blofse 
Andeutungen hinaus. Ihr Zweck würde erfüllt sein, wenn sie neue 
Anregungen zum Eingehen auf die im einzelnen ebenso komplizierten 
wie interessanten magnetischen Erscheinungen der Dynamomaschine 
gaben. Der praktische Nutzen würde dabei zunächst ganz gleichgiltig 
sein; er stellt sich yon selbst ein, sobald es gelingt, weiterreichende 
physikalische Deutungen zu finden. Indessen mögen noch als Beispiele 
der Anwendimg zwei praktische Falle kurz behandelt werden. 

Zur Verminderung der Feldyerzerrung ist mehrfach yorgeschlagen, 
die Schenkel mit Spalten längs der Feldkraffclinien und in der Ebene 
der Ankerachse zu yersehen, sodafs beispielsweise jeder Schenkel aus 
zwei parallelen, durch den Spalt getrennten Teilen bestehen würde, 
dessen Breite etwa ein Mehrfaches des Luftspaltes zwischen Schenkel 
mid Anker betragen sollte, wie in Figur 5 punktiert angedeutet. Aus 
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der AufEassung, anf die sich diese Figur bezieht^ und aus der zugehörigen 
Fermel 4 würde auch folgen, dafs dann die Feldyerzerrung nicht mehr 
durch das Trapez ahc'd' in 11 dargestellt wäre^ sondern durch die 
unten Ton der gezackten, punktierten Linie b^prenzte Flache, dals also 
die Abnahme und Zunahme des Magnetismus an den Polkanten un- 
gefähr auf die Hälfte der früheren Werte sinken würden. Erfahrungs- 
gemäfs ist der Erfolg dieser Mafsnahmen aber sehr gering, auch wenn 
durch den Spalt das Maschinengestell vollständig getrennt ist, und wohl 
nur bei sehr starker Verbreiterung des Spaltes nach oben, wie bei 
gewissen älteren Maschinentypen durchführbar, Ton merklichem Nutzen. 
Der Orund dafür ist nach der andern Anschauungsweise leicht an- 
zugeben. Nach dieser verlaufen die wirksamen Stromkraftkomponenten 
teils im Ankerluftspalte, teils parallel dazu im Poleisen. Die ersteren 
werden durch den Spalt im Schenkel gamicht beeinflulBt, die andern 
finden schon im Poleisen verhaltnisnuLfsig grofsen Widerstand. Denn 
entweder verlaufen sie in der Mehrzahl dicht gedrängt nahe dem 
Ankerluftspalte, oder sie dringen tiefer in das Poleisen ein und finden 
bei geringer Dichte in dem von Feldkraftlinien nicht durchzogenen 
Längsspalte geringen Widerstand, der in beiden Fällen unerheblich ist 
gegen den Gesamtwiderstand. — Bei Beurteilimg der Wirkung von 
sogenannten Hilfspolen zwischen den Feldpolen, wie sie von Swinburne 
u. a. vorgeschlagen sind^), und die, vom Hauptstrome erregt, nur zur 
Stromwendung in der neutralen Zone dienen sollen, entsteht leicht die 
Vorstellung, dafs die Magnetisierung des Ankers durch die Leiter in 
der Zone \B^ bezw. B^\ in der Richtung v6 (Fig. 3) den Hilfspolen 
voll entgegen wirke. Bei nicht in die Maschine eingebautem Anker 
würde das auch annähernd zutreffen. Beachtet man aber z. B. beim 
Zahnanker Fig. 10, dafs die Leiter in den Nuten zur Erzeugung des 
Drehmomentes Kraftlinien parallel zum Ankerluftspalte herstellen 
müssen, so erscheint die magno tisierende Wirkimg der Leiter dadurch 
kompensiert, und gegen die Hilfspole wirkend würden nur die nicht 
unter den Feldpolen liegenden Leiter zu betrachten sein. Die nähere 
Begründung kann mit Hilfe des frtlher Dargelegten leicht durchgeführt 
werden. 

Da im vorstehenden die Veranschaulichung durch Kraftlinien aus- 
giebig benutzt wurde, und da über die zulässigen Grenzen in der 
Anwendung dieses Hilfsmittels sehr verschiedene Ansichten herrschen, 
so möge zum Schlüsse noch eine Bemerkung darüber gestattet sein. 
Die gelegentlich wiederkehrende Mahnung, in der Anwendung der 



1) Vergl. n. a. Kapp, Dynamomaschinen, 1899. S. 226. 
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Eraftlinien Yorsichtig zu sein und sie nicht fOr etwas Reales zu nehmen, 
gehört nur in ein Schulbuch. Niemand hat in ihnen, von Faraday an, 
mehr gesehen, ab grobsinnliche Vorstellungen von Eraftesystemen, 
mechanische Bilder, die sich, wie die mechanischen Modelle, in den 
einfachsten Formen unvermeidlich von selbst einstellen, sobald man 
in der Erklärung der Erscheinungen soweit als möglich auf die letzten 
EiDzelheiten eingehen will. Die ganze Physik und ebenso die Chemie 
arbeitet mit solchen Eraftebildem, die aus physiologisch-psychologischen 
Ghrönden unentbehrlich sind. Wie weit man in der Ausgestaltung der 
Bilder und Modelle gehen soll, ist lediglich eine Frage der Zweck- 
mäTsigkeit Glaubt man mit ihrer Hilfe beobachtete Erscheinungen 
yersinnlichen, oder auf noch nicht beobachtete schliefsen zu können, 
die nachherige exakte Eontrolle vertragen, so ist die weitest gehende 
Benutzung der Hilfsmittel gerechtfertigt. Sie von vornherein irgendwie 
beschranken zu wollen, wäre nur dem erlaubt, der gleichzeitig wirk- 
samere zu bieten vermöchte. 

Berlin, 1. Dezember 1901. 
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Gonstnictioii göomötrographiqne des azes d'nne ellipse 
dont on connalt, en grandenr et en position, deux diam^tres 

conjngnte; 

Par M. L. Ripebt ä Paris. 

La constraction geom^trographique connue du probl^me: Placer 
les axes cPune ellipse, connaisscmt en grandewr et en posüion deux 
diametres cof^ugues, a poor coefficient de simplicite 41 (E. Lemoine^ 
ArcliiT, 1901, p. 339). 

Yoici une constructioiii que je n'ai vae iadiqu^e nulle part, bien 
qu'elle ne soit pas sans int^ret geometrique, et qui abaisse ce coef&cient 
ä 31. Elle repose sur le theor^me de Fregier g^n^ralis^ que, pour 
l'application actuelle, j'^noncerai ainsi: La corde interceptee par deux 
diametres conjugues d'une conique sur wn cerde de centre arbiiraire A 
passant par le centre de la conique, passe par un point fixe F. Par 
suite, le diametre AF coupe U cerde en deux points M et N siiues sur 
les axes. 

Ccnstrudion gSometrographique. • — Soient AA', BB les deux 
diametres conjugues donnes qui se coupent en 0. Je decris le cerde 
A{A0){2C^ + C^% puis le cercle B{AO){C^ + G,). La pointe resiant 
en B, je prends la longueur BO{C^y et je trace les cercles A{BO) et 
Ä{B0){2Cy + 2C^ qui coupent B{A 0) en B et E, Je trace OB et 
OE (4JBi + 21Jj), qui sont deux diametres conjugu&. Les droites 
AA\ BB, OB, OE coupent le cercle A{AO) en a, ß, d, s. Je trace 
aß et d£(4JBi + 2iJ,) qui se coupent en F, puis AF{2R^ + U,) qui 
coupe A{AO) en M et K Je trace enfin OM et 0N(4R^ + 2R^), 
qui sont les axes demandes. 

Op:{UR^ + lB^ + 6Ci + 4C^y, S:31; E:20', 7 droites, 4 cercles. 

Paris, 20. septembre 1901. 



1) II ne faut pas commencer par prendre la longueur Ä0(2Ci). Cela fera.it 
r^conomie d'un C^ ; mais il faudrait ensuite prendre un point arbitraire A^ et däcrire 
un cercle Äi(ÄO){Ci -f C,); le symbole serait, en somme, augmentd d'une unitö. 
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B. Fricke. Kungefafste Vorlesungen über Tersohiedene Gtebiete der 
hdlieren Mathematik mit Berückaiohtigang der Anwendungen. 

Analytisch-fonktioiieiitheoretischer Teil. Leipzig, B. G. Tenbner. 1900« 

IX + 520 Seiten. 
Vorliegendes Werk ist offenbar aus Spezialvorlesungen über höhere 
Teile der Mathematik entstanden, welche der Verfasser an der tech- 
nischen Hochschule zu Braunschweig gehalten hat. Demgemäfs verbreiten 
sie sich über sehr verschiedenartige Disziplinen, die keinen oder nur lockeren 
Zusammenhang mit einander haben. Hervorgegangen aus dem Bestreben, 
vorgeschrittenere Schüler mit modernen Problemen der reinen und an- 
gewandten Mathematik vertraut zu machen^ verfolgen sie vor allem das 
Ziel, durch Vielseitigkeit der Methoden und Zusammendrängimg des Stoffes 
eine gute Anregung und Vorbereitung für das Studium der Spezialwerke 
zu werden, während sie auf Vollständigkeit und Systematik Verzicht leisten. 
In diesem Sinne woUen sie verstanden sein, und so können sie auch als 
eine angenehme und schätzenswerte Bereicherung unserer jetzt so schnell 
auDschielsenden deutschen Lehrbuch -Litteratur mit Freuden begrüfst werden. 
Die ersten beiden Kapitel geben eine Theorie der Fouri er sehen 
Reihen und daran anschliefsend die Hauptsätze über Kugel- und Cylinder- 
funktionen. Die Lehre von den Fouri ersehen Reihen wird ganz nach 
Dirichlet erledigt; da sonst überall moderne Fortschritte berücksichtigt 
sind, so wäre es wohl wünschenswert gewesen, wenn die neueren Unter- 
suchungen über das Dirichletsche Integral, welche die früheren nicht blofs 
verschärfen, sondern auch vereinfachen, nicht ganz mit Stillschweigen über- 
gangen wären. Von den nächsten drei Kapiteln bietet das erste eine Darlegung 
der Fundamentalsätze der Funktionentheorie nach Cauchy und Weier- 
strafs mit Einschlufs der Weierstrafs sehen Produktentwickelung ganzer 
transcendenter Funktionen, das mittlere eine Theorie der elliptischen 
Funktionen, das letzte eine Beihe von Anwendimgen dieser Theorie auf 
mechanische und geometrische Probleme dar. Namentlich das Kapitel über 
elliptische Funktionen giebt auf knappstem Baume eine überaus einfache 
und ziemlich weitgehende Ausführung dieser weitschichtigen Theorie, welche 
fSr viele Zwecke vollkommen ausreichen wird. Ein folgender Abschnitt 
befalst sich mit der Theorie der linearen Differentialgleichungen und gipfelt 
in einer einführenden Behandlung der Fälle, in denen die Umkehrung der 
Schwarzsehen Dreiecksfunktion eindeutig ist. Das letzte imd siebente 
Kapitel endlich giebt eine Einleitung in die Theorie der Differential- 
gleichungen erster Ordnung, der gewöhnlichen sowohl wie der partiellen. 
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Die Darstellung igt überall, auch in den schwierigeren Teilen, durdi 
Einfachheit und Leichtigkeit ausgezeichnet. Eine Bemerkung des Verfassers 
in der Vorrede läfst erwarten, dafs er eine analoge Behandlung algebraischer 
und geometrischer Disziplinen der Öffentlichkeit übergeben werde. 

Heidelberg. G. Landsbebo. 

C« Bunge. Praxis der Gleiolmngeii. Sammlung Schubert. XIV. Leipzig, 
Göschen, 1900. 196 S. 8®. 

Das klar und anregend geschriebene Werkchen wird Praktikern wie 
Mathematikern gleich willkommen sein. 

Der erste Abschnitt beginnt mit Betrachtungen über die Genauigkeit 
des Rechnens mit abgekürzten Zahlen und behandelt sodann die Auflösung 
der linearen Gleichungen. Bekanntlich haben sich die Determinanten für 
die numerische Rechnung als nicht sehr praktische Instrumente bewährt; es 
kommt daher hauptsächlich die schrittweise fortschreitende Elimination der 
Unbekannten in Betracht. Besondere Beachtung finden die bei der Methode 
der kleinsten Quadrate erscheinenden Gleichungssysteme, deren Bildung aus 
den Fehlergleichungen an Beispielen erläutert wird; vielleicht wäre vielen 
Lesern anstatt der an sich interessanten auf die Spektrallinien bezüglichen 
Literpolationsaufgabe eine einfache Ausgleichungsaufgabe aus der Geodäsie 
willkonunener gewesen. 

Der zweite und dritte Abschnitt behandeln nicht lineare Gleichungen 
allgemeinster Natur; zunächst wird gezeigt, wie auf graphischem oder 
tabellarischem Wege die ersten Annäherungswerte der Unbekannten gewonnen 
werden können; sodann wird die Grundanschauung der Infinitesimalrechnung 
benutzt, nach welcher jede Funktion in engen Grenzen annähernd als 
lineare Funktion der Änderungen ihrer Argumente erscheint. Neben der 
klassischen Newtonschen Methode, die für eine und mehrere Unbekannte 
entwickelt wird, ist besonders die Methode der Iteration interessant, in welcher 
der Mathematiker mit Vergnügen das Verfahren wieder erkennt, dessen sich 
Weierstrafs bediente, um die Umkehrung der analytischen Funktionen 
abzuleiten, und das auch aus den Untersuchimgen des Hm. Schröder be- 
kannt ist. Dieser bei der numerischen Auflösung der Gleichungen mit langer 
Zeit gebräuchliche Algorithmus wird auf seine Konvergenz hin untersucht 
und auf die Umkehrung von Beihen angewandt; daneben finden sich inter- 
essante Beispiele, z. B. über nautische Ortsbestimmung, die sich auch sehr 
zur Belebung einer Vorlesimg über Differentialrechnung eignen würden. 

Der letzte Abschnitt beschränkt sich auf algebraische Gleichungen, und 
entwickelt praktisch brauchbare Methoden zur Berechnung der Werte ganzer 
Funktionen und zur Interpolation. Sodann werden die C artesische Kegel 
und die Methoden von Fourier zur Trennung und Bestimmung der reellen 
Wurzeln, die spezielle Theorie der trinomischen Gleichungen mit Benutzung 
trigonometrischer imd hyperbolischer Funktionen und die Gr äffe sehe Methode 
fGbr reelle und komplexe Wurzeln entwickelt Den Schlufs bildet eine aus- 
führliche theoretische und praktische Erörterung des Sturmschen Satzes, 
der von Fanatikern der Anwendung schon gelegentlich in die theoretische 
Bumpelkammer verwiesen war. 

Nicht ganz zutreffend erscheint der Titel; das Bdchlein enthält er- 
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freulicli viel Theorie und zeigt, obwohl es geringe Vorkenntnisse erfordert, 
überall, tlafs rationelles niunerisches Rechnen nur da möglich ist, wo man 
die strengen Methoden der modernen Analysis beherrscht. 

Berlin. A. Eneser. 

Rudolf Sturm. Elemente der darstellenden Gteometrie. Zweite 
Timgearb. u. erweiterte Auflage. Mit 61 Figuren im Texte u. 7 lithogr. 
Tafeln. Leipzig 1900. B. G. Teubner. 8®. IV + 157 S. 
Vorliegendes Werk ist das erste, das die Aufgabe erfüllen soll, vor- 
zugsweise den Universität -Studierenden als Lehrbuch der darstellenden 
Geometrie zu dienen. Seit einigen Jahren anerkennen bekanntlich auch die 
Universitäten Deutschlands und Österreichs immer mehr den Nutzen dieser 
Disziplin, die einen so grofsen EinfluTs auf die Entwickelung der modernen 
Geometrie ausgeübt hat. Die neue Prüfungsordnung f&r die Kandidaten des 
höheren Lehramtes in Preufsen wird der Wichtigkeit dieses Gegenstandes 
nicht genügend gerecht, indem sie eine besondere Lehrbeffthigung fOr ^,an- 
gewandte Mathematik^^ (darst. Geometrie, techn. Mechanik, Geodäsie) vorsieht; 
die darstellende Geometrie müTste vielmehr, wie der Verfasser des vor- 
üegenden Werkes in der Vorrede mit Becht betont, für jeden Studierenden 
der Mathematik, insbesondere für die künftigen Lehrer dieses Faches, „ein 
unerlftlslicher und grundlegender Teil seines geometrischen Studiums sein.^' 
Gegenüber der ersten Auflage (Leipzig 1874) weist das Werk in seiner 
neuen Gestalt zwei wichtige Veränderungen auf. Einmal sind alle prinzipiell 
wichtigen Figuren in den Text gedruckt, was die Lesbarkeit sehr erleichtert; 
dann sind 4 Abschnitte (S. 121 — 157) über Perspektive, schräge Parallel- 
projektion, Axonometrie, Schatten und Beleuchtung neu hinzugekommen. 

Der Hanptteil des Buches (120 S.) ist auch in der neuen Gestalt, 
pädagogisch richtig, der orthogonalen Projektion gewidmet. Hinsichtlich der 
Beschränkung auf geradlinige und ebenflächige Gebilde, die auch der Ver- 
fasser nicht streng befolgt hat, indem er gelegentlich die Darstellung des 
Kreises in orthogonaler und zentraler, ja sogar (Nr. 151, 152) der Kugel 
in schiefer Projektion und in Nr. 129 die Durchdringung von Kegeln und 
Gy lindem bespricht, werden viele anderer Meinung sein. Denn gerade bei 
der Darstellung krummliniger und krummflächiger Gebilde tritt der Nutzen 
froher behandelter Aufgaben, ja der der darstellenden Geometrie überhaupt, 
oft erst sichtbar hervor. 

Der Stoff eines zur ersten Einführung in einen Wissenszweig dienenden 
Lehrbuches läist sich im allgemeinen wenig variieren. Ich will demnach 
auch von dem vorliegenden Buche keine Lihaltsübersicht geben, sondern nur 
solche Abschnitte hervorheben, deren Behandlung von der in anderen Lehr- 
büchern gebräuchlichen erheblich abweicht. Dem Buche eigentümlich ist 
insbesondere, daijs, nach einer kurzen Besprechung der allgemeinen Eigen- 
schafton der Zentralprojektion, im I. Abschnitt (26 S.) die orthogonale 
Darstellung auf einer emsigen Projektionsebene abgehandelt wird, wobei sich 
die Sätze über Projektionen von Strecken, Winkeln, ebenen Figuren (Kreisen) 
und Spuren von Geraden und Ebenen ergeben, sowie die Umlegung von 
Geraden und Ebenen, die Eigenschaft der Afflnität ebener Figuren besprochen 
werden. Vielleicht hätte der Hr. Verfasser diesen pädagogisch und wissen- 



Digitized by 



Google 



58 Rezensionen. 

schaftlich zu empfehlenden Lehrgang auch unmittelbar praktisch yerwendbar 
gestalten können, indem er die kotierte Projektion angeschlossen hfttte. Der 
Abschnitt schliefst mit einer hübschen Darlegung der perspektivischen 
Baumansicht und ihres, an zahlreichen Beispielen erläuterten, Wertes für 
die Unterordnung spezieller Sätze unter allgemeinere. 

Mehr als manche anderen Autoren legt der Verfasser Gewicht auf die 
„Einführung weiterer Projektionsebenen^'; denn er widmet dieser so wichtigen 
Konstruktionsmethode den ganzen V. Abschnitt (10 S.). 

Lehrer der darstellenden Geometrie dürften besonderen Gefallen daran 
finden, was der Verfasser in Nr. 107 an Regeln über die Sichtbarkeit von 
Ecken und Kanten eines konvexen Polyeders in seinen Projektionen und in 
Nr. 124 an Kriterien für die Art der Durchdringungsfigur zweier Pyramiden 
zusammenstellt. Femer seien die in den ersten Nummern des IH Abschnittes 
angestellten Betrachtungen über die Mannigfaltigkeit der Raumelemente und 
anschliefsend ihre Abzahlung, wenn sie gegebene Bedingungen erfüllen sollen, 
der Beachtung empfohlen. 

Das Buch zeichnet sich durch wissenschaftlich strenge Beweisführung 
aus. Besondere geometrische Vorkenntnisse werden nicht vorausgesetzt 
Auf die projektive Geometrie näher einzugehen, hat der Verfasser weise 
vermieden, sondern sich damit begnügt, die wiederholt auftretenden Ver- 
wandtschaften der Afßnität und Kollineation, an die bekannten Aufgaben 
anknüpfend, eingehend zu erläutern, auch gelegentlich auf das Dualitätsprinzip 
hinzuweisen. Nur bei der Lösung der Aufgabe (Nr. 153), den durch 
2 Punkte einer Kugel legbaren gröfsten Kreis in schiefer Projektion zu 
zeichnen, geht er über die gesteckten Grenzen hinaus. Die Zeichnungen 
sowohl im Text als auf den Tafeln sind klar und deutlich. An sinnstörenden 
Druckfehlem habe ich nur einen auf S. 63, Zeile 18 v. o. bemerkt, wo es 
^ydrei^ statt ^,mer*^ heifsen mulis. 

Selbstverständlich findet ein Beurteiler in jedem eigenartigen Werke 
Dinge, die er anders wünschte. So z. B. hätte ich bei der Darstellung des 
regulären Dodekaeders und Bcosaeders (Nr. 108, 109) die Rechnung ganz 
vermieden und nur unmittelbar geometxisch anschauliche Eigenschaften be- 
nutzt. Auch in den Nr. 155 u. 156 (Orthogonale Axonometrie) erscheint 
mir die Rechnung überflüssig und die Annahme der (den Verkürzungs- 
verhältnissen proportionalen) Zahlen j9, 9, r als nicht zu grofse ganze 
Zahlen von problematischem Werte, da beim Zeichnen rationale Strecken- 
verhältnisse keinen besonderen Vorteil gewähren. In Nr. 160 wird jeder 
Anfänger den Hinweis darauf vermissen, wie der Fundamentalsatz der 
Axonometrie in der angeführten (Bey eschen) Form mit der Axonometrie 
überhaupt zusammenhängt. Die in Nr. 134, S. 122 ausgesprochene und auch 
in anderen Werken sich findende Behauptung, in der Perspektive müsse die Ang- 
distanz gleich der deutlichen Sehweite sein, bedarf jedenfalls einer Einschränkung; 
denn ein verkleinertes perspektivisches Bild erscheint niemandem verzerrt. 

Doch damit soll der Wert dieses Werkes, das schon nach der ersten 
Auflage ins Italienische übersetzt wurde, nicht im geringsten herabgemindert 
werden. Ich glaube vielmehr, dafs es in seiner mehr wissenschaftlichen als 
praktisch technischen Form dem neuen Zwecke, Universität-Studierenden statt 
Technikern als Lehrbuch zu dienen, noch viel besser als dem früheren dienen wird. 

Königsberg i/Pr., den 1. April 1901. E. Müller. 
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Emesto PascaL Bepertoriiun der höheren Mathematik (Definitioiien, 
Formeln, Theoreme^ Litteratur). Deutsche Ausgabe von A. Schepp. 
Analysis und Geometrie. I. Teil: Die Analysis. Leipzig, B. 6. Teubner. 
1900. Xn + 638 S. 8^ In Leinw. geb. M. 10.—. 
Verfasser, der bereits ein Lehrbuch der Determinanten, der Analysis und 
der Yariationsrechnung herausgegeben, hat das Wagnis imtemommen, ein 
Repertorium der höheren Mathematik zu schaffen. Der vorliegende erste Band 
enth&lt die Analysis, während der zweite Band (italienisch 1900 erschienen) 
die Geometrie behandelt. Bei dem ungeheuren Umfange, den die mathematische 
Wissenschaft heute angenommen hat, ist es für einen Einzelnen schlechter- 
dings unmöglich, alle Gebiete gleichmäfsig zu beherrschen. Verfasser sagt 
selber in der Einleitung: „Das Buch hat den Zweck, auf einem möglichst 
kleinen Baum die wichtigsten Theorien der neueren Mathematik zu ver- 
einigen, von jeder Theorie nur so viel zu bringen, als nötig ist, damit der 
Leser sich in ihr orientieren könne imd auf die Bücher zu verweisen, in 
welchen er Ausflihrlicheres finden kann. — Man würde sich daher irren, 
wenn man der Ansicht wäre, wir hätten eine Encyklopädie der Mathematik 
schreiben wollen; für eine solche Arbeit würden weder unsere Kräfte aus- 
gereicht haben, noch hätte der verhältnismäfsig geringe Umfang dieses 
Buches genügt. Wir haben weiter nichts als ein bescheidenes Repertorium 
abfassen wollen, welches, wie wir glauben, den Studierenden der Mathematik 
Dienste zu leisten im Stande ist.^S — Wenn man diesen Umstand gebührend 
berücksichtigt, so mufs gesagt werden, dals Verfasser sich recht gut aus 
der Affaire gezogen hat. Besonders ist anzuerkennen, dafs überall da, wo 
die Behandlung des Stoffes nicht tief genug eindringt, weil Verfasser auf 
dem betreffenden Gebiete weniger bewandert ist (z. B. in der Theorie der 
Differentialgleichungen), wenigstens die Litteraturangaben gerechten An- 
sprüchen genügen und so jenen Mangel einigermafsen ersetzen können. — 
,^ie Anordnung des Stoffes ist bei jeder Theorie fast immer dieselbe; zuerst 
werden die Definitionen und Grundbegriffe der Theorie gegeben, alsdann die 
Theoreme und Formeln ohne Beweis aufgestellt, welche die Verbindung 
zwischen den durch die vorhergehenden Definitionen eingeführten Dingen 
oder Gröfsen bilden, und schliefslich ein kurzer Hinweis auf die Litteratur 
über die betreffende Theorie gebracht." — Am besten weggekommen ist wohl 
das 12. Kapitel, in welchem die Livariantentheorie der algebraischen Formen 
behandelt wird; dankenswert ist das 18. Kapitel: „Spezielle Funktionen", 
femer die Zusammenstellung der Formeln für die elliptischen Funktionen 
sowie der verschiedenen Probleme der Variationsrechnung. Am schwächsten 
ist das Kapitel über Differentialgleichungen geraten, welches noch vollständig 
auf dem veralteten Standpunkt steht und von neueren Entwickelungen so 
gut wie ganiichts bringt; hier ist auch die Litteraturangabe nicht vollständig 
genug: die Arbeiten von Hamburger und Painleve z. B. durften nicht 
fehlen; die Theorie der singulären Integrale und der linearen Differential- 
gleichungen ist ganz unzureichend. In der Zahlentheorie fehlt die Be- 
stimmung der Klassenzahl der binären quadratischen Formen. 

Sehr nützlich ist das vollständige Sach- und Namenregister, welches 
den Leser schnell in den Stand setzt, das Gewünschte zu finden. Die 
Übersetzung ist ausgezeichnet, die Ausstattung gut, das Format hand- 
lich. Alles in allem kann das Buch jedem empfohlen werden, der sich 
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über ein ihm ferner liegendes Gebiet der Mathematik za orientieren 
wünscht. 

Gharlottenburg. G. Wallenberg. 

Emesto Pascal« Die Detenninanten. Eine Darstellnng ihrer Theorie 
und Anwendungen mit Rücksicht auf die Gesamtheit der neuesten 
Forschungen. Berechtigte deutsche Ausgabe von Dr. Hermann Leitz- 
mann. A. u. d. T.: B. G. Teubner's Sammlung von Lehrbüchern auf 
dem Gebiete der Mathematischen Wissenschaften mit Einschlufs ihrer 
Anwendungen, m. Band [XVI u. 266 S.] gr. 8. 1900. In Leinwand 
geb. n. JL 10. — 
Dieser dritte Band der Teubn er sehen Sammlung von Lehrbüchern der 
mathematischen Wissenschaften, der eine ausgezeichnete deutsche Bearbeitung 
des Pascal sehen Lehrbuches der Determinanten bringt, wird vielen wiU- 
kommen sein, sowohl demjenigen, der sich mit diesem wichtigen Werkzeug 
mathematischer Forschung erst vertraut machen will, als auch dem, der 
dem Gebiete ein weiteres Studium widmen will. Denn der erste Teil des 
Buches giebt nach einer kurzen historischen Einleitung, von der Jacobischen 
Definition der Determinante als Summe von n! Produkten aus je n Faktoren 
ausgehend, eine auch jedem Anfänger leicht verständliche Ableitung der 
fundamentalen Eigenschaften der Determinanten, lehrt darauf die Bildung 
der Determinanten aus ihren Minoren, die Multiplikation zweier Determi- 
nanten, die Darstellung der Minoren der Produktdeterminante als Produkt 
zweier rechteckigen Matrices und die wichtigsten Beziehungen einer Determi- 
nante zu ihrer Beziproken. — Im zweiten, bei weitem umfangreicheren 
Teil wird dann aufserordentlich klar und übersichtlich der weitere Ausbau 
dargestellt, den die Theorie der Determinanten bis in die neueste Zeit 
hinein gefunden hat Um nur einiges aus dem reichen Inhalte anzuföhren, 
seien die Abschnitte über symmetrische und halbsymmetrische Determinanten 
erwähnt, femer die sich anschliefsenden über die Pf äff sehe Funktion, die 
Hankeischen und die cyklischen Determinanten; die Untersuchung der De- 
terminanten, die aus sämtlichen ünterdeterminanten einer bestimmten Ordnung 
gebildet sind, die also eine Verallgemeinerung der reziproken Determinanten 
darstellen; die Erweiterung des Laplace sehen Satzes von Netto über die 
Zerlegung der Determinanten in eine Summe von Produkten ans Unter- 
determinanten; die Sätze über komponierte Determinanten von Eronecker, 
Sylvester, Piequet u. a., die Besprechung einer grofsen Zahl spezieller 
Determinanten^ der orthogonalen Determinanten, der Konvergenz unendlicher 
Determinanten, der kubischen Determinanten u. s. w. In den letzten Ab- 
schnitten des Buches sind die Anwendungen der Determinanten auf lineare 
Gleichungen (Resultante und Diskriminante), femer die Jaco bische und die 
Hessesche Funktionaldeterminante ausführlich behandelt. 

Überall sind die Sätze klar ausgesprochen und mit möglichst einfachen 
Beweisen versehen, so dafs auch weniger Geübte das Buch leicht studieren 
können. Einem jeden Abschnitt ist ein ausfahrlicher Litteraturbericht bei- 
gegeben, äufserst wertvoll für jeden, der sich schnell und bequem über das 
xmterrichten will, was bisher auf einem bestimmten Gebiete geleistet ist. 
Die Auffindung eines solchen Teilgebietes ist außerdem durch ein genaues 
Sachregister am Ende des Buches erleichtert. 
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Die Vollfit&ndigkeit, mit der der genannte Stoff bis zu den Forscliimgen 
der letzten Jahre zusammengetragen und bearbeitet ist, sowie die ausführ- 
lichen Litteratumachweise rechtfertigen das Erscheinen des Buches neben 
den wertvollen vorhandenen Büchern über Determinanten, besonders dem 
wohl immer noch am meisten geschätzten Baltzerschen. Das letztere ist 
durch das Pascal sehe keineswegs überflüssig geworden, sondern beide er- 
gänzen sich. Sowohl der An^lnger wird Baltzer gern zu Bäte ziehen, da 
dieser die fundamentalen Eigenschaften der Determinanten in gröfserer Breite 
darstellt und durch viele Beispiele erläutert; als auch wer sich über geo- 
metrische Anwendungen genauer unterrichten will, wird das Baltzer sehe 
Buch zur Hand nehmen, da die Darstellung der Anwendungen nicht im 
Plane von Pascal lag. Nichtdesto weniger kann man auch bei ihm überall 
aus den Notizen über die einschlägige Litteratur ersehen, bei welchen 
Untersuchungen auf dem Gebiete der Geometrie, Algebra oder Analysis die 
betreffenden theoretischen Sätze gefunden wurden, oder bei welchen ihre 
Anwendung in Frage kommt. 

Grofs-Iichterfelde. Edm. Schulze. 

H. A. Lorentz. Lehrbuch der Differential- nnd Integralreohnung 

und der Anfangsgründe der analytischen Geometrie mit besonderer Be- 
rücksichtigung der Bedür&isse der Studierenden der Naturwissenschaften 
bearbeitet. Unter Mitwirkimg des Verfassers übersetzt von G. C. Schmidt, 
Mit 118 Figuren. Leipzig 1900. Job. Ambros. Barth. VII, 476 S. 
Das holländische Original ist 1883 erschienen. Wir bemerken dieses von 
vornherein, weil daraus hervorgeht, dafs gewisse Ähnlichkeiten mit Lambs 
Infimtesimalkalkul von 1897 (vergl. Bd. 43 der Zeitschrift f. Math. u. Phjs., Hist. 
litter. Abtlg. S. 204 — 205) keinesfalls darauf beruhen können, dafs Hr. Lorentz 
unter dem Einflüsse des später veröffentlichten Werkes stand. In der That 
müssten wir, wenn wir Vergleiche im einzelnen anstellen wollten, recht 
vieles aus dem Lorentz sehen Buche nennen, was uns im Lambschen Werke 
bemerkenswert erschien. Die Stellung der Lehre vom Taylor sehen Satze 
hinter der Lehre von den bestimmten Integralen, die Auffindung von Maxi- 
mal- und Minimalwerten ohne Kenntnis des Taylor sehen Satzes, die be- 
sondere Betonung des integrierenden Faktors in dem Kapitel von den Diffe- 
rentialgleichungen, die Auswahl von für den Physiker und für den Chemiker 
besonders interessanten Übungsbeispielen sind beiden Schriften gemeinsam, 
wezm auch nicht in dem Grade, dais von einem einfachen Übernehmen der 
entsprechenden Stücke die Bede sein könnte. Auch anderes glauben wir 
ans dem Lorentz sehen Buche hervorheben zu sollen: eine etwa den vierten 
Teil des Ganzen in Anspruch nehmende Einleitung über Trigonometrie und 
analytische Geometrie, die Erörterung des Integrationsweges (S. 291 flg.), 
ein ganzes Kapitel über Fouriersche Eeihen. Komplexe Grölsen treten 
erstmals bei der Integration der linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung (S. 418) auf, wo sie die Zusammenfassung von Exponentialgröfsen 
niit trigonometrischen Funktionen ermöglichen sollen. Herr Lorentz definiert 
sie in rein formaler Weise, so dafs die Bedeutung i=y — 1 als Folge 
einer Übereinkunft erscheint. Unsere Leser erkennen aus diesen wenigen 
Andeutungen, dafs das neu erschienene Buch reich an Eigentümlichkeiten 
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ist und die Zahl der gaten Werke über die InfinitesimalrechnmLg aber- 
mals yermehrt hat. Das am Schlüsse angehängte Register ist leider allznnn- 
vollständig, als dafs es seinen Zweck erfüllen könnte. 

Heidelberg. M. Cantor. 

Augustiii Louis Cauehy. Bestimmte Integrale iwiBohen imaginären 
Qrenaen (1825), herausgegeben von P. Stftckel. Leipzig 1900, Engel- 
mann. (Ostwald's Klassiker Nr. 112.) 
Wenn auch Gaufs schon im Dezember 1811 volle Klarheit über den 
Sinn und den Wert eines bestimmten Integrals zwischen imaginären Grenzen 
besafs, so blieb doch die Thatsache bis zur Veröffentlichung seines Brief- 
wechsels mit Bessel vollständig unbekannt. Mit Recht gilt daher Cauchys 
Aufsatz von 1825 als derjenige, von welchem an die neue Lehre an die 
Öffentlichkeit trat. Hr. Stäckel hat seiner Übersetzung eine Übersicht von 
Cauchys bewegtem Leben und Litteratumachweise beigefügt, welche sich 
sehr nützlich erweisen, da Cauchy selbst in dieser Beziehung sich sehr 
kurz zu fassen liebte und, wenn er Vorgänger nannte, es bei der Namens- 
nennung beliefs, ohne zu sagen, wo die betreffende Arbeit veröffentlicht sei. 
Heidelberg. M. Cantob. 

N. H. Abel, über eine besondere Klaaee algebraisoh anflöebarer 
Gleiehnngen (1829), herausgegeben von Alfred Loewy. Leipzig 1900, 
Engelmann. 50 S. (Ostwald's Klassiker Nr. 111.) 
Nachdem Abel 1826 die Unmöglichkeit der algebraischen Auflösung 
der allgemeinen Gleichung n^^ Grades, sofern n>4, erkannt und bewiesen 
hatte, zeigte er 1829, dafs es zahlreiche Gleichungen höheren Grades giebt, 
denen algebraische Auflösbarkeit zukonmit, die später sogenannten A hei- 
schen Gleichungen. Die in firanzösischer Sprache geschriebene Abhand- 
lung ist von Herrn Loewy übersetzt und mit Anmerkungen versehen 
worden. Letztere betreffen insbesondere die Ergänzungen, welche Abels Er- 
gebnisse durch Galois, dann namentlich durch Kronecker erhalten haben. 
Heidelberg. M. Gaktor. 

Bodolphe Onimaries. Lea mathömatiqueB en Fortogal au TTTY^ Sidole. 

Aper9U historique et bibliographique. GolCmbra, 1900. Imprimerie de 

Tuniversit^. 167 pag. 
In einer kurzen Übersicht schildert der Verfasser, wie an einen rasch 
vorübergehenden durch Pedro Nunes herbeigeführten Höhezustand der 
portugiesischen Mathematik im XVI. Jahrhundert ein tiefes Sinken derselben 
.sich anknüpfte. An der Universität Co!(mbra wirkten Jesuiten, welche nur 
elementarste Kenntnisse lehrten, und erst 1772 hob sich dieser Unterricht 
wieder in Folge einer Neuordnung der Universität. Zwei Namen treten 
hier bevor, welche, wie es scheint, verdienen, auch auiserhalb ihrer Heimat 
gekannt zu sein: Monteiro da Rocha und Anastacio da Gunha. Den 
Hauptbestandteil des schön ausgestatteten Buches bilden aber die mit sehr knapp 
gehaltenen Inhaltsangaben verbundenen Titel aller mathematischen Schnften 
und Aufsätze, welche von 1800 bis 1899 in Portugal gedruckt worden sind. 
Heidelberg. M. Cantor. 
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Bndolf Boger. Ebene Gteometrie der Lage. Mit 142 Figuren. Leipzig 
1900, J. Goschen. 5 M. 289 S. 

Das vorliegende Buch ist der 7. Band der Sanunlung Schubert. Der 
Titel entspricht dem Inhalte nicht ganz, denn dieser beschränkt sich im 
wesentlichen auf die Theorie der Kegelschnitte. Im ersten Teile werden sie direkt, 
im zweiten unter der Form des Polarsystems (Polarfeldes) behandelt. Der Ver- 
fasser will sich im allgemeinen an y. Staudt und Beye anschliefsen. Er 
ändert ihnen gegenüber die Beihenfolge in der Weise, dafs er die perspek- 
ÜTische Verwandtschaft an die Spitze des Buches stellt. Das Imaginäre 
wird ganz umgangen, indem der Begriff des Wurfes etwas allgemeiner 
gefaljBt wird als bei v. Staudt. 4 Punkte J., B^ (7, B werden in 2 Paare ge- 
ordnet. Der Inbegriff von 2 solchen Paaren wird als Wurf definiert. Die 
4 Punkte bilden also 3 Würfe: AB, CD; AC, BD und AB, BC, Unter 
ihnen heilst der zweite, bei welchem sich die Paare trennen, elliptisch. Die 
2 übrigen heifsen hyperbolisch. Von Doppelelementen (Ordnungselementen) 
wird nur im letzeren Falle gesprochen. Der Verfasser findet das Imaginäre 
nicht nur unnötig sondern geradezu schädlich; „denn es kann, weil ihm 
keine Vorstellung entspricht, nur verwirrend wirken. Das Wort imaginär 
sollte daher aus der Geometrie der Lage verschwinden". Wir können uns 
dieser — wir möchten sagen realistischen — Ansicht nicht anschliefsen. 
Die Greometrie arbeitet mit definierten Begriffen, welche zum Teil in der 
Erscheinungswelt Analogien haben, zum Teil nicht. Einer der letzteren 
Begriffe ist das Imaginäre. Er erweist sich als sehr praktisch, giebt den 
Gesetzen einen allgemeinen Gültigkeitsbereich, und gerade, wenn es sich um 
Anschauung handelt, verwirrt er nicht, sondern er gestattet eine scharfe 
Scheidung zwischen dem, was vorstellbar ist, und dem, was nur definiert ist. 
Warum sollten wir also diesem Begriffe aus dem Wege gehen? Reye 
nennt es geradezu ein Verdienst von v. Staudt^), dafs er das Imaginäre in 
die Geometrie der Lage eingeführt hat, und wir möchten ihm voll und ganz 
beistimmen. Der Verfasser verzichtet für den Hauptlehrgang auf jede 
Rechnung und auf planimetrische Hilfsmittel. Damit schliefst er alle 
metrischen Beziehungen aus. „Weil aber — sagt er — durch Übung und 
Unterricht Gleichheit und Parallelität wichtige Hilfsmittel f&r imser An- 
schauungsvermögen geworden sind'', so werden die planimetrischen Folge- 
rungen in besonderen — durch Sterne hervorgehobenen Abschnitten — be- 
handelt. Es ist dies eine Art Eompromifs zwischen einem theoretischen 
Standpunkte und den praktischen Bedürfiiissen ; denn gerade für diese — 
für das Konstruieren — sind die metrischen Beziehungen von grofsem 
Werte. Reye behandelt sie stets sehr eingehend und schliefst sie samt dem 
Doppelverhältnis ohne weiteres in sein System ein. 

Um das ünendlichfeme zu vermeiden, führt der Verfasser für jede 
Gerade einen uneigentlichen Punkt ein. Uns liegt es näher, einen unend- 
lich fernen Punkt zu definieren, als von einem Punkte zu reden, der eigent- 
lich kein Punkt ist. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehen wir näher auf den Inhalt 
des Buches ein und bemerken, dals der Stoff nach dem Prinzip der Dualität 
angeordnet ist. Wir beschränken uns daher bei der Inhaltsangabe auf die 

1) Reye: Geometrie der Lage, 4. Aufl. S. 204. 
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eine Hälfte und betonen besonders die Abweichungen des Verfiissers vom 
gewöhnlichen Sprachgebrauche. 

Der Verfeisser erklärt zuerst perspektivische Gebilde, leitet die harmo' 
nische Gruppe mit Hilfe des vollständigen Vierecks ab und geht hierauf 
zur projektivischen Verwandtschaft über. Das Erzeugnis von 2 projektivi- 
schen Büscheln wird als ,,krummes Grundgebilde'^ definiert Die Konstruktion 
von Kegelschnitten, der Satz von Pascal und spezielle Fälle schliefsen sich 
dieser Erklärung an. Dann wird die Involution definiert Das vertausch- 
bare (nach Beye doppelte) Entsprechen nennt der Verfasser ein zweifaches. 
Projektivität und Involution werden auf den Kegelschnitt übertragen. Der 
Verfasser redet von „krummen Würfen, krummen Involutionen, krummen 
Strahlenbüscheln^^ und konmit so zur Theorie von Pol und Polare. Die 
Polinvolution auf einer Geraden nennt er konjugierte Involution (konjugiert 
sind doch nur die Paare). Im Zusanmienhange mit dieser Involution wer- 
den die Geraden als elliptische und hyberbolische unterschieden. Wir glauben, 
die Anschauung wird durch diese Worte weniger gefördert, als wenn wir 
von Geraden reden, welche den Kegelschnitt reell und imaginär — d. h. 
nicht — schneiden. 

Zum Schlüsse des ersten Abschnittes werden unter Stern eine Reibe 
metrischer Relationen behandelt — Durchmesser, Brennpunkte, Krnmmungs- 
kreise — welche sich zum Teile an besondere Involutionen knüpfen. Da- 
bei werden die Namen: zirkuläre (Rechtwinkel) Involution, fokale Involution, 
diagonale Involution eingeführt. Die fokale Involution ist diejenige, welche 
die Brennpunkte zu Doppelpunkten hat Die diagonale Involution geht von 
2 Involutionen ^', h^ auf g^ h aus. Dem Schnittpunkte ü der Geraden </, 
h sollen die resp. Punkte Gj H entsprechen. Ihre Verbindungslinie sei u. 
Schneidet dann eine beliebige Gerade a aus ^, ft ein Punktepaar x^ y, so 
werde ihr die Gerade o^ zugeordnet, welche die Punkte x^^ y^ verbindet 
Die Geradenpaare aa^ schneiden aus u Paare einer neuen Involution, 
welche diagonale Involution genannt wird. Auf der Geraden a wird durch 
das Paar x, y und durch die Schnittpunkte A^ A mit o^ und u eine weitere 
Involution bestimmt, welche Hauptinvolution heifst Bei der Punktinvolution 
wird der entsprechende Punkt zum unendlich fernen Punkte „Fluchtpunkt^^ 
genannt (sonst in der Litteratur Mittelpunkt). Die Polare des Brenn- 
punktes heilst Richtlinie (sonst Direktrix). 

Der zweite Teil des Buches über das Polarfeld beginnt mit neuen Namen. 
2 knunme Punktinvolutionen heifsen resultierend, wenn ihre Zentra (Pole) 
konjugierte Punkte sind. Zu irgend 2 Involutionen mit den Zentren Q, jß 
gehört eine dritte Involution, welche zu beiden resultierend ist. Ihr Zentrum 
ist der Pol der Geraden QB. Alle Involutionen, deren Zentra auf dieser 
Geraden liegen, haben dieselbe resultierende Involution und heifsen kompo- 
nierende Involutionen. Jede resultierende zu einer koigugierten Involution 
heilist zum Kegelschnitt adjungiert. Die Reihen, welche eine Gerade aus 
2 projektivischen Büscheln schneidet, werden „konjugierte Projektivitäten^^ 
genannt. 

Nach diesen und einigen weiteren unwesentlichen Definitionen be- 
spricht der Verfasser die koUineare und reciproke Verwandtschafb, sowie 
den involutorischen Fall, welcher als „Polarfeld zweiter Ordnung" eingeführt 
wird. (Polare Felder bei Reye.) Dasselbe wird in verschiedener Weise 
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bestimmt imd die Ordnungskurve wird hervorgehoben. Dami werden 
Büschel Yon Polarfeldem betrachtet. Bekanntlich gehen die Polaren eines 
Punktes P in Bezug auf alle Felder durch einen festen Punkt P^. Solche 
(doppelt konjugierte) Punkte werden absolut konjugiert genannt, und es 
wird der Kegelschnitt konstruiert, welcher einer Geraden entspricht. Femer 
wird eine projektivische, resp. involutorische Verwandtschaft zwischen einer 
geraden und einer krununen Punktreihe in folgender Weise hergestellt: 
Aus einem Punkte Ä eines Kegelschnittes wird eine gerade Beihe auf den 
Kegelschnitt projiziert. Die entstehende krumme Beihe wird sodann aus 
einem Punkte Ä der Geraden auf den Kegelschnitt zurückprojiziert. Da- 
durch wird eine Korrespondenz zwischen den Punkten des Kegelschnittes 
imd der Geraden festgelegt. Diese Beziehung heifst Involution dritter Ord- 
nung. SchlieMich wird ein Paar einer Polinvolution durch eine neue — 
die adjnugierte Involution — ersetzt, welche dieses Paar zu Doppelpunkten 
hat Dadurch wird es möglich, ohne EinfEQirung des Imaginären das Polar- 
feld in allgemeinster Form durch 5 adjungierte Involutionen zu bestimmen. 
Diese Aufgabe hat der Verfasser vor Jahren in einer Abhandlung gelehrt^), 
und man erkennt leicht, da(s aus derselben das vorliegende Buch heraus- 
gewachsen ist. Dies mag wohl der Grund sein, warum es nach unserer 
Meinung nicht ganz einem Lehrbuche entspricht, welches nach dem Pro- 
spekte der Schubertschen Sanmilung „den BedürMssen des Praktikers 
Rechnung tragen und auch für den Nichtfachmann verständlich sein soU^S 
Besonders nach konstruktiver Seite hin wird der Praktiker weniger finden 
als in anderen bekannten Lehrbüchern. 

Wir machen noch auf einige Einzelheiten auünerksam, welche uns 
aufgefallen sind. Abgesehen von manchen neuen Wortbildungen für Dinge, 
welche sich längst unter gut gewählten . Namen in der Litteratur eingelebt 
haben, finden wir es störend, stets schlechtweg von einer krummen Linie, 
einer Kurve zu reden, wo es sich nur um Kegelschnitte handelt. Mifsver- 
standen kann wohl auch Satz 35 werden. Die 2 Punktreihen werden zu 
einer dritten perspektivisch gemacht, bleiben aber projektivisch. Im übrigen 
ist die Sprache des Buches eine klare und dasselbe ist vorzüglich ausgestattet. 

Zürich. Chr. Betel. 

Rudolf Boger. Elemente der Geometrie der Lage, für den Schulunterricht 
bearbeitet. Mit 33 Fig. Leipzig. G. J. Göschen 1900. 62 S. 90 Pfg. 
Der Verfasser findet — wohl mit Recht — dafs in dem Unterricht 
der oberen Klassen die Geometrie hinter der Arithmetik zurücktritt. Er 
will diesem Übelstande mit dem vorliegenden Büchlein abhelfen. Dasselbe 
ist ein geschickt zusammengestellter Auszug aus der „ebenen Geometrie der 
Lage^, welche der Verfasser in der „Sanmilung Schubert'^ herausgab Es 
behandelt harmonische Elemente, die projektivische Verwandtschaft und ihre 
Anwendung auf „knunme Grundgebüde'^ d. h. auf die Kegelschnitte. In 
einem Anhange werden eine Anzahl (120) von Aufgaben und Lehrsätzen 
zusammengestellt. 



1) BOger: Über Büsche! und Netze von ebenen Polarsystemen zweiter Ordnung. 
Hamburg 1886. 

AzcUy der Mathematik und Physik. HL Beihe. HL 6 
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Das Büchlein wird seinen Zweck besonders dann gut erfüllen, wenn 
der Lehrer das Hauptgewicht auf konstruktive Übungen legt, denn diese 
werden gewöhnlich gegenüber den numerischen Rechnungen vernachlässigt. 

Zürich. Christian Betel. 



W, Ahrens. MathematiBOhe Unterhaltungen und Spiele. Leipzig, 1901, 
B. G. Teubner. 8^. Vm + 428 S. 

In der neueren deutschen mathematischen Litteratnr findet man ver- 
hältnismäTsig wenige Bücher und Abhandlungen, die sich mit den in vielen 
Beziehimgen interessanten Problemen beschäftigen, auf die man durch ver- 
schiedene Spiele und Unterhaltungen geführt wird. Es ist daher das Er- 
scheinen des obigen Buches mit Freude zu begrüfsen umsomehr, als es den 
äufserst reichhaltigen Stoff in knapper und klarer Darstellung bietet, die 
ebenso dem Laien verständlich sein wird wie sie den Mathematiker fesselt; 
es steUt sich das Buch den trefflichen Schub er tschen „Mathematischen 
Mufsestunden'^ ergänzend zur Seite. 

Aus dem reichen Inhalte möchte ich als besonders interessant hervor- 
heben die ausführliche Behandlung der verschiedenen Brettspiele, den Ab- 
schnitt über magische Quadrate, die Probleme aus der Analysis situs und 
das Farbenkarten -Problem. Besonders erwähnt zu werden verdient der 
übersichtlich angeordnete, umfangreiche litterarische Index, der über 300 
einschlägige Abhandlungen und Bücher aufführt. 

Berlin. P. ScHAFHErruN. 

B, Weinstein, Thermodynamik und Kinetik der Körper. Erster 

Band: Allgemeine Thermodynamik und Kinetik und Theorie der idealen 
und wirklichen Gase und Dämpfe. F. Yieweg und Sohn. Braunschweig 
1900. XVm u. 484 S. 8^ 

Das mit ungewöhnlichem Fleifs und Scharfsinn geschriebene Buch ent- 
hält viel des Interessanten und Originellen, als Lehrbuch der Thermodynamik 
aber ist es nicht zu betrachten. Ungewöhnlich ist die Anordnung und die 
Darstellung^ ebenso die Auswahl der mit Vorliebe behandelten Probleme. 

In der Anordnung fällt das Durcheinanderarbeiten der Thermodynamik 
und der Kinetik auf. So werden die beiden Hauptsätze der mechanischen 
Wärmetheorie erst thermodynamisch, unmittelbar darauf aus kinetischen 
Hypothesen abgeleitet. Ganz durchführen hat der Verfasser den Versuch 
der parallelen Anwendung thermodynamischer und kinetischer Methoden nicht 
können. Die grundsätzliche Verschiedenheit beider nötigt zu einer Sonderung, 
welche auch schon deshalb erwünscht ist, weil der Grad der Erkenntnis, 
welchen beide gewähren, durchaus verschieden ist. 

Was die Darstellung betrifft, so tritt in ihr das Bestreben hervor, den 
dargebotenen Stoff nicht blofs plausibel zu machen, sondern die benutzten 
Methoden mit eindringender Kritik auf ihren Wert und ihre Strenge zu prüfen, 
ihre Grenzen und Mängel festzustellen und die Punkte aufzusuchen, an denen 
sie abänderungsbedürfkig oder -fähig sind. In dieser Kritik besteht meines 
Erachtens der Hauptvorzug und Hauptreiz des Buches, welches gerade da- 
durch auch den Leser zur Kritik anregt. Ohne dieser Anregung hier weiter 
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zu folgen, möchte ich nur »uf die Herleitong des Max wel Ischen Verteilungs- 
gesetzes hinweisen. Die Annahme des Verfassers, daCs die Ahweichnngen 
der drei Geschwindigkeitskomponenten vom Mittel unabhängig von einander 
sind, scheint mir ebensowenig gestattet, wie die ursprünglich von Maxwell 
gemachte Annahme, dals die Oeschwindigkeitskomponenten selbst unabhängig 
von einander sind. 

Unter den behandelten Problemen ninunt den bevorzugtesten Platz die 
Zustandsgieichung ein, mit welcher sich der Verfasser mehrfach in eigenen 
TJntersnchungen beschäftigt hat Im dritten Kapitel werden die allgemeinsten 
Zustandsgleichnngen der Körper aus dem Virialsatz abgeleitet und zwar 
anter zwei Voraussetzungen, einmal unter der Annahme einer kontinuierlichen 
Substanz, das zweite Mal för molekulare Beschaffenheit, wobei die Rechnung 
jedesmal fOr den Fall durchgeführt wird, dals nur Femkräfte wirken, und 
fOr den Fall, dafs bei den Zusanunenstöfsen auch Druckkräfte auftreten, 
welche von den Femkräften verschieden sind. In diesen Ableitungen steckt 
eine ungeheure Arbeit, deren Früchte für die physikalische Erkenntnis vor^ 
läufig noch recht bescheiden sind Das geht besonders aus dem letzten 
Kapitel des Buches hervor, in welchem unter aufserordentlich sorgfältiger 
Benutzung des vorliegenden Beobachtungsmaterials der Versuch gemacht 
wird, die Resultate der Theorie mit der Erfahrung an wirklichen Oasen zu 
vergleichen. Es ist zu hoffen, daTs die physikalische Bedeutung der Unter- 
suchungen des Verfassers, welche eine Verallgemeinerung der Überlegungen 
von van der Waals, Glausius u. a. darstellen, in Zukunft klarer hervor- 
treten möge. Vielleicht trägt das vorliegende Buch dazu bei, ausgedehnte 
experimentelle Untersuchungen über die Zustandsgieichung der Körper an- 
zurufen, für welche der Verfasser im Vorwort die Hilfe des Staates, speziell 
der physikalisch-technischen Reichsanstalt anruft. 

Zum Schlufs eine kurze Inhaltsangabe: 

L Wärme und Wärmeerscheinungen. (Begrifbbestimmungen und De- 



n. Die Grtmdlagen der Wärmelehre. (Die beiden Hauptsätze der 
Thermodynamik, thermodynamisch und kinetisch betrachtet.) 

in. Die Zustand^leichung der Körper, imbesondere der Gase und 
FlüssigkeUen. (Bedeutung der Zustandsgieichungen und ihre Herleitung.) 

IV. Gleidmngen und Darstellungen der ThermodynamUc, (Spezifische 
und latente Wärmen, Entropie, Energie etc., adiabatische, isothermische etc. 
Vorgänge, graphische Darstellungen.) 

V. Zustandsgieichung und Kinetik der idealen Gase. (Gasgesetze und 
Grundlagen der kinetischen Oastheorie für ideale Gase.) 

VI Thermisches Verhalten der idealen Gase. (Thermodynamik der idealen 
Gase, chemische Umsetzungen in Grasen.) 

Vn. Bewegungy Reihung und Wärmeleilung in idealen Gasen. Maxwells 
Theorie der Gase. (Besonders hervorzuheben ist die Kritik der Maxwellschen 
Theorie.) 

Vlll. Die wirIcUchen Gase. (Zustandsgieichungen nach van der Waals, 
Glausius etc. verglichen mit der Erfahrung, kritischer Zustand der Gase 
und Flüssigkeiten, Verdampfung und Verflüssigung.) 

Berlin. . E. Pbinoshsim. 
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F. Sohlransch. Lehrbnoh der prakttsohen Physik. Neunte um- 
gearbeitete Auflage des Leitfadens der praktischen Physik. XXYII u. 
610 S. Leipzig und Berlin, B. G. Teubner. 1901. 

Aus dem Unterricht im physikalischen Praktikum hervorgegangen und 
zunächst wesentlich für die Zwecke dieses Unterrichts bestimmt, hat der alt- 
bewährte Leitfaden des Verfassers mit jeder neuen Auflage an Umfang und 
Lihalt zugenommen und ist über seinen ursprünglichen Zweck hinausgewachsen. 
Daher hat der Verfasser neuerdings für die Zwecke des elementaren Prak- 
tikums einen „kleinen Leitfaden*^ erscheinen lassen, wähi-end das vorliegende 
,Jjehrbuch^^ ein Eepertorium darstellt, welches niemand, der eine Aufgabe 
der messenden Physik zu behandeln hat, ohne Erfolg um Bat fragen wird. 
Unter den verschiedenen dem gleichen Zwecke dienenden Methoden wird man 
sich leicht die für den vorliegenden Fall geeignetste heraussuchen können. 
Die überall beigefugten Litteratumachweise erleichtem dem tiefer Ein- 
dringenden die Auffindung der Quellen. 

Gegenüber der 8. Auflage sind eine Anzahl wichtiger Kapitel neu 
hinzugekommen, so das Kapitel: „Hertz sehe Wellen'^ bearbeitet von Arons, 
„Geifsl ersehe Röhren, Kathodenstrahlen*', u. a. Aber auch da, wo der 
eigentliche Lehrstoff sich nicht wesentlich geändert hat, spürt man überall 
in Verändeiomgen der Anordnung und Darstellung die Sorgfalt und Gründ- 
lichkeit der Neubearbeitung. 

Bei dem wohlbegründeten Euf absoluter Zuverlässigkeit, den sich der 
Leitfaden erworben hat, ist man gewöhnt, alles, was im Kohlrausch steht, 
als imbedingt richtig zu betrachten. Daher sei es gestattet, darauf hin- 
zuweisen, dafs auf S. 316 die Plancksche Gleichung für die schwarze 
Strahlung als allgemein giltig hingestellt wird, obwohl dies noch nicht mit 
Sicherheit erwiesen ist. 

Auch die auTserordentlich wertvollen dem Buche beigefügten Tabellen 
sind vermehrt und umgearbeitet worden. So sind alle Zahlen einheitlich 
auf eine Zimmertemperatur von 18^ bezogen worden. 

Auch in seiner neuen Gestalt wird das Buch bleiben, was es schon 
Generationen von Lernenden und Lehrenden gewesen ist, ein treuer und zu- 
verlässiger Berater, der nicht im Bücherschrank, wohl aber auf dem Schreib- 
tisch und auf dem Expenmentiertisch des Physikers zu finden ist. 

Berlin. E. Pbingsheim. 

J« J. Thomson. Los d^ohargea öleotriques daiiB les gas. Ouvrage 
traduit de Panglais avec des notes par Louis Barbillion et une preface 
par Ch. Ed. Guillaume. Paris. XVI u. 172 S. Gauthier-Villars. 1900. 
Das Thomsonsche Buch ist aus einer Reihe von Vorträgen entstanden 
und macht nicht den Anspruch, ein systematisch gegliedertes, den Stoff 
erschöpfendes Lehrbuch zu sein. Und das Gebiet, mit welchem es sich be- 
schäftigt, ist gerade jetzt in einer so grundlegenden Umwälzung begriffen, 
dafs es verfrüht wäre, ein Lehrbuch über Gasentladungen zu schreiben. 
Ohne aber ein Lehrbuch zu sein, wird das Werk jedem, der mit den nötigen 
Vorkenntnissen herantritt, eine reiche Quelle der Belehrung werden. Haben 
doch gerade der Verfasser und seine Schüler am thätigsten und erfolg- 
reichsten sich bemüht, durch quantitative Folgerungen die Hypothese von 
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der Materialität der Eathodenstrahlen zu prüfen und auszubauen, und dadurch 
in hervorragender Weise an der Begründung der Elektronentheoiie mitgewirkt, 
welche in raschem Siegeslauf die physikalische Welt erobert hat. Und sollte 
auch — was nicht ganz ausgeschlossen erscheint — dieser Siegeslauf ein 
ebenso rasches Ende finden, immer werden die von dem Verfasser gefundenen 
nnd in diesem Buche dargestellten Thatsachen eine bleibende Bedeutung 
behalten, und immer werden seine Arbeiten ein schönes Beispiel dafür liefern, 
wie die konsequente Anwendung einer Hypothese zur Entdeckung neuer 
Thatsachen führt. 

Seit dem Erscheinen des englischen Originals haben die in dem Buche 
behandelten Fragen teils durch den Verfasser selbst, teils durch andere 
wichtige Fortschritte gemacht, so dafs das Buch nicht im Stande ist, dem 
Leser einen guten Überblick über den jetzigen Stand der Wissenschaft zu 
geben. Aber als Einführung in den Gedankenzug, welcher den Verfasser und 
die Mitstrebenden zu so schönen Erfolgen geführt hat, kann es auch jetzt 
noch jedem Leser empfohlen werden. 

Von den 3 Hauptkapiteln des Buches: „I Elektrische Entladungen in 
Gasen. 11 Lichtelektrische Wirkungen. IQ Eathodenstrahlen*^ nimmt das 
letzte das Hauptinteresse in Anspruch. In einigen beigefügten Noten ergänzt 
der Übersetzer in wertvoller Weise die historische Darstellung und führt sie 
bis auf die neueste Zeit fort. Die Vorrede von Guillaume beschäftigt sich 
wesentlich mit den Biadiumstrahlen. Interessant ist eine hier mitgeteilte 
Hypothese von Villard, welcher die Konstanz des Verhältnisses zwischen 
elektrischer Ladung und Masse der die Kathodenstrahlen bildenden hypo- 
thetischen Teilchen dadurch zu erklären sucht, dals in allen Vakuumröhren, 
welches Gas man auch einzuschliefsen sich bemüht hat, stets das gleiche 
Element vorhanden ist, etwa Wasserstoff, der durch Zersetzung des den 
Wänden anhaftenden Wassers entsteht. 

Berlin. E. Prinosheim. 

£• Cahen. tsi^ments de la thöorie des nombres. Paris, Gauthier- 
Villars. 1900. VIE + 403 Seiten. 
Die vorliegende Einführung in die Zahlentheorie motiviert ihr Er- 
scheinen mit dem ausdrücklichen Hinweise darauf, dafs in Frankreich kein 
modernes Lehrbuch dieses Wissenschaftszweiges existiere, während in Deutsch- 
land eine ganze Anzahl von Gompendien dem Lernenden zur Verfügung 
stehen. Unter diesen Umständen kann die nachfolgende Besprechimg sich 
der Hauptsache nach darauf beschränken, die Umgrenzung des Stoffes dar- 
zulegen und auf diejenigen Einzelheiten hinzuweisen, in denen das Buch 
über andere elementare Darstellungen der Zahlentheorie hinausgeht. Ver- 
gleichen wir es mit dem wohlbekannten Lehrbuche von Dirichlet-Dede- 
kind, das hier nur in seinem ersten ursprünglichen Teile in Betracht kommt, 
so giebt es insofern weniger, als die transcendente Bestimmung der Klassen- 
zahl binärer quadratischer Formen ausgeschlossen ist; dafür bietet es 
andererseits in den elementaren Teilen der Zahlentheorie eine gröfsere 
Menge von Einzelheiten, stellt den Gegenstand in behaglicher Breite dar 
nnd giebt eine Fülle von Zahlenbeispielen, um auch den mathematischen 
Amateur für dieses reizvolle Gebiet der Mathematik zu gewinnen. 
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Der Inhalt des Buches ist in sechs Kapitel gegliedert, denen sich eine 
Anzahl Noten über spezielle Zahlenprobleme, die in keinem direkten Zu- 
samm^ihange mit dem Hauptgegenstande stehen, xmd mehrere Zahlen- 
tabellen anschliessen. Von diesen sechs Kapiteln sind die ersten beiden 
den Elementen mit Einschlnfs der regulären Kettenbmchentwickelnngen 
rationaler Brüche, die mittleren zwei den Kongruenzen und dem quadra- 
tischen ßeziprozit&tsgesetze, die letzten zwei den Irrationalzahlen und den 
binären quadratischen Formen gewidmet. Die Theorie der quadratischen 
Formen ist vollkommen im Rahmen der Gaufs-Dirichletschen An- 
schauxmgen behandelt, nur die Beweise sind gelegentlich noch vereinfacht, 
und z. B. ist die sonst ziemlich weitläufige Theorie der indefiniten Formen 
dadurch, dafs die Theorie der periodischen Kettenbrüche in dem Kapitel 
über Irrationalzahlen vorausgeschickt ist, in eine überaus übersichtliche und 
klare Gestalt gebracht worden. Aber vielleicht wäre es eben darum an- 
gebracht gewesen, den engen Zusammenhang zwischen quadratischen Formen 
und algebraischen Zahlen noch klarer dadurch hervortreten zu lassen, da£s 
eine vollständige Theorie der quadratischen Zahlkörper mit aufgenommen 
und die beiden Äquivalenzprobleme mit einander zur Deckung gebracht worden 
wären. Dem modernen Stande der Forschung und vor allem auch den 
Anwendungen, welche die Zahlentheorie in der Funktionslehre gefunden hat, 
entspricht es durchaus, gewisse Grondbegriffe der Körpertheorie auch für 
die Elemente zu gewinnen, und diesem Bedür&isse kommt ja auch das 
vorangehende Kapitel erfreulicher Weise dadurch entgegen, dafs es, ab- 
weichend von älteren Auffassungen des Stoffgebietes der Zahlentheorie, eine 
ausführliche Darlegung des Begriffes der Irrationalzahl (nach Dedekind) 
und gewisser Eigenschaften der algebraischen Zahlen bringt. Dieses Kapitel 
ist in jeder Hinsicht das interessanteste; besonders sei auf die schöne, dem 
Verfasser eigentümliche Herleitung des Satzes von Liouville über die 
Existenz transcendenter Zahlen verwiesen. 

Die Darstellung ist überall präzis und elegant. Nur einige wenige 
Inkorrektheiten sind dem Referenten bei der Lektüre begegnet. Der Satz, 
der Nr. 95 ist gewifs richtig und geometrisch evident; aber die arith- 
metische Beweisführung ist unrichtig. Bei der Behandlung der Kongruenzen 
nach einem Primzahlmodul wird der Fall mehrfacher Wurzeln ausdrücklich 
berücksichtigt und das Theorem der Nr. 135 wird allgemein ausgesprochen, 
aber nur fOr einfache Wurzeln bewiesen; im Falle mehrfacher Wurzeln 
ist es auch richtig, bedarf aber eines besonderen und etwas anders ver- 
laufenden Beweises. 

Heidelberg. _ __ G. Landsbbbq. 

E. Bardey's AriihmetiBOhe Aufgaben nebst Lehrbnoh der Arithmetik 

vorzugsweise für Realschulen, höhere Bürgerschulen und verwandte 
Anstalten neu bearbeitet und mit einer Logarithmentafel versehen von 
Dr. H. Hartenstein. 3. Aufl. Leipzig, B. G. Teubner. 1900. Geb. 
M. 2.—. 

Auf Grund einer Anregung in der Versammlung sächsischer Realschul- 
lehrer vom Jahre 1895 hat Herr Hartenstein die bekannte Bardeysche 
Aufgabensammlung für die besonderen Zwecke sechsklassiger Realschulen 
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umgearbeitet. Dabei sind nicht nur die Kapitel fortgelassen worden, 
welche über das Pensum der Realschulen hinausgehen, es sind auch viele 
Aufgaben durch andere ersetzt; es ist eine Tabelle der fünfstelligen Briggischen 
Logarithmen der Zahlen von 1 — 10000 und der sechsstelligen Logarithmen 
der Zahlen von 10000 bis 10 809 beigefügt, und die theoretischen Vor- 
bemerkungen zu den einzelnen Paragraphen haben eine zweckmäfsige Um- 
formung erfahren. Daher ist es erklärlich, dafs in wenigen Jahren das 
Buch schon zum dritten Male aufgelegt werden muTste. 

Berlin. C. Fäbbeb. 

E. Bardey'8 AnfgabenBammlung, methodisch geordnet, mehr als 8000 Auf- 
gaben enthaltend über alle Teile der Elementar- Arithmetik, vorzugsweise 
f&r Gymnasien, Bealgynmasien und Ober-Bealschulen. Neue Ausgabe 
nach der 24. Auflage bearbeitet von F. Pietzker und 0. Presler. 
Leipzig und Berlin, B. G. Teubner, 1900. VII und 376 S. geb. 3,20 M. 
£• Barde; 's AriihmetiBOhe Aufgaben nebst Lehrbuch der Arithmetik, 
vorzugsweise für Bealschulen, Progymnasien und Eealprogymnasien. Neue 
Ausgabe nach der 10. Auflage bearbeitet von F. Pietzker und 0. Presler. 
Leipzig und Berlin, B. G. Teubner, 1901. VI und 314 S. geb. 2,60 M. 
Der manchen Universitäten gemachte Vorwurf, dafs sie dem angehenden 
Mathematiker fast ausschliefslich abstrakte Mathematik bieten und die Auf- 
gaben, die das Leben stellt, vernachlässigen, ist deshalb vielleicht nicht ganz 
ungerechtfertigt, weil der so vorgebildete Lehrer leicht in den Fehler ver- 
Mt, die praktische Seite im Unterricht an den mittleren Schulen ver- 
kümmern und so den kräftigsten Hebel für das Interesse und Verständnis 
der Schüler unbenutzt zu lassen. 

Diesem Zustande wollen die vorliegenden beiden Schulbücher nach 
Kräften engegenzuwirken versuchen. 

Im Interesse einer stetigen Fortentwickelung der Lehrmethode und des 
Lehrstoffes ist es mit Freuden zu begrüfsen, dafs die Verfasser sich an die 
mit so anerkannten Vorzügen versehenen Lehrbücher von Bardey möglichst 
eng angelehnt haben. Noch ist es der alte „Bardey^S aber ein neuer 
frischer Geist weht bereits hindurch, bald verständiger gruppierend, bald die 
wichtigen Momente deutlicher und schärfer markierend, hier durch Form 
oder Inhalt fast wertlose Aufgaben ausmerzend, dort im Sinne einer gesimden 
Konzentration Aufgaben aus den verschiedensten Unterrichtszweigen ein- 
schiebend. 

Im Gegensatz zu früher finden wir jetzt zeitgemäfse Aufgaben aus der 
Wärmelehre und der Elektrizitätslehre, der Optik und der Mechanik, über 
Tragfähigkeit und Steigkraft, über Geschwindigkeit und Weg der Eadfahrer, 
der Wurfgeschosse und der Planeten, aus der Flottengeschichte und über 
Kriegschiffe; mehr als früher sind Aufgaben aus der Erdkunde imd Astro- 
nomie, der Planimetrie imd Stereometrie entnonmien. Bei weitem die meisten 
Aufgaben sind allerdings geblieben oder haben nur Änderungen in den Zahlen 
oder erforderlichenfalls im Text erhalten. So war es früher wohl nicht ganz 
korrekt (Lehrb., XXVHI 42), dafs g die Beschleunigung heifst, imd die 
Herleitung von ^/2 war nicht klar; die Neubearbeitung hat hier wie an so 
manchen anderen Stellen die bessernde Hand mit gröfstmöglicher Schonung 
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angelegt Verschiedentlicb hat logischer Zwang ssn anderer Anordnung xmd 
stnfenmä£sige Reihenfolge zur Einfügung neuer Aufgaben gef&hrt. Der mit 
der 4. Auflage eingeschaltete Teil über die Proportionen begann bisher mit 
einer Reihe von Fragen, die nicht beantwortet und darum für den Schüler 
wertlos waren. Auch hier wurde wie bei den anderen theoretischen Ein- 
leitungen stark geändert und gebessert. 

Das fOr Nichtvollanstalten bestimmte Lehrbuch hat mehrere nicht lehr- 
planm&fsige Abschnitte glücklicherweise endlich verloren. Was sollte z. B. 
die Berechnung der Logarithmen durch Beihen in diesem Buche? In der 
für YoUanstalten bestimmten Aufgabensanmüung. hat dieser Abschnitt da- 
gegen eine willkommene Bereicherung erfahren durch die Entwickelung auch 
der anderen in der Schule vorkommenden transzendenten Funktionen in 
Beihen. Das Wesen der Lebensversicherung ist — zum ersten Male in 
einem Lehrbuche — in gröfster Ausführlichkeit in Abschnitt XXAm klar 
und gründlich erörtert worden. 

Beide Schulbücher lassen sich ganz gut neben den alten gebrauchen; 
doch ist von der Einsicht der Herren Fachlehrer zu hoffen, dafs bald, den 
Forderungen der Gegenwart entsprechend, die immer lauter Einlafs in die 
Schulen begehren, nur noch diese Neubearbeitungen in Gebrauch genommen 
werden, zumal zu dem Übergange eine behördliche Genehmigung nicht er- 
forderlich erscheint. 

Quedlinburg. Habenicht. 

Ignaz G. Walleiitin, OrondBÜge der Katurlehre für die unteren 

Elaflsen der BealBohnle. 2. Auflage. Wien, A. Fichlers W^* k Sohn. 

1900. 
Ignaz G. Wallentln. Lehrbuoh der Physik für die oberen Klassen 

der lOttelsohnlen und verwandte Lehranstalten. 9. Auflage. 

Ausgabe für Realschulen. Wien, A. Pichlers W^* k Sohn. 1900. 
Die Grundzüge geben in elementarer Darstellung die wichtigsten 
Erklärungen und Versuche aus der Mechanik, Wärme und Elektrizität; 
hieran schliefsen sich die Kapitel über Bewegung der Körper, Schall und 
Licht. Einige wichtige Abschnitte, wie z. B. die Dampfinaschinen, ebenso 
wie die Dynamomaschinen erscheinen dem Beferenten etwas zu kurz be- 
handelt (die letzteren sind mit vier Zeilen abgethan), während der Stofs 
elastischer und unelastischer Körper eher hätte abgekürzt werden oder fort- 
bleiben können. Nicht immer sind die Erklärungen leicht verständlich, z. B. 
S. 37 „Wir nennen die gleichen Yolumsänderungen der letzteren ent- 
sprechenden Temperaturändemngen gleich^^ Manche Angaben sind geeignet, 
Mifsverständnisse hervorzurufen, wenn z. B. S. 52 u. 53 gesagt wird: „Die 
Höhe der Wolken schätzt Humboldt in den Äquatorialgegenden auf 
3000 Meter; bei uns gehen sie an regnerischen Tagen bis 600 Meter ab- 
wärts"; oder wenn es auf derselben Seite heilst: „Durch Anpflanzen von 
Wäldern wird der Bogen befördert. Orte (sie), die das Loos der Ent- 
waldung getroffen hat, haben selten Begen und sind daher unfruchtbar." 
Geradezu falsch ist es, wenn auf S. 96 als Beispiel für den Satz: „Je 
spitziger und kantiger die das Medium durchschneidende Fläche der Körper 
ist, desto kleiner der Widerstand", „spitziges Brustbein der Vögel" auf- 
geführt wird. 
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Die Figuren sind gut; jedoch ist nicht ersichtlich, weshalb in Fig. 127 
der Horizont als gerade Linie eingezeichnet ist. Der Dmck ist deutlich, 
die Orthographie die in Österreich übliche. 

Beachtenswerter erscheint dem Referenten das Lehrbuch der Physik, 
das in ausführlicherer Weise die hauptsächlichsten Kapitel der Physik in 
meist korrekter Ansdrucksweise behandelt Die Onmdlehren der Astronomie 
sind in einem besonderen Kapitel eingeschaltet Recht wertvoll erscheint 
die Zusammenstellung von ungeföhr 300 Aufgaben am Schlüsse des Buches, 
die nach den yerschiedenen Abschnitten geordnet, in jedem einzelnen von 
den leichteren zu schwierigeren fortschreiten und sich eng an das im 
Buche Besprochene anschliefsen. 

Berlin. A. Blümex. 

Ignaz G. WaUentln. GhnmdBÜge der Natorlehre für die unteren 

Klassen der Gymnasien. Fünfte Auflage. 1899. 188 Seiten. 
Ignaz 6. WaUentln. Lehrbnoh der Physik. Ausgabe für Gym- 
nasien. Zwölfte Auflage. 1900. 300 Seiten. Wien, A. Pichlers 
W*« & Sohn. 
Zweck und Ziel sind durch den Titel gekennzeichnet. Die Bücher 
enthalten in angemessenem Umfange die Grundlehren der Physik, Chemie 
und mathematischen Geographie. Von der üblichen Anordnung des Stoffes 
weichen sie nur in einigen Äulserlichkeiten ab, so durch das Auftreten des 
chemischen Teiles an ziemlich unerwarteten Stellen, ohne erkennbaren inneren 
Gnmd, also wohl nur der Folge im Schulplan zuliebe. 

Naturwissenschaftliche Schulbücher kritisch zu betrachten, bietet die 
jetzige stärkere Betonung des naturwissenschaftlichen Unterrichts allen Anlafs. 
Denn wer die Früchte dieses Unterrichtes an den firüheren Schülern nach 
längerem Verlassen der Schule zu erkennen bemüht ist, wird zweifeln 
müssen, ob des alten Schellbach offenherzige Bemerkungen über den Gegen- 
stand schon einigen Wandel geschaffen haben. 

Die Schule kann und will nicht aus jedem Schüler einen kleinen 
Physiker machen, sie soll ihn aber mit einiger Kenntnis der grundlegenden 
Erscheinungen ausrüsten und in das Wesen des naturwissenschaftlichen 
Denkens einzuführen suchen, damit bei der Mehrzahl der Schüler Ver- 
ständnis fOr diese Seite des geistigen Lebens entwickelt werde, und ein 
kleinerer Teil för spätere Fachstudien Anregung und Vorbereitung finde. 
Em Schulbuch hat sich deshalb weitgehende Beschränkung aufzuerlegen; 
aber es wird als Kennzeichen eines geschickten Pädagogen gelten müssen, 
wenn er es versteht, anregende Ausblicke über die eng gezogenen Grenzen 
hinaus zu eröffnen, um so auch dem komischen Wahne so mancher früheren 
Realschüler, „die Physik" oder „die Chemie" auf der Schule „gehabt" zu 
haben, wirksam entgegen zu arbeiten. 

Das vorliegende Buch — wir können uns in der Besprechung auf das 
gröfsere der beiden beschränken — gehört nun zweifellos zu den besseren 
Erzeugnissen seiner Bichtung, macht aber doch keinen vollständig befriedigenden 
Eindruck. Es trägt vor allem den Stoff zu abgerissen und zu sehr zu- 
rechtgemacht vor, nicht in natürlicher Entwickelimg, unter der nicht 
schlechtweg die historische Entwickelung verstanden zu werden braucht. 
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Kranken an demselben Übelstande auch noch die meisten mathematischen 
Lehrbücher, so sind wir doch, besonders dnrch die Arbeiten Machs, auf dem 
Gebiete der Physik jetzt schon an Besseres gewöhnt Auch fehlen fast ganz 
Hinweise auf die physikalischen Erscheinungen, soweit sie sich nicht nnr 
an den Apparaten des physikalischen Eabinets zeigen, und im Zusammen- 
hange damit steht, daÜB auf die Erläuterungen der Gesetze durch möglichst 
einfache Vorrichtungen wenig Wert gelegt ist. Wie anregend z. B. wirkt 
es auf den Schüler, wenn er die Stolsgesetze sich durch leichte Versuche 
mit Geldstücken auf einer glatten Tischflftche selbst vorfahren kann! 

Es werde noch auf einige Einzelheiten aus verschiedenen Teilen des 
Buches eingegangen. 

Die Ableitung der Pendelformel bereitet erfahmngsgemäfs dem Schüler 
erhebliche Schwierigkeiten. Der Verfasser leitet nach vorläufiger Diskussion 
der Bewegungserscheinungen des Pendels diese Formel ab durch die ein- 
geschobene Behandlung der harmonischen Schwingung und nachfolgende 
Anwendung auf das Pendel, mit der üblichen Beschränkung auf kleine 
Amplituden. Noch besser dürfte es sein, die harmonische Schwingung und 
die mechanischen Bedingungen ihres Zustandekommens überhaupt voran- 
zustellen, da sich auf diese Weise besonders unter Zuhilfenahme graphischer 
Darstellungen die harmonische Schwingung einÜEicher und klarer ergiebt, als 
durch Betrachtung der Pendelbewegung unter besonderen Annahmen. — 
In der Wärmelehre femer dürfte jetzt auch in einem Elementarbuche der 
zweite Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie nicht fehlen, dessen phy- 
sikalischer Inhalt sich mit Hilfe mechanischer Analogien recht wohl auch 
Schülern klar machen läfst und schon zur Vermeidung irrtümlicher Auf- 
fassung des ersten Hauptsatzes vorgetragen werden sollte. — In den 
EApiteln über Magnetismus und Elektrizität würden einige Beispiele zur 
Versinnlichung der Gröüsie der auftretenden Kräfte recht nützlich gewesen 
sein, ebenso ein stärkeres Hervortreten der Äquivalenz von Magneten und 
Kreisströmen. Damit würde auch die unzeitgemäfse Unterscheidung von 
Magneto-Induktion und Volta-Induktion leicht vermieden werden können. 

Im Anschlüsse an die letzten Bemerkungen möchte Referent eine ihm 
von befreundeter Seite gewordene Anregung wiedergeben, ob es nämlich 
für Elementarbücher nicht zweckmäfsig sei, die strömende Elektrizität vor 
der statischen zu behandeln. Die Erscheinungen der ersteren sind sozusagen 
ruhiger und im allgemeinen von dem Anfönger leichter zu verstehen; 
durch Hinzufügung des Begriffes der elektrischen Ladung ist auch ein 
Übergang zur statischen Elektrizität zu gewinnen, der den Zusammenhang 
der Erscheinungen hervortreten läfst. 

Berlin. A. Eotth (Oberingenieur). 
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1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrsätse. 
42. Es seien 

(1) f= a^^a^j^ + 2 \^x^x^ + • • • + h^s?^ = 0, 

(2) (p = &,ja;J + 2 h^^x^x^ +'" + h^x] = 

irgend 2 Flächen zweiter Ordnung in Tetraederkoordinaien; überdies mögen 
nicht alle Flftchen des Büschels 

(3) %f+l(p = CijO^ + 2 c^^x^x^ H h c^xj = 

in Kegel oder Ebenenpaare ausarten. Alsdann wird die Determinante 

(4) Z±(ciiC,,C3,cJ = G(x,A) 

nicht für alle Werte r verschwinden. Setzt man 

(4») i|i!Ü)_c<.^ (../» = ..^..*). 

SO repräsentiert bekanntlich die Gleichung: 

(5) F(x, X) = c,y, + 2 c,^u,u^ + • • • + c,y^ = o 

die Flftche (3) in Ebenenkoordinaten u,-. Es fragt sich, wie viel Flächen- 
paare 

^f+h9>^^ ^^^ '4/'+ ^9 = 

im Büschel (3) existieren, so dafs die beiden Flächenpaare 

, p(«„A,)==0, Xif+X^<p^O und 

gleichzeiHg apolar liegen oder, in algebraischer Fassung, dafs 



(6») 
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Man zeigt leicht, daXs es drei Flächenpaare (6) giebt, deren Parameter -r 
aus der Gleichung sechsten Grades T(ä, A) = berechnet werden, wobei 

\^K^y^)-iu\—j^^ ^jt \CdVdr) V 

Bedeutet in der That ^(x^, x^ irgend eine binäre Form von x^, or^v 
und sucht man ein Wertepaar r^ xmd -- den beiden Gleichungen 

(8) iy(%) + 5,/('J«)-o, %/(li) + %/(!,)- 

gemäfs zu bestimmen, so erhält man aus 

und aus der zweiten Relation in (8) für — die Gleichung 



(9) 



g«(p-M-'-("T')4^ (.•«)- .-(,0 



Nach der Theorie der assoziierten Kovarianten^) ist die linke Seite in 
(9) das Produkt aus /*(%, 1^2) in eine Kovariante vom Grade (n — l) (n — 2), 
welche allein als (eigentliche) Lösung des Problems gelten kann. 

Für einen Kegelschnittbüschel %f + Xtp ^ ist von mir bereits früher 
(Zeitschrift für Math. u. Phys. 20, 153 ff.) gezeigt worden, dafs nur zwei C^ 

existieren, welche gleickzeiMg apolar zu einander liegen. Dieselben sind be- 
stinmit durch die Gleichung 

ax« dX^ \dxdx)~'^' 

In den Fällen n = 5 bis n == 9 kann man die Ausrechnung nachsehen bei 
Glebsch, Binäre Formen, pag. 337. Der Fall n » 6 ist durch seine An- 
wendungen auf die Lehre von den Komplexen 2. Ordnung besonders 
interessant. 

Dannstadt, den 7. Mai 1901. S. Gundblpinger. 



1) über das Geschichtliche vergleiche man meine Arbeit: Ober binäre 
Formen im Jonm. für Math. 74, 87 — 91. Daselbst ist auch zum ersten Male 
das einfachste System von Bekursionsformeln zur Darstellung der assoziierten 
Ko Varianten durch die fundamentalen Eovarianten gegeben. Diese Formeln sind 
später ohne Angabe der schon vorliegenden Quelle in die Theorie der binären 
Formen von Clebsch übergegangen. 
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43. Ein bekannter Elementarsatz der Zahlenlehre sagt aus, dafs das 
Produkt von n konsekutiven ganzen Zahlen a(a -\- 1) • • • (a + n — 1) stets 
durch n/ teilbar ist. Es sind die notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen aufzustellen, unter denen bereits das Produkt von n — 1 konseku- 
tiven ganzen Zahlen {a + 1) (a -|- 2) • • • (a + w — l) durch n! teilbar wird. 

Königsberg L Pr. W. Pr. Meyer. 

44. Es seien ai, Os, - * *, a^(ii) die (p(n), zu einer natOrlichen Zahl 
♦* =* Pi^P^^ ' ' ' Pn* teiloi^oDidöii Zahlen < n, und es bedeute (i das kleinste 
gemeinsame Vielfache der Differenzen |)i — 1, |>2 — 1, • • •, |)„ — 1. Dann 
soll bewiesen werden, dafs irgend eine ganze sjnmietrische (homogene) 
Funktion der a vom Grade g immer dann durch n teilbar ist, wenn g nicht 
durch II teilbar ist. Im besonderen ist die g^ Potenzsumme der a sicher 
nicht durch n teilbar, wenn g teilbar durch (i ist. 

(Verallgemeinerung eines Satzes von Herrn K. Hensel, dieses Archiv 
(3) 1, 319). 

Königsberg i. Pr. W. Fr. Meyer. 

46. Gegeben seien in einer Ebene fünf Punkte 1, 2, . ., 5, durch die 
ein (nicht zerfallender) Kegelschnitt K bestimmt werde. Man zerlege die 
fünf Punkte auf irgend eine Weise in ein Dreieck, etwa (l, 2, 3), und ein 
Punktepaar (4, 5). 

Dann existiert ein einziges Viereck (Ä, B, C, D) derart, dafs einmal 
sein Kardinaldreieck durch (1, 2, 3) gebildet wird, und überdies das Punkte- 
paar (4, 5) bezüglich des Vierecks (A, B, C, D) [d. i. bezüglich des Kegel- 
schnittbüschels (Ä^ B, C, D)] konjugiert ist 

Von den vier durch Äy J?, C, D gebildeten Dreiecken greife man eines, 
etwa (Ä, By C) heraus. Dann giebt es vier Kegelschnitte durch 4, 5 , die 
dem Dreieck (A, B, 0) einbeschrieben sind; diese berühren aUe den Kegel- 
sdmiU K. Solcher K berührenden Kegelschnitte, die allein durch die Figur 
der fanf Punkte 1, 2, . . ., 5 bestinunt sind, giebt es also im ganzen 160. 
(Verallgemeinerung eines bekannten Feuerb achschen Dreieckssatzes). 

Königsberg i. Pr. W. Fr. Meyer. 

46. J'ai don^ le premier, je crois (Joum. de Math, sp^iales de M. de 
Longchamps fevrier 1889), le teor^me suivant qui m^a servi de point de 
depart pour la t^orie des triangles multiortologiques. 8i deus iricmgles 
ABC, A'B'C' $ont doublement artölogiques par permtUation circulaire, ils 
le 8ont triplement. Ce teor^me pourait s'enoncer en g^nSral ainsi. Si les 
perpendiculaires äbaissSes de Ä, B, C sur B'C\ C'A\ A'B' sont concourantes 
ainsi que les perpendiculaires äbaissSes de A, B, C sur 0' A' , A'B', B'C', 
les deus triangles ABC, A'B'C' sont triortologiques par penmUaUon drcu- 
laires. Je propose d'expliquer pourquoi, si A'B'O' degen^re dans le 
triangle aplati forme par les pieds des perpendiculaires abaissees de A^ jB, C 
sur une droite quelconque, le t^or^me n'a plus Heu et que seules les per- 
pendiculaires abaissees de A\ B\ C' sur BC, CA, AB sont concourantes. 

Paris. E. Lemoine. 
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47. Der Inhalt des Körpers, welcher aus einer Begelfläche durch zwei 
parallele Ebenen geschnitten wird, läfst sich durch die Prismataid/^imel 
berechnen. Bezeichnet man mit h den Abstand jener beiden Ebenen, mit 
g und G die Zahlen der in ihnen befindlichen Grundflächen des Eöipei^ 
endlich mit D die Zahl seines Mittelschnittes [d« i. des Schnittes in der 
durch den Mittelpunkt von h parallel zu g und G gelegten Ebene], so ist 
der Inhalt des Körpers 

Um diesen Satz zu beweisen, denke man sich den Anfangspunkt der 
Koordinaten in eine der beiden Grundflächen, z. B. ^, und die x- Achse in die 
darin auf derselben senkrecht stehende Gerade verlegt. Die Gleichungen 
der Begelfläche sind 

X = at«, y= Y + ßUy e = Z + yuy 

worin Y, Z, a, j3, y Punktionen eines Parameters i sind, und zwar die beiden 
ersteren Zahlen die Koordinaten eines beliebigen Punktes des Bandes von 
/7, die drei letzteren die Bichtungskosinus des durch ihn gehenden Strahles 
bedeuten. Für den Inhalt des zur Abszisse x gehörigen Querschnittes der 
Begelfläche findet man mit Hilfe der allgemeinen Formel für den Inhalt 
einer ebenen Fläche den Ausdruck 

Q(x) = Äx^ + Bx-i-C, 

worin A^B^C Konstante bedeuten, welche sich bekanntlich durch g^ G^ D 
und h darstellen lassen. 

Innsbruck. 0. Stolz. 



B. LSsongen. 

Äusmg aus einem Schreiben an Herrn E. Jahnke. 

Zu 12 (I, 363). — Eine vollständige Lösung der ersten Kn es ersehen 
Aufgabe im ersten Band des Archivs liegt auch in Gleichung (12) auf 
S. 454 meiner Ausgabe von Hesses Baumgeometrie 1876. Sobald nämlich 
die x^ den Gleichungen 

2:yf'x.. = 0, -Ty^V-O, ^yf ^ - 0, ... 

genügen, gilt Gleichung (12*) 1. c. 

Die Beantwortung der zweiten Aufgabe dürfte durch folgende Betrach- 
tung gegeben sein. 

Es sei 

(f = yja^x^^x^'^ («, 2=1, 2, . ., 1.) 

1) Um Verwechselungen zu vermeiden, habe ich das v in meinem ersten 
Schreiben (diese Zeitschrift 2, 216} durch q ersetzt. 
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Dann ist die quadratische Form der fl;^ (p =1,8,. •-,«• + ^) (« > r > ^) 
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t = 
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nur von den Vaiiabeln a?^^i, ^^^+2» 



, «„ abhängig; wie man sofort sieht, 
wenn man in I die r + ^ eraten (Horizontal- resp. Vertikal-) Reihen mit 
^1» •••> ^ri ^n+u "'f ^n+Q multipliziert und successive von der letzten Beihe 
abzieht. Man kann daher setzen 
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Ton Null Terschieden an und setzt in (I) 



(n«) 



ii/:=»t ... a1/:= 



la«, 



li, 



' «axr 



Sr, 



1) Vgl. das analoge Theorem bei Herrn Frobenius, Journal f. d. reine u 
angew. Math. 114, 189 Glohgen (8) u. (4). 
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80 kann man rCj, x^, • • •, a?^; «„^.i, • • •, ^«+0^ ^^^ so bestimmen, dafs 
Si • • ' ^r 2>62te&i^e Werte annehmen und daljs gleichzeitig hei vöUiger WiWcür 
von ic^^i, a?^^j, '"', ^n 

(IP) r,X^ + ... + v^X, + 0'X^^, + '" + 0'X [^r^l^r^l + '-' + ^n^n] 



etc. 



d. h. dafs: 

(n»>) r, = o, t(^,-o, /, = o. 

Man hat dann nach Analogie des Theorems von Herrn Frobenius^) 
(in) Ä^g>^^ + x, t;, = 0, ir,-0, ..., ^^ = 0, 

worin t/; durch (I) und (I*) und 1 durch 
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definiert werden. 

Mutatis mutandis kann die Signatur (der Bang) der quadratischen 
Form A~ % der willkürlichen Variabein |i, •••, |^ nach meiner Formel 11 
S. 454 in Hess es Raumgeometrie*) berechnet werden. Im Hinblick auf 
die Bemerkung in der Einleitung dieses Schreibens l&Tst sich die Zerlegung 
in (HI) in Worten so ausdrücken: Die Signatur (der Bang) der quadra- 
tischen Form q> = ^J[(^ni^»^ i'> ^tvischen deren Variabein Xi^ a:,, • • •, x^ 

die ^ linearen Gleichungen 

<^« = 0, w,-0, ..., ^, = 

bestehen^ ist gleidi der Summe der Signaturen (Rangeahlen) der beiden qua- 
dratischen Formen 



^ 






wobei y^lv^Xi = 0, • • -, yj[t.x. = 0. 



f 

Darmstadt; den 15. September 1901. 



^1 

i 



S. Ginn>ELFINOER. 



1) 1. c. S. 191. 

2) Dieselbe gilt Mt jede quadratische Form; sie giebt also auch die Zer- 
legung von A~^% in r— 9 Quadrate. 
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Za 32 (Bd. ü, S. 213) (Ed. Janisch). Man nehme Dreieck ahc als 
Fnndamentaldreieck fOr trimetrische Normalkoordinaten, und die Gleichung 
des Kegelschnitts sei a^x^x^ -\- a^x^x^-\- a^x^x^^^ 0. Femer setze man 

g- — -j = X; dann sind die Koordinaten von m: Ao^ + Og, A (Xa^ + Oj), — Xa^, 

Bezeichnet man noch die Koordinaten des Punktes s mit h^^ b,, fr^, so er- 
halt man nacheinander folgende Systeme von Koordinaten und Gleichungen: 

Koordinaten von a': /^ ' * , , &j, &3; 









Gleichungen von wa': A(aj6j+a56,)a;i — Oj 650:1+ (A 0^+0^)620:3 = 0, 

w6': — Aai68a-i'+ («8^+ «1 ^5)«^+ (^«1 + «s)^!^ == Ö> 
wie': AOjOi 6,0^+ 0,03610;,+ (AOi+o,)(ai68+aj6i)iC3=«0. 
Koordinaten von {fna\ 6c): 0, (^01^+ 0^)63, 0,63; 

(w6', co): (Aai+ 03)61, 0, X0163; 

(fnc\ ab): 0,61, ~ Ao^ö,, 0. 

Gleichung der Geraden (i: 

Aoi 63630:1 + 0,6361 o?3 — (AOi + o,) 616,0^3 « 0. 
Gleichung der Geraden ms: 

X (AOi63 + 0,63 + 0363)0:1 — (AO163+ A0361 + 0,63)0;^ 
-(AOi + a,)(A6i~6,)o^ = 0. 
Koordinaten des Punktes m': 

Oi Ol ^ . 

Ao, 63 + 0,6, + 0,6, ' Ao,6, + Ao,6, + 0,6, ' Xb, - 6, 

Gleichungen von 

6'c': - 016,630^1 + 61 (0361 + 0163)0:, + 61 (016, + 0,61)0-3 = 0; 

c'az 6, (0,63 + O36,) 0:1 — o, 6361 0:, + 6, (öl 6, + 0,61) arg -= 0; 

o'6': h{<hh+ «3^)«!+ 2»s(ö8^+ «i^s)ai- ÖS^^2^8= ^• 

Koordinaten von 
[n/a, 6'c'): \b^ (AOi + o,) (0361 + O163) + 0,6163 (016, + 0,61), 

— 010,6,63 (A61 - 6,), 016,63 (Aoi 63 + Aa36i + 0,63); 
(m'6, c'o^: OiO,6i63(A6i-6,), 6i6,(A ai+a,)(o, 63+ 036,)+ A 016,63(^163+ 0,6, ), ' 

0,6163 (Aoi 63+ 0,63+ O36,); 
(m'c, ahy. — Oi6i6,(Aoi63+ A0361+O263), 0,616, (A 0163+ a, 63 +03 6,), 

Diese Koordinaten genügen der Gleichung der Geraden fi. 

Archiv der Mathematik nnd Physik, in. Belhe. HI. 6 



Digitized by 



Google 



82 Vermischte Mitteilongen. 

Gleichungen von 

— «»«1^2 (^^1 — h) ^8 = Ö; 

+ o,a,6i(Ä6i-6j)ir,-0; 
m'c'i — 6, (Aoi^j + Ogftj + Ojftj) iCi + &i (AOi^s + Äöa^ + <h^s) ^ 

Koordinaten von 

(tn'a, hc): 0, «»^^(Adi- &,), \{X(hh^+X(h^i + aM'^ 

(m'h\ ca): — a,6i (Xb^ — d,), 0, 63 (Xc^ 6g + a^bj + a^bi); 

{fn'c\ ab): b^iXa^b^+Xa^b^ + a^b^), b^iXa^b^ + a^b^+a^b^), 0. 
Gleichnng der Geraden in': 

(la^b, + fl,6, + «,6,) *; - (ia,6, + Aa,l>i + 0,6.) J + a, {Xb, - 6,) g^ = 0. 

Die Koordinaten von ^ (&i, 2»2i ^s) er^^^n diese Gleichung; mithin geht 
die Gerade (i' durch 8. 
Koordinaten von 

(wa, 6'c'): ^^^sC^«! +«») + ^\{^\ " h)y hh(^^ + «2)» - «8^2^; 
(wft, c'a'): W{^^ + ö«)i ^*8(^«i + «j) — Ö8^«(^^i — h\ — ^fl8^^s; 
(mc, ab'): a^b^b^, Xa^b^b^, h(^h + »8^) + ^hi^h + «iM- 
Diese Koordinaten genügen der Gleichung der Geraden (i'. 

Der hierdurch bewiesene Satz der Aufgabe Nr. 32 hat sich schon bei 
meiner Bearbeitung der Aufgabe Nr. 1774 der Zeitschrift fOr mathe- 
matischen und naturwissenschaftlichen Unterricht (Bd. XXXI, S. 447) als 
Verallgemeinerung dieser Aufgabe ergeben; auch sind dort die Resultate der 
vorstehenden Entwickelungen bereits angegeben worden. Betrachtet man 
Xiy 0^, x^ als Linienkoordinaten, so ergiebt sich der folgende duale Satz: 

Sind abc und a'b'c' zwei perspektivische, einem Kegelschnitte K um- 
geschriebene Dreiseite, und ist m eine beliebige Tangente an K, dann 
schneiden sich die drei Geraden {ma'^ bc)y {inb\ ca)^ (j^c\ a^) ^ einem 
auf der KoUineationsachse 8 liegenden Punlcte ^. Ist m' die zweite durch 
den Punkt m8 gehende Tangente an JBT, dann gehen durch denselben 
Punkt (i die drei Geraden {m'a, 6'c'), (m'ft, c'a'\ (w'c, a'b'). Umgekehrt 
schneiden sich in einem anderen auf 8 liegenden Punkte fit' die sechs 
Geraden (w'a', bc), (m'6', ca\ (w'c', c6), (wa, fe'c'), (wft, c'a')^ (mc^ a'b'). 

Prenzlau. W. Steoehakn. 

Anmerkung: Nach einer brieflichen Mitteilung des Herrn Prof. Sobotka 
(Brunn) findet sich der Satz in der Abhandlung ,yS^r une gSneraUsoHon du 
fheordme de Pascal etc,^ par M. Aubert (Nouv. Annales (3) 8, 529—535). 
Aubert leitet u. a. den Satz durch wiederholte Anwendung des Pascal sehen 
Theorems ab. 

Prag. Ed. Janisch. 



Digitized by 



Google 



Vermischte Mitteilungen. 83 

Zu 33 (Bd. n, S. 213) (W. Fuhrmann). Es sei ^ BAK -= tp, 
^ABL ^^f\ die Gegenstrahlen von AK und BL seien AK' und BL\ 
Zu der Schnittlinie AB ziehe man durch A in der Halbehene J9.^jr die 
Senbrechte AX und in der Halhehene ABL die Senkrechte AY*^ die Gegen- 
strahlen seien AX! xmd A Y'\ dann ist -^ XA F = <&. Femer lege man 
in der Ebene BAK durch B die ParaUele zu AK^ welche AX ia C treffen 
möge; der Schnittpunkt von -ATnind BL sei 2>. Die Punkte -4, JB, (7, 2> 
bestimmen jetzt ein Tetraeder, dessen Seitenfläche BCD der Geraden AK 
parallel ist und die Gerade BL enthält; daher ist die Länge h des von A 
aus auf BCD gefällten Lotes AP zugleich die kürzeste Entfernung der 
windschiefen Geraden AK und BL. 

Es werde nun zunächst vorausgesetzt, dafs tp und ^ spitze Winkel 
sind. Dann liegt Punkt C auf AX\ Punkt 2> auf AT^ und es ist daher 
^CAD^ 180^— '^. Fällt man nun von P aus auf BD xmd BC die 
Senkrechten PQ und PB, und setzt man BQ=p, BB-^q, PQ = x^ 
PR = y, ^DBC^a, so hat man: 

xsma^s q — jp cos er; y sin a =— p — cos a. 

Verbindet man noch A mit Q, so erhält man aus dem rechtwinkligen 
Dreieck APQi h^^AQ^—x^, Die beiden Dreiecke ABD und ABC sind 
bei A rechtwinklig, und es ist ^ ABD == tf;, ««^ ABC « q>. Man hat also: 
iC = a8ini/;; .B^ =|) = a costp; B JR =» g — a cos 9. Mithin: 

,9 • . • (a coß <p — a coB tb coB «)* 

a* (sin* ip — 008* tp + 2 cos <p cos tf; cos a — cos* a) 
8in*a 

Hierin ist noch der Winkel a zu bestimmen. Dies erfolgt mittels des 
Cosinussatzes aus dem Dreieck BCD. Es ist nämlich £(7 cos 9 »a, 
BD cost = ö, nnd weil <^ CAD =» 180®— -^ ist, 

CD«=iiC« + ^2>H2ilC-42>-coS'^ = a*(tgV + tgV+2tg9tgi/;coS'^). 

Man findet nun: 



^^^^ 2BG BD 



cos qp 008 if) 



= COS 9 cos tf; — sin 9 sin ip cos '^; 
2 cos y cos t/; cos a — cos* a = cos* <p cos* 1/; — sin* 9 sin* i(; cos* '^. 
Setzt man dies in die Gleichung für A* ein, so erhält man 

, j _^ o' sin* ff sin' 1^ sin* -O* ^ _ a sin qp sin '^ sin ^ 

8111 « yi — (008 qp cosijj— sin qp sin^ cos ^)* 

Legt man durch .^JET die zu BCA senkrechte Ebene, welche J^X in 
M treffen möge, so ist M der eine Endpunkt der von AK nach J^i^ zu 
ziehenden kürzesten Geraden. Da AK^BC ist, und da die Ebene AKM 
auch die Gerade AP enthält, so ist PM die zu ^(7 parallele Schnittlinie 

6* 
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der Ebenen AKM und BCD. Zieht man durch P die Parallele zu BD^ 
welche BC in trifft, so ist BMPO ein Parallelogramm^ nnd man hat also: 

R ir — un y — ^ — gco8a__a8in9 (ein <p cos t^ + cos <p sin ^ cos d) 

"" sin a sin* a ~ 1 — (cos <p cos -^ — sin 9 sin ^ cos ^)* 

Damit ist die Lage des Punktes M auf der Geraden BL bestimmt. Ist 
N der andere, auf AK liegende Endpunkt der kürzesten Geraden, so ist 
APMN ein Rechteck; mithin: 

, p__ X ^ q -— p cosa ^ aBinfp (cos 9 sin '^ -|- sin qp cos ^ cos d) 

~~ ^^ sin a ~" sin* a i — (cos 7 cos ^ — sin 9 sin ^ cos -O*)* ' 

wodurch auch die Lage des Punktes N bestimmt ist. 

Ist einer der Winkel, etwa 9, ein stumpfer Winkel, so ist ^^BAK' 
ein spitzer Winkel; die entwickelten Formeln können daher auf den Flftchen- 
Winkel YAX' bezogen werden, indem man 180®— 9 statt 9 und 180®— d 
statt *& setzt. AuTserdem muls man den hierdurch erhaltenen Wert von 
AN, um ihn wieder auf den Flächenwinkel XA Y zu beziehen, mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen versehen, da im Flftchenwinkel YAX' die Strecke AN 
in der Richtung AK' gemessen worden ist. Fflhrt man dies alles aus, so 
bleiben die drei Formeln f&r h, BM und AN unverändert Sind beide 
Winkel g> und t|; stimipf, so sind *<^ BAK' und «^ ABL' spitze Winkel; 
die Formeln können also auf den Flächenmnkel X'AY' bezogen werden, 
indem man 180®— <p statt <p und 180®— 1/; statt if; setzt Die Werte von 
AN und BM sind noch, um sie wieder auf den Flächenwinkel XAY zu 
beziehen, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu versehen. Auch in diesem 
Falle konunt man zu den ursprünglichen Formeln zurück. Die letzteren 
gelten also für beliebige Winkel q> und ^. 

Prenzlau. W. Steoemann. 

Eine ähnliche Bestinmiung des kürzesten Abstandes ist auch von Herrn 
E. Rath, Stuttgart eingegangen. 



Zu 87 (Bd. n, S. 356) (S. Gundelfinger). Die Gleichung der ge- 
gebenen Kurve sei (x^ + y*)» + f(xy y) + c = 0, wobei die Funktion f vom 
(2n— l)ten Grad in rc, y und c das Absolutglied ist. Durch Einführung 
der Polarkoordinaten r, <p erhält diese Gleichung die Form r* * -f 9 (r) + c = 0. 
Hier ist <p{r) vom (2n — l)ten Grad in Beziehung auf r. Das Produkt 
der 2n Wurzeln **i, »'s, . . ., ^j« ist gleich dem Absolutglied c, also von 
dem Winkel 9 unabhängig. Ist daher Q der Ursprung des Koordinaten- 
systems, und sind P^, Pj, . . ., P,^ die den Wurzeln rj, r,, . . ., r,„ ent- 
sprechenden, auf einer Geraden liegenden Punkte der Kurve, so ist das 
Produkt QP^. QP^ ... QP^^ dasselbe för alle durch Q gehenden Geraden. 

Stuttgart. E. Rath. 

Eine ähnliche Lösung ist noch '^on Herrn stud. K. Cwojdziilski, 
Lemberg eingegangen. 
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2. Anfragen. 

4. Die Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt eine gerade Linie zu 
ziehen, von der die Schenkel eines gegebenen Winkels ein Stück von 
gegebener Länge abschneiden, findet man als erstes Beispiel von durch 
Zirkel und Lineal im allgemeinen nicht lösbaren Aufgaben in dem bekannten 
Werkchen von Petersen: „Methoden und Theorien zur Auflösung geome- 
trischer Eonstruktionsanfgaben'S Es ist dort weiter noch angeführt, dafs 
die Lösung im allgemeinen nicht möglich ist, weil es sich um die 
Konstruktion der Schnittpunkte einer Geraden mit einer Eonchoide handelt, 
dafs aber für gewisse Lagen des Punktes (wenn er z. B. auf der Halbierungs- 
linie des Winkels liegt) die Gerade eine so besondere Lage im Verhältnis 
zur Konchoide bekommen kann, dafs eine elementare Lösung möglich wird. 
Rechnerisch zeigt sich die Unmöglichkeit der allgemeinen Lösung in dem Auf- 
treten einer Gleichung 4. Grades, durch welche die Schnittpunkte bestimmt 
werden und in deren Eoefßzienten die Grölsen eingehen, von denen die 
gegenseitigen Lagen- und Gröfsenverhältnisse der gegebenen Stücke ab- 
hängen. Ein sehr einfacher Fall ergiebt sich von vornherein durch die 
Annahme paralleler Winkelschenkel. 

Wo findet man eine Analjse aller möglichen SpezialföUe, in denen 
eine Eonstruktion mit Zirkel und Lineal ausgeführt werden kann? 
Windsbach. A. Wendleb. 

5. Für die von Steiner (Ges. W. II, 668) erwähnte „einst berühmte 
Aufgabe^' — In einer Ebene sind zwei sich schneidende Geraden p und g, 
weiter ein Punkt B gegeben. Es sind durch JR solche Transversalen zu 
ziehen, dafs ihre Längen zwischen p und q einer gegebenen Strecke (d) 
gleich werden — habe ich die folgende einfache Lösimg gefunden: 

Man ziehe parallel zu p (oder q) eine Gerade r, welche von R den 
nämlichen Abstand hat wie die Gerade p von B, Man betrachte p und r 
als Asymptoten einer Hyperbel ^, welche durch den Punkt B bestinmit 
ist Beschreibt man aus B einen Ereis Qc) mit dem Radius', der der 
gegebenen Länge d bleich ist, so schneidet dieser die Hyperbel h in zwei 
oder vier Punkten (1, 2, 3, 4). Die Verbindungslinien 12^, JR,, B^i B^ 
sind die gesuchten Transversalen. 

Sollte die Gerade r parallel zu q gezogen sein, so bekommt man die 
identischen Transversalen auf dieselbe Weise wie früher. 

Ist diese Lösung schon bekannt? 

Agram. G. Majoen. 

6. Ist der nachstehende Determinantensatz bekannt, bezw. wo ist er 
veröffentlicht? 

Bedeuten dk die v? Eoeffizienten einer orthogonalen Substitution, und 
bezeichnet man mit 

die aus den r* Elementen c,-,*^, C/^t^, • • • c,yi,, C/j*,, • • • • gebildete Deter- 
niinante, so ist 
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gleich Eins oder NuU, je nachdem die beiden Zahlenreihen ti, • • •, v und 
^1) ' ' 'i U- vollkommen oder nicht vollkommen mit einander übereinstimmen. 
Dabei ist die Summation auf alle Kombinationen ohne Wiederholungen zar 
rten Klasse zu erstrecken, die aus den Elementen 1, 2, • • *, n zu bilden sind. 

Ffir die Grenzfalle i* » 1 und r ^n ergeben sich die bekannten 
Orthogonalitatsbedingungen. 

Berlin. £. Jahnke. 



3. Spreclisa&l f&r die Encyklopädie der MatliematiBclieii WissenscliafteiL 

[Einsendungen fOr den Sprechsaal erbittet Herr Franz Meyer, Königsbe^ i. Pr., 

Mitteltragheim 51.] 

Zu I A 2. Kombinatorik. 

I. S. 44, Z. 6 v.o. Weitgehende Untersuchungen über das Verschwinden 
halbsymmetrischer Determinanten und ihrer Unterdeterminanten sind von 
Grafsmann (Ausdehnungslehre, siehe ges. Werke I|, dort auch die Note 
von F. Engel, S. 490) sowie besonders von G. Frobenius (Joum. f. 
Math. 82, 242 ff.) angestellt worden. Vgl. auch E. v. Weber, Vor- 
lesungen über das Pfaffsche Problem (1900), S. 30 ff.) 
Freiburg i. B. A. Lobwy. 



Zu I B 3c, d. Galoissche Theorie mit Anwendungen. 

I. In Anmerkxuig 62, S. 500 sollte auf M. Gantors entscheidende Unter- 
suchung über die Entdeckung der Auflösung der Gleichung dritten 
Grades hingewiesen sein (Gesch. der Mathem. 11, 2. Aufl., Kap. 65 
und 66). Erwünscht wäre femer ein genaueres Zitat in Anmerk. 85, 
S. 508, wo es heifst „die Eigenschaften waren Lambert und Euler 
schon bekanntes 
München. A. v. Braunmühl. 

Zu I C 1. Niedere Zahlentheorie. 

L Bei Nr. 5 ist noch zu zitieren: J. Ch. Burckhardt, Tables des divi- 
seurs pour tous les nombres dcpuis 1 a 3036000, Paris 1814 — 17. 
Dieses Werk wird allerdings S. 578 angefahrt, gehört aber auch hier- 
her, da es eine Tabelle enthält, in welcher für alle Primzahlen p von 2 

bis 2543 die Gröfse der Periode des Bruches — angegeben wird. — In 

Nr. 10 sollte bezüglich der „befreundeten Zahlen'^ welche schon im 
Altertum und später noch vielfach vorkonmien, auf M. Gantor, Gesch. 
der Math. I und 11 2. Aufl. (Register) sowie m S. 595 — 596 ver- 
wiesen sein. 

München. A. v. Braunmühl. 



Digitized by 



Google 



Vermischte Mitteilungen. 87 

Za I C 2. Arithmetische Theorie der Formen. 

I. In Anmerkung 30, S. 599 (Feilsche Gleichung) ist zu verweisen auf 
M. Cantor 11, 2. Aufl. S. 777. S. 629 Zeile 5 von oben ist nach Bachet 
zu erganzen: ,,und Fermate ^ sowie zu zitieren M. Gantor 11, 2, 779. 
München. A. v. Braunmühl. 



Zu I C 3. Analytische Zahlentheorie. 

I. In Amoierk. 69, S. 669 ist zu verweisen auf A. Pringsheim: „Über die 
ersten Beweise der Irrationalität von e und ä." Münch. Ber. 1898. — 
Der S. 671 Zeile 12 und 11 von unten stehende Satz: „Durch eine 
VerMgemeinerung der Her mit eschen Betrachtungen erlangte F. Linde- 
mann den Nachweis der Transcendenz anch für Tt*' ist nicht zutreffend. 
Denn eine blofse „Verallgemeinerung^^ ist Lindemanns Beweis keines- 
wegs, sondern es gehörte noch sehr viel mehr dazu, um denselben zu 
erbringen, was schon daraus hervorgeht, dafs Hermite selbst sagt: „Je 
ne me hasarderai point a la recherche d'une d^monstration de la tran- 
scendance du nombre n. Que d'autres tentent Fentreprise, nul ne sera 
plus heureuz que moi de leur succes, mais croyez-m'en, mon eher ami, 
ü ne laissera pas que de leur en couter quelques efforts . . .". Journal 
für Math. 76, 1873, S. 342. 
München. A. v. Braunmühl. 

• Zu I D 3. Interpolation. 

I. Zu S. 801, Zeile 15 von oben: Die sogenannte Lagrangesche Interpo- 
lationsformel wurde keineswegs zuerst von Lagrange 1795 gegeben, 
sondern bereits 1776 von Edward Waring (das Nähere hierüber in 
meiner Abhandlung „Historische Untersuchung der ersten Arbeiten über 
Interpolation", Biblioth. math. 2, 1901, S. 95—96). 
Zu 8. 810, Z. 5 von oben bemerke ich: Stirling hat keine neue Inter- 
polationsformel gegeben, sondern die 4 von ihm benützten finden sich 
unter den 6 von Newton im Methodus differenüalis (1711 von Jones 
veröffentlicht) mitgeteilten. (Vgl. meinen oben zitierten Aufsatz S. 91.) 
München. A. v. Braukmühl. 



Zu I E. Differenzenrechnung. 

1. Zu S. 927 — 928, Anmerk. 15*. Die Eeihe (38) ist schon bei Archi- 
medes (Buch über die Kugel und den Cylinder prop. 22 und 23) sum- 
miert und konmit dann wieder bei Kepler (De motibus stellae Martis, 
Opera Ed. Frisch m, 335, 390) vor. Euler hat die Summation der 

Beihen^^ sin (s + fit*) und ^ cos (5 -j-fiw) zum erstenmale bereits 1743 

im YIL B. der Miscellanea Berolin. p. 129 ff., also lange vor Bossut 
veröffentlicht 
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S. 925, Amnerk. 14 ist zu bemerken: G. Heinrich hat (Biblioih. m&th. 
1 1900, S. 90 — 92) gezeigt, dafs die Simpsonache Regel schon 1668 von 
James Gregory gegeben wnrde. 
Mfinchen. A. t. Braunmühl. 



Zu n A 2. Differential- nnd Integralrechnung. 

IL Auf S. 56 unter Litteratur 1) Ältere Werke sollte noch bemerkt 
Jacob Bernoulli, Opera, 2 Bde. Genev. 1744. 
München. A. t. BmAxnsaajBLu 



Zu n A 3: Bestimmte Integrale. 
II. S. 150, Zeile 9 von unten Yermisse ich das Zitat von Wallis' Fomiel 
ftbr ^: Opera I, 467 und ü, 356, Seite 161, Zeile 5 von oben eine 

nfthere Angabe darüber, wo die Eulersche Gleichung r(\) ^Y^ ^^^^ 
zuerst findet, desgleichen S. 175, Zeile 21 Ton oben, wo Wallis die 
Betafnnktion zuerst untersuchte. Auf derselben Seite soUte Zeile 9 Ton 
unten erwähnt sein, dafs Euler die Betafdnktion zum erstenmale schon 
in Gomm. Acad. Petrop. ad annos 1730/31 Y, 36 — 57 bringt — In 
Anmerk. 156, S. 182 fehlt die Angabe, dafs Euler die ersten 12 Ber- 
noullischen Zahlen schon 1739 in Conun. Acad. Petrop. 116 — 127 
berechnete und benützte, femer sollte ebenda bei der Formel 

f 2 fn) ! 
B » gm— 1 "gm ^^"* ^^ Eulers Introductio in analysin infinit Gap. 15 

und auf Comm. Acad. Petrop. IX, 160 ff. verwiesen sein. — Bei „Enler* 
sehen Zahlen^^ Zeile 14 von oben auf S. 183 ist endlich zu bemerken, 
dafs Studnicka über ein Analogon zu denselben geschrieben hat Sitz.- 
Ber. der böhmischen Qesellsch. 1900. 
München. A. v. Br/iunmöhl. 



Digitized by 



Google 



Bardey, E., Aritbmetkche Aufig^ben nebst Lehrbuch der Arithmetik etc. Von 
C. IKrl^er.. S. 70. — Bardey, E., Anlgrabestamnilimgr. Von Habealekt. S. 71. — 
Bardey, B., Arithmetisehe Antoben etc. Ton Habeniekt. S. 71. ^ Wallentin, 
lynai G., Onxndzflge der Natnrlehre ftr die untecen Klassen der Bealsehnle, Von 
A. BlfiaeL S. 72. — Wallentin, I^oftz G^ Lehrbnch der Physik fOr die oberen 
Klassen der Mittelsehnlen und Terwandte Lehranstalten. Ton A. BllMel. S. 72. — 
Wallentin, lynas 0., Grondiftge der Katurlehre fOr die unteren Klassen der 
Gymnasien. Ton A. Bettk. S. 78. —Wallentin, Ignaz G., Lehrbuch der Physik. 
Angabe für Gymnasien. Ton A. Bottk. S. 78. 

Vermisdiie MüUikmgen 75 

1. Anllsaben und Lehrs&tze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrs&tze. Ton B. Gundelflnger» W. Fr* Meyer, B. LeMolne, 0. Stola 76 

B. Losungen. Zu 12 (A. Kneser) Yon 8. GuadelÜBger. (Brief an Herrn £. Jahnke) 
3. 78. — Zu 32 (Ed. Janisch) vonW. ^tegeMano, Kd.Jaaiseb. S. 8L — Zu 83 
(W. Fuhrmann) ron W. Stegemauiy B. Batk in Stuttgart. S. 88. — Zu 37 

(S. Gundelfinger) Ton B. Batk und K. Circddiliskl S. 84 ........ . 78 

2. Anfragen von B. Jaknke, G. Ki^Jeen und A. Weadler 86 

8. Spzechsaal f&r die Encyklopftdie der mathematisohen Wissenschaften. A. v. Braumtthl, 
A. Loewy 86 

SitzuHf^beriMe der Berliner Mafhematiechen GeseOechaft: . ^t^^ 

Tierte Sitzung am 29. Januar 1902 17 

Über die Bedeutung der Zeitschriften l&r die mathematisehe Litteratur und die 

mathemaiisch-historiaehe Forschung. Ton F. Miller. 17 

Ober die Darstellung doppeliperiodischer Funktionen als Quotienten Ton Thetaftinktionen. 

Ton X. Hamburger . 19 

Ddne Bemerkung zur Helmholtzschen Wirbeltbeorle. Tön B« Bmddc 21 

Die Bewegung des Kreisels. Ton Max Koppe 22 



Eingelaufen sind und stun JJbdrtuik in den nächsten Heften gelangen Beiträge der Herren: 
B. H. Barlsiesy €kr. Beyel, 0. BlermaaB, K. Girodjaliiskly Fr. Danifls, F. Flttlag, 
B. Garadaey K. HaeBtssckel, J. HatxidakiB, T. Mayasbl, G. Hesseaberg, J. Hera, 
Bd. JaBiseky K. Iseakrake, A. Kaeser, C. Kohler» P. Kokott, H. KHhae, E. Lampe, 
G. Laadaberg, E. Lemoiae, H« Liebmaaa, A. Loewy, W. Ladwlg, Ph. Maeaaeken, 
G. Msjeea, L. MattUessea, Fr. Meyer, P. Mllaa, €. Mereau, B. Mttller, B. Haetsek, 
J. Keaberg, K. üielsea, M. d*Ocagne, H. Opitz, B. Oster, W. Pexider, A. Prlagskeim, 
L. Baalsekita, L. Scklesiager, €. Bekaildt, P. Stikkel, B. t. Steraeek, W. Thleaemaan, 
W.Teltmaaa, G. WaUeaberg, J.Ueiagarfea, J. Wellsteia, B. WSlfflag, H. Worn, 

G. ZempUa, H. Zfige. 



Neuester Verlag von B. Gt. Teulbner in Leipzig. 



AhreiiB, Dr. W*. Magdeburg, Mathematische Unterhaltungen nnd Spiele. 
rX u. 428 8.] gr. B. 1901. In Original -Leinwandband mit Zeichnung von 
P. B&acK in Darmstadt, n. JC 10.—. (Auch in 2 Hälften broschiert, jede 
n. JC 6.—). 

BeyeL Dr. Ohr^ Dozent am Polytechnikum in Zürich, darstellende Geometrie. 
Mit einer Siammlxmg von 1800 Dispositionen zu Aufgaben aus der darstellenden 
Geometrie. Mit 1 Tafel. [XIIu. 190 S.] gr. 8. 1901. £i Leinwand geb. n. ^3.60. 

Burkhurdt. H., Entwicklungen nach oscillirenden Functionen. A. u. d. T.: 
Jahresoericht der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. X. Band. 1. Hälfte, 
[ne S.] gr. 8. 1901. geh. n. JC 6.60. 



Digitized by 



Google 



Caatorj M 



oritf., \'' -*> rl #t fc TU n flr« n t5 In« r f# 



OiairO| ]lnki«iO| TorU^i 
Dlok»- 



in dfUi Ti 



^ht Gf 



'i*. luivji *_ ü'^iülr ^j 


' MiiilLüi+^'Jl 


gt. a. i^oj. In 1 


1 ti .€ :i 



h" .'l 



htu UütemciiU. Mit 5ü Jj^junm m* Text 



Argom^nU log 4t t<Hi ^.0--10 bb 9.l»VO0a— iö, 

liU a.ÖttO 700—10 «ujd dl» log J "^^ -'» iwci 

an vier«td%. [IV iL TS 8.] gr : geh, u 

gOöirigitbeiigTj LieO| di» Friacipitt» dor MrchAiiili. M*tb. Ünkn^ 
[XIl u. m 8.) ifT, S ifiöl. In Uiaw. ^ib. ,Ä 0.- 

SroiMcIcoTj 1*9 VoflufiiiagfiiQ Clbsr Ziilii«iitb«ario. I. Bftiid Hi^rsai^j^ 
Küwr UsKJiiu.. """ " r b HO'. ' ;. .4£ l^ — 



M4itht»mf\ttnche tp 



•o Akudt 



f ^ : I 



, V ,a aber Algebra, i Bde. IL Bd. 3 fSdil 

Lebcbuoh der KombiaatoFilL A.U. d. 1 



ii**f«. lii i^rim^ . 



.J^L'U, u ^v. Lf — 



0tols^ O. und J. A. Gmoinor^ thfC^rrtfnrhp Arithmrtflt In i 






▼Ott Wob. 


^iml ftii 


liu K 


• til Hm 'i 


i, 
Daod iL 





0ii?Cli BeilagCQ «^ol^ M« niacDi)(>ur2f in lHuucjil'u uti:i ii. u. ieiiFinvr lu hri|»«i = 



'^ 



- / '> 



AECHIV 
'ER MATHEMATIK UND PHYSIK 

MIT BESONDERER RÜCKSICHT AUF DIE BEDÜRFNISSE 
DER LEHRER AN HÖHEREN UNTERRICHTSANSTALTEN. 

GEOBÜMDET 1841 DUBCH J. A. OrUNEBT. 



DRITTE REIHE. 



HEBAUSOEGEBEK 

TOH 

E. LAJSFE W. FRANZ METER E. JAHNKE 

nr KOnotBBBS i. vb. n saaiiiii. 



3. BAND. 2. HEFT. 
tat 18 TBXTnoimcH. 

AÜ80EOEBEK AU S6. APBH. 1909. 




LEIPZia UND BERLIN, 
DBÜOE UND VEELAG VON B. ö. TBUBNEE. 

1902. 



Digitized by 



Google 



ABOHIV BEB IKATHEIKATIE UND PHYSIK , 

mBaAUBOBOXBBH VOV B. IiAlira. W. VBAV2 XBYXB UHD JL/AHnOL \ 

SBUOK UVD VXBIJLa VOV B.O.TSUBam EST lAIFBIO, FOSnT&ASaB 8. 



AB« IBr dl» Bedaktion b aatimmtwi BcandiiiiceA fflfiefe« Manoakilpte. Ba- 
I a. •. w.) Bbid m den teeubiflifflliiwulen r 



Dr. S. JAhnke, Berlla W 15, FwriMr ainAe 66 



ma xlobten. Bs iMtfimim 9hme aoeh GMiafmer Bagttnmgiwt FkoC Br. B. IiAinp« in 
Berlin "WW, XnrffintenstralSM ISO and Prof. Dr. w. Vrani Key er In KAnlsebeis LPr., 
BLlUeltracheim 61, Sendoncen ffir die Bedeirtiofn en. 

nie BetTta Veifteeer «tlieltan QnenteeMUeh von «D&ftenn nuMtomi SO mit 



UmBehEc Ttre^hene BonderabdiAeke, roa VUSuarmk BeürfMn, UWennnai, Beeen 
■Ionen u. e. w. 10 Absflce der befer. Seitens eine f^liMre AnBehldat«««»* ■>• die gmieniite 
■a den BMeleUoBcekom«. 

■9* Jeder Bend dee ArehlTe omlk&t M Bmokboten in 4 Heften und kostet 
14 Xerk; jUuiioh sollen sanfiohat etwm 6 Hefte eosgeceben werden. Alle Bnehliaad- 
longen und Postenstelten nahmen Bestellnncen an. 

Die BedikÜM enrnekt die Hemi Aitorai, n äfor efgeiei Iiterease ien 
ÜHfMS to ftr ias ArMr \tsammUm Maiiskripto maA »güehkelt diucirihikeii 
si wellei, ift mwt Mleke geriig«! DBfiigw Amadckt kakca, ii liekrter Zeit algednekt 
II werdea. 

INHAIiT DBS VOBIJBaXlIDBN HXFTES. 

Seit« 

Die Verwandt8diaft gwischen einer Geraden und ihrem Lotpunkt in Besug auf 

ein Drtieek. Von Jegepk Neikw^ in Lüttieh 89 

Über die ElaeeifikoHon der Kurven und Fläd^en Mweiten Grades, Von C. Keehler 

in Heidelberg (Schlaft) 94 

Über kubieehe EonstrukHonen, Von K. Tk. Yaklea in Königsberg LP 112 

Über Beweise üon SchnittpunktsätMen. Yen fierkard Hesaeikerg in GhArloUenbnzg. 

Mit 2 Figuren im Text 121 

Zur Theorie der BesuUanten aoeier linearen homogenen DifferentiaUglei^ungen 

Von L Heflter in Bonn. 124 

Sur Ja courbe ^quipotentieUe. Par IL F. Geaies Teixeira k Porto 132 

Weiterer Beitrag gur veraUgemeinerten Böseel^^rungaufgabe. Von F. Fittmg in 

München-Gladbach. Mit 16 Fignxen im Text 136 

Über eine PermtUaitianeaufgabe. Von 6. Laadakerg in Heidelberg ...... 152 

Segensionen, Von H« Beas, M. Caator, HL Rikae, Enut KiUriek, HL Opiti, 

F. Poekeif, B. Skatsek, Q, Walieaberg, J. Weiagartea 155 

Weber, Heinrich, DU partiellen DiiTerential^eiehanfen der Ifatheiaati8ehe& Physft. 
Ton J. WelBgartea. 8. 165. — MftHer, Heinrieh, Die lütthematlk aaf den 
Gymnasien nnd Bealtchnlen. Ton Srnet Kallrleli. 8. 166. — Xftllsr, H. oad 
H. Kntnewsky, Sammlnng ron Aufgaben ans der Arithmetik, Tdgonometcle und 
Stereometrie. Ton H. Oylts. 8. 168. — Fenkner, H., Aritlimetlsdie Anigaben. 
Ton H. Oylta. 8.. 169. — Bjerknet, T., Torlesnngen über hjrdrodynamisehe Fem- 
kr&fteetc. Ton F. Pockels. S. löO. — Schröder, John, Daistellende Oeomotrie ete. 
Ton B. Skatseh. 8. 162. — Schlesinger, Ludwig, Einfthniny In die Theorie der 
Differentialgleichungen mit einer unabhAngigen Tariabehi. TonO^WaUeaberg. 8. 166. — 
Laurent, L*dllmination. Ton H. Kikae. 8. 164. — Holzmftller, O., Elenents 
der Stereometrie. IL Ton H. Kikae. 8. 164. — Henriei, J. lad F. TrantUla, Lehr- 
buch der Klementar-Oeometrie. Ton H. Kikae. 8. 164. — Pflieger,W., Elementan 
Planimetrie. Ton H. Kikae. 8. 166. — Balte, F., Die Vantik in demeatarar Be- 
handlung. Ton H. Kikae. S. 166. — Ifartus, H., Bathematisobe Att%ab«i. Ton 

CFortsetiaag aaf der t, Seite de« ÜBwehUgs.} 



Digitized by V^OOQIC 



V 



Die Yerwandtscliaft zwischen einer Geraden und ihrem 
Lotpnnkt in Bezug auf ein DreiecL 

Von Joseph Neuberö in Lüttich. 

Diese Verwandtschaft habe ich untersucht in der Nou/vdle Corre- 
spondance mathdmatique 4 (1878), p. 379 — 382; der betreffende Artikel 
trägt die Überschrift Sur wne transformation des figures und enthält 
die Lösungen der von mir vorgelegten einschlägigen Aufgaben 111 
und 112 {Ibid., t II (1876), p. 189). Die interessante Abhandlung 
des Herrn Cwojdzinski über den Lotpunkt (Archiv (3) 1, 175 — 180) 
rechtfertigt eine neue Bearbeitung desselben Gregenstandes, welche meine 
ersten Resultate mit einigen Zusätzen wiedergiebt. 

1. Von den Ecken des Fundamentaldreiecks Ay^Ä^A^ fälle man auf 
eine beliebige Gerade m die Lote A^B^, A^S^, A^B^, und von den 
Fufspunkten die Lote Bj^C^, B^C^, B^C^ auf die zugehörigen Seiten. 
Letztere Lote schneiden sich in einem Punkte M, dem Lotpunkte von m. 

Von welcher Art ist die Verwandtschaft (m, M)f Einige besondere 
Fälle geben hierüber die ersten Aufschlüsse. 

Jeder Geraden m entspricht nur ein Punkt M, mit Ausnahme der 
unendlich entfernten Geraden m^ , deren Richtung unbestimmt ist, und 
die somit jeden in ihr enthaltenen Punkt zum Gegenpunkte hat. 

Nimmt man für m eine der drei Seiten des Grunddreiecks, so 
findet man jedesmal für M den Höhenpunkt. H^- folgUch hat H^ 
wenigstens drei Gegengeraden. 

Bei paralleler Verschiebung von m in der Richtung A^B^ erleidet 
die Figur MB^B^B^ dieselbe Verschiebung; mithin, wenn sich m um 
einen festen Punkt im Unendlichen dreht, ist der eigenüiche Ort von 
M eine zu m senkrechte Gerade; der vollständige Ort begreift ausserdem 
die Gerade m^. 

CO 

2. Bewegt sich B^ auf einer Senkrechten w^ zu ^-^3, so verbleibt 
auch M auf n^. Die Senkrechte m in JB^ auf A^B^ umhüllt dann eine 
Parabel ar^, welche A^ zum Fokus und n^ zur Scheiteltangente hat. 
Ich bezeichne mit ^r, oder ^r, die Parabeln, welche der Bewegung von 

AkUt dar MufhexiMtik und Fhjiik. m. Beihe. HL 7 
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B^ auf einer Senkrechten n, zu A^A^ oder der von Ä, auf einer Senk- 
rechten n^ IM A^A^ entsprechen; der Ort des Punktes M ist alsdann n, 
oder 91). 

3. Gehen die Linien n^, n,, n, durch einen und denselben Punkt M, 
so ist die Gegengerade Ton M eine gemeinsame Tangente der drei 
Parabeln x^, ä,, öTj. Folglich entsprechen einem Punkte M drei Ge- 
raden 9». Ich nenne diese Linien m^, m^y m,; sie können alle drei reell 
sein, oder eine nur ist reell und die beiden anderen, obschon imaginär, 
schneiden sich in einem reellen Punkte: Die Verwandtschaft (m, M) 
ist eindreideuHg. 

*• Der Umkreis des Dreiecks m^fn^mg geht durch den Brennpunkt 
jeder eingeschriebenen Parabel, mithin durch die Punkte A^y A^, A^. 
Mit anderen Worten, die Gegengeraden eines Punktes bilden ein Sehnen- 
dreieck des dem Grunddreiecke umschriebenen Kreises, dessen Zentrum 
ich mit bezeichne. 

Die Leitlinien d^, d^, d, Ton n^, n^, n^ kreuzen sich im Höhen- 
punkte Hm des Dreiecks m^m^my H^ und H^ liegen oflfenbar sym- 
metrisch zu M. 

Giebt man eine Gerade m^, so findet man leicht die zu demselben 
Lotpunkte M gehörigen Geraden m,, m,. Man suche den Lotpunkt M 
von Wj, verlängere die Strecke H^^M um MH^ = H^M und falle von 
Hm auf Wj eine Senkrechte, welche die Kreislinie in zwei (immer 
reellen) Punkten N^^Ni^ schneidet; m^ ist das Mittellot einer der 
Strecken H^N^, H^Ni, z. B. von H^Ni. Wenn n^ die Kreislinie 
in zwei reellen Punkten N^, N^ trifft, ist M auch der Lotpunkt der 
Geraden N^N^, N^N^] liegt m^ auTserhalb des Kreises, so ist N^ der 
Schnittpunkt von zwei imaginären Gegengeraden des Punktes M. 

5. Betrachtet man die dem Dreiecke m^m^m^ eingeschriebene 
Parabelschar, so ist der Büschel der Leitlinien symmetrisch kongruent 
mit dem Büschel, welcher die zugehörigen Brennpunkte von einem 
festen Punkte der Kreislinie projiziert; denn der Leitstrahl des 
Punktes m^m^ und der durch diesen Punkt gezogene Durchmesser sind 
symmetrisch zu der Halbierungslinie des Winkels m^m,. Hieraus 
folgt, dafs die Richtung der Leitlinie und der Brennpunkt sich gegen- 
seitig bestimmen. Wenn auch M seine Lage ändert, so gehört doch 
zu jedem Punkte der Kreislinie ab Brennpunkt dieselbe Richtung 
der Leitlinie, weil dies so ist für die Punkte A^^A^y A^ Nun vei A^A^A^ 
das Gegendreieck des Höhenpunktes H^\ folglich ist die Leitlinie jeder 
der erwähnten Parabeln parallel zu der Simsonschen Linie seines 
Brennpunktes in Bezug auf das Dreieck A^A^Ay 
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Verwandtschaft zwischen einer Geraden und ihrem Lotpunkt. 91 

Lassen wir jetzt M auf einer gegebenen Geraden n fortrücken; der 
Ponkt H^ gleitet alsdann auf einer zu n parallelen Geraden cL Die 
yerschiedenen Parabelscharen, welche dem venLnderlichen Dreiecke 
m^m^m^ eingeschrieben sind^ haben eine gemeinsame Kurve, nämlich 
die Parabel iCy welche d zur Leitlinie hat; denn d bestimmt den zu- 
gehörigen Fokus. Hieraus folgt der Satz: 

Bewegt sidi M auf einer bdidngen Geraden n, so iimhuUen die 
Gegengeraden eine Parabd n, deren Leiäinie d eu n parallel ist 

6« Wenn m eine Kurve U der Klasse v umstreicht, so bewegt sich 
der Lotpunkt M auf einer Kurve V der Ordnung 2v. Denn die 
Schnittpunkte der Kurve V mit einer Geraden n entsprechen den 
Tangenten von V, welche auch die der Geraden n entsprechende 
Parabel x berühren. 

7. Ln besondem, wenn m sich um einen festen Punkt P dreht, 
so beschreibt der Lotpunkt M einen Kegelschnitt W. Wie schon Herr 
Cwojdzinski bemerkt hat, findet man unmittelbar die sechs Punkte 
dieses Ortes, welche den zu den Seiten des Grunddreieckes senkrechten 
oder parallelen Lagen von m entsprechen: es sind die Projektionen 
Pi, Pj, Pj von P auf die Seiten, und die Punkte Q^, ^j, Q^, welche 
man erhält, indem man auf den Höhen die Strecken H^Qi = Pi-P; 
H^Q^^P^P, H^Q^^P^P abträgt. Der Mittelpunkt von TT halbiert 
somit die Strecke PjEL. 

Ist P das Zentrum des Umkreises, so wird W der Feuerbachsche 
Kreis. ^) Für keine andere Lage von P kann W ein Kreis sein; denn 
der Kreis P^P^P^ hat zum Zentrum die Mitte der Strecke zwischen 
dem Punkte P und seinem Winkelgegenpunkte. 

8. Es sei jetzt P ein Punkt der Kreislinie und p seine Fufs- 
pnnkUinie in Bezug auf das Grunddreieck. Der zu P gehörige Kegel- 
scbnitt W entartet in die doppelt zu zählende Gerade p. 

Umgekehrt, wenn M die Linie p durchläuft, so entartet die zu- 
gehörige Parabel ;r (§ 5) in den Punkt P und den Richtungspunkt 
der Senkrechten zu |); denn, da p den Abstand H^P halbiert, ist die 
Leitlinie die durch P zu p parallel gezogene Gerade, und der Brenn- 
pimkt ist P selbst. Das Dreieck m^m^m^ besteht jetzt aus einer Senk- 
rechten zu p und zwei von P ausgehenden Geraden. Ein oben (§ 1) 
erwähnter Satz kann jetzt so vervollständigt werden: 



1) Dieser Satz ist znerst von Herrn Soons (Tirlemont) ausgesprochen worden 
(Matheais 1896, S. 57). 
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Für parallele Lagen von m ist der Ort des Latpunktes eine im m 
senkrechte Gerade p; ändert man die Richtung von m, so erzeugt p eine 
Steinersche HypocyUoide. 

Eine besondere Beachtung verdient der Fall, wo M eine Seite, 
z. B. A^A^y des Grunddreiecks durchläuft; eine Gegengerade ist dann 
die Senkrechte in üf zu ^^3, und die beiden anderen schneiden sich 
im zweiten Endpunkte des Durchmessers Ä^ des Umkreises. 

9, Wenn der Punkt M eine Kurve V von der Ordnung fi durch- 
lauft, so ist die Enveloppe der Gegengeraden m eine Kurve U von der 
Klasse 2fi. Denn die Geraden m, welche jetzt durch einen gegebenen 
Punkt P gehen, entsprechen den Schnittpunkten der Kurve V mit dem 
zu P gehörigen Kegelschnitte TF. 

10« Ich werde noch kurz meine synthetischen Untersuchungen mit 
den Gleichungen des Herrn Cwojdzinski in Zusammenhang bringen. 
Die Gleichung der Gerade m sei 

K,z, + K,z, + K,0^ = 0, 
und man setze 

a = Kl + Kl + Kl'- 2K^K^ cos A^ — 2X3^1 cos A^ - 2Zi JE, cos A^. 

Alsdann sind 20^, 2 a,, 20:3 die partiellen Ableitungen der Funktion a 
nach K^, JT,, £3-, die Gleichimg a = stellt die unendlich entfernten 
Kreispunkte dar, und man kann cc^, a^y a^ ansehen als die Koordi- 
naten der Kichtungspunkte der Senkrechten zu m; in Linienkoordinaten 
repräsentieren die Gleichungen a^ » 0, o, — 0, a^^O die Richtungs- 
punkte der Höhen A^H^, A^^af ^s^a* ^^® Koordinaten des Richtungs- 
punktes von m sind: 

ßi~iK^&mA^--K^»mA^,ß^=K^BmA^^Ki8mA^,ß^^Ki8mA^--K^BmAi, 

und die Tangentialgleichungen ß^ ^ 0, /), « 0, ß^ = gehören zu den 
Richtungspunkten der Seiten A^A^, A^A^, A^A^. Die Gleichungen 
der Geraden B^C^, jB^C,, B^C^ nehmen jetzt folgende Gtestalt an: 

(I) aH^ + LK,ß^^O, aH^ + LK^ß^^O, aH^ + LK^ß^^O. 

Dieses sind auch die Gleichungen der Parabeln ^r^, ^„ sr, in 
Linienkoordinaten, wenn (js^, g^, z^ die Koordinaten eines festen Punktes 
M sind. Die aus (I) abgeleitete Gleichung 

(H) Fi^K^H^ sin ^ + K^K^H^ sin A^ + K^K^H^ sin -4 = 

bezieht sich auf eine Parabel, welche den zwei Dreiecken A^A^A^, 
m^m^m^ eingeschrieben ist; die Leitlinie ist H^M, 
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Die Formeln (I) können auch so geschrieben werden: 

man kann hier H^, H^, H^ als Koordinaten des Punktes in Bezug auf 
die Höhen HA^^ SA^y HA^ ansehen. 

Löst man zwei der Gleichungen (I) nach z^, z^j z^, so kommt: 

^^1 = ^ (^1 ^^ -^ ^^^ ^9 "" ^i ^^^ -^2 "" ^8 ^8 ^9)9 

6z^ = cc^{K^ cos A^ cos Aj^ — Zj cos A^ — JEi cos A^), 
^ssi = «»(^s ^^'^ -^1 ^^^ -^ ■" ^1 ^^^ -^1 "~ ^% ^s -^)> 
wo 9 ein Proportionalitatsfaktor ist. Die Elammem^ gleich Null ge- 
setzt, repräsentieren die zweiten Endpunkte der Durchmesser A^Oy 
ijO, A^O des Umkreises. 

11. Auch die Lotpunktgerade des ToUständigen Vierseits läfst sich 
leicht aus den obigen Entwickelungen ableiten. Ist nämlich m^m^m^ 
das (Jegendreieck des Punktes My so giebt es eine diesem Dreiecke 
und dem Ghrmddreiecke eingeschriebene Parabel^ welche die Gerade 
H^MH^ zur Leitlinie hat. Nennt man jetzt a^^^ o^^ ag die Seiten des 
Dreiecks A^A^A^ und a^ eine Gegengerade des Pimktes^ so hat man 
den Satz: 

Wenn man vier Geraden a^y a^, a^y a^ giebt, so befindet sich der 
läpmkt von jeder dieser Linien in Bezug auf das durch die drei andern 
gdnidete Breieck a^f der LeiUinie der die vier Linien berührenden Pa/rabd. 

Lüttich, 22. Mai 1901. 
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über die Klassifikation der Enrren nnd Flftcheii 
zweiten Grades. 

Von G. KoEULEB in Heidelberg. 
(Forteetzung.) 

5. Einteilung der Flächen zweiter Ordnung. — Zur projektiven Ein- 
teilung der durch die Gleichung 

(8) f{x, x) ^^anXiXu = ^^n^^c '.*--».».».*) 

gegebenen Fläche dient aufser dem Rang ihrer Determinante A 
die Reihe 

(T) Ay Akkauy Akk,uy 1, 

in der i, k, l unter den ZaMen 1, 2, 3, 4 stets so gewählt werden 
söUen, daß ihre beiden mittleren Glieder nicht zugleich verschwinden und 
a/ufserdem Akt 4= *s* /^r (f(A) = 1. 

Dies ist immer möglich, wenn q(ä) < 3 ist. Denn nach Nr. 3 lafst 
sich die Reihe 

(Tk) Anauy Akk,ii, 1, 

falls (f(Akk) < 2 ist, stets so aufstellen, dafs ihre beiden ersten Glieder 
nicht zugleich yerschwinden. Wäre aber Q{Akk) = 2 für i = 1, 2, 3, 4, 
so müTste nach derselben Nummer die Flache die vier Seitenebenen St 
des Eoordinatentetraeders in je einer Doppelgeraden sehneiden, also 
eine Doppelebene und somit q{A) » 3 sein. 

Wir zeigen nun, dals die projektive Beschaffenheit der Fläche auTser 
von q{A) nur von der Anzahl w{A) der Zeichenwechsel der Reihe (T) 
abhängt. 

Es sei zunächst q(A) = 0, also (8) eine nicht entartete Flache 
und I yj9 I = I t^u; I eine beliebige, sie nicht berührende Gerade; dann 
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C. KoKHUüi: Ober die Klassifikation der Kurven und Flächen zweiten Grades. 95 

sefaliefsen wir aus Gleichung (14 a) unmittelbar, dafs für J. > diese 
Gerade stets zugleich zwei reelle Berührungsebenen und zwei reelle 
Flachenpunkte, bezw. zwei imaginäre Berührungsebenen und zwei imsr 
ginare Flächenpunkte trägt, die Fläche selbst also geradlinig oder 
imaginär sein mufs, dafs dagegen für ^ < die Gerade' | yz \ entweder 
zwei reelle Berühmngsebenen oder zwei reelle Flächenpunkte trägt, die 
Fläche selbst also reell, aber nicht geradlinig ist.^) Für ^ > ist 
aber die Fläche geradlinig oder imaginär, je nachdem ihr Schnitt mit 
einer beliebigen Ebene, also auch mit der Eoordinatenebene S^ reell 
oder imaginär ist. Nach Nr. 3 ist das erstere oder das letztere der 
Fall, je nachdem die Beihe {Tj^ Zeichenwechsel aufweist oder nicht, 
d. h. je nachdem die Reihe (I) zwei oder keinen Zeichenwechsel besitzt. 
Für -4 < dagegen zeigt (T) immer einen oder drei Zeichenwechsel. 
Die Fläche ist somit für q(ä) = imaginär, geradlinig oder nicht- 
geradlinig, je nachdem w(Ä) = 0, = 2 oder = 1, 3 ist. 

Ist p(J.) = l, so geht die Reihe (T) in (Tj^) über, und ihre 
Zeichenwechsel geben nach Nr. 3 Auskunft darüber, ob die wegen 
Ä]^^ + nicht entartete Schnittkurre der Fläche mit der Ebene Sj^ reell 
oder imaginär, ob also der durch (8) dargestellte Kegel selbst reell 
oder imaginär ist. 

Für q{ä) = 2 endlich ist das durch (8) gegebene Ebenenpaar 
zugleich mit dem Punktepaar, das es wegen Äjtk^ii + mit der 
Geraden | Sj^Si \ gemein hat, reell oder imaginär; man erkennt also 
wieder direkt aus den Zeichenwechseln von (T), welcher von beiden 
Fallen eintritt.*) 



1) Hiermit sind, wie beiläufig bemerkt werden soll, auch die beiden folgenden 
bekannten Sätze bewiesen: 

Zwei windschiefe reziproke Polaren einer geradlinigen Fläche zweiter Ord- 
nung schneiden die Fläche entweder beide reell oder beide imaginär, und es 
gehen entweder durch beide zwei reelle oder durch beide zwei imaginäre Be- 
rühnmgsebenen. 

Von zwei windschiefen reziproken Polaren einer nichtgeradlinigen Fläche 
zweiter Ordnung schneidet stets die eine die Fläche reell, die andere imaginär, 
und es gehen durch die eine zwei imaginäre, durch die andere zwei reelle Be- 
rühnmgsebenen. 

2) Hinreichend, aber nicht notwendig, um eine Fläche zweiter Ordnung als 
reell zu charakterisieren, ist folgendes Eriterium: Wenn in der Reihe der Haupt- 
imterdeterminanten Ä^ Äj^j^^ Ä^^j^ jp a,.j ein Glied verschwindet, dem mindestens 
ein nicht verschwindendes Glied vorangeht, so ist die Fläche isuner reell. 

Ist nämlich -4 + 0, so besagt Ä^^^ = 0, bezw. Ä^^ ,, =» 0, dafs die Ebene 
5^, besw. die Gerade | S^Sj \ die Fläche berührt, während ihr für a^^ » o die 
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Demnach ist die Flache zweiter Ordnung für 

1) (f{Ä) = und 

a) w(Ä) = eine imaginäre nicht entartete Flache , 
ß) w(Ä) ^ 2 eine geradlinige nicht entartete FUche, 
y) i€{Ä) = 1; 3 eine nichtgeradlinige nicht entartete Flache, 

2) q(ä) = 1 und 

a) to(Ä) »0 ein imaginärer Kegel; 
ß) tp(Ä) = 1, 2 ein reeller Kegel^ 

3) q(ä) = 2 und 

a) tc(Ä) = ein imaginäres Ebenenpaar ^ 
ß) w{Ä) ^1 ein reelles Ebenenpaar , 

4) q(ä) = 3 eine (immer reelle) Doppelebene. 

Damit ist die projektive Einteilung dieser Flächen vollzogen. Ihre 
metrische Einteilung fällt zusammen mit der projektiven Einteilung ihrer 
Schnittkurve in der Ebene s^ und ist somit nach Nr. 5 bestimmt 
durch q{Q) und w{Q)j wo 
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und der Wert von w{Q) aus der Reihe 






(R"') 


QQkk,n, Qkk, 1 




(*, l=l,S, S,4) 



Ecke N^ des Eoordinatentetraeders angehört u. s. f. — Es sei gestattet, im An- 
schluTs hieran ein kleines Versehen in der Abhandlung von Brückel (1. c. S. 216, 
Anmerkung 7) zu berichtigen. Das Verschwinden eines Äj^j^ ^^ ist nicht hin- 
reichend, um ein Parallelebenenpaar als reell zu erweisen, wie das Beispiel des 
imaginSxen Ebenenpaares 



""l + l^^i^ij^O 



zeigt, für das -ä,i,M = -^n,«« == -^ii,44 ^ ^ i^t. -d-j^^ ,, = besagt nur, dafa 
die immer reelle Schnittlinie des Ebenenpaares durch die Tetraederkante 
I 5^5, I geht 
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zn entnehmen isi Der Fläche gehört demnach an f£lr 

1) p(e) = und 

a) w{Q) => ein imagiiuurer nneigentlicher Kegelschnitt, 
ß) w{Q) = 1; 2 ein reeller uneigentlicher Kegelschnitt, 

2) q{Q) = 1 und 

a) w{Q) =^ ein imaginäres uneigentliches Geradenpaar, 

ß) ^(Q) == 1 eiii reelles uneigentliches Geradenpaar , 

3) p(^) = 2 eine imeigentliche Doppelgerade ^), 

4) q(^Q) »3 die uneigentliche Ebene. 

Hiemach giebt Tabelle III (S. 108) die gesamte Einteilung der 
Flächen zweiter Ordnung.*) 

6. Einteilung der Ku/rven zweiter Klasse. — Ist 

(20) 9(ii, u) ^^Oi.UiUk = <«.*=-«*.» •>*=i'«»») 

die Gleichung einer solchen Kurve^ 

A = I Uik I 
ihre Determinante, so erhalten wir ihre projektive Einteilung nach dem 
in der Ebene giltigen Reziprozitätsgesetz aus Nr. 3; sie ist somit durch 
^(A) und durch den aus der Reihe 

(P) AOrf», A**, 1 (i,A = l,2,S) 

1) S. Anmerkung 1 S. 31. 

2) Ist die Fläche (8) auf ein Eoordinatentetraeder bezogen, dessen Seite 
x^ s die unendlich ferne Ebene ist, so sind die Betrachtungen von Nr. 2 und 
Nr. 4 fCtr ihre Klassifikation entbehrlich. Zur projektiven Einteilung benutzt man 
dann far q(ä) » statt der Gleichung (14 a) die bekannte Determinantenrelation 

-^kk-^ii "" ^ki = -^-^kk.m 
ans der sich dieselben Schlüsse wie aus jener ziehen lassen, da einerseits 
-^ik II ^ ^^^' ^ ^ i^^f j^ nachdem auf der Greraden | Sj^S^l zwei reelle oder zwei 
imaginäre Flächenpunkte liegen, andrerseits aber, wie aus der Darstellung der 
Fläche durch die Gleichung F{u, t*) — folgt, Ä^^An — Ali < oder > ist, 
je nachdem durch die Gerade | iS^jt'^i I ^^^^ reelle oder zwei imaginäre Berührungs- 
ebenen gehen. Die metrische Einteilung der Fläche aber ergiebt sich, da dann ihre 

Schnittkurve mit der Ebene e^ durch die Gleichung ^ «,-jb^i^A **= ^ (*» * - *» *» *) 
gegeben ist, nach Nr. 8 direkt aus dem Wert von q{A^^) und dem aus der Reihe 

(ß"") ^44^«' ^44,«' ^ (I, / = 1, 2, 5) 

ZU bestimmenden Werte von tD(Ä^^). Für eine Fläche, die auf ein Kartesisches 
Koordinatensystem bezogen ist, tritt also in der Tabelle A^^ an Stelle von Q, und 
die Reihe (R"") an Stelle der Reihe (R'")- 
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ZU entnehmenden Wert von fv{Pi) bestimmt Die Enire ist also fOr 

1) p(A) - und 

a) ti;(A) » ein imaginärer Eegekchnitt^ 
ß) w{K) » 1^ 2 ein reeller Kegelschnitt; 

2) p(A) = 1 und 

a) ic{K) »0 ein imaginäres Punktepaar, 
ß) «?(A) = 1 ein reelles Punktepaar, 

3) p(A) := 2 ein (immer reeller) Doppelpunkt. 

Die metrische Einteilung hängt, so lange die Kurve nur als Strahlen- 
gebilde betrachtet wird, ailein ab Ton der Stellung, welche die Gerade 
g^ in Bezug auf sie einnimmt Wir haben demnach nur zu unter- 
scheiden 

1) Kurven, denen g^ nicht angehört^ für die also qp(g, g) + 0> 

2) Kurven, denen g^ als Tangente angehört, fär die also ip(q, q) ==» 0, 
aber ^(j, u)=^0^), 

3) Kurven, denen g^ als singulare Gerade angehört, d. h. für die 
9?(g, m) = ist 

Wenn wir aber auch die sekundären Elemente der Kurve, die 
Kurvenpunkte y mit in Betracht ziehen, so ist die Einteilung noch zu 
vervollständigen. Denn dann kann es unter den eigentlichen Geraden 
der Kurve solche geben, die einen unendlich fernen Kurvenpunkt tn^en^ 
die also vor den übrigen eigentlichen Geraden derselben metrisch aus- 
gezeichnet sind. Nennen wir eine eigentliche Gerade, welche die Kurve 
im Unendlichen herührty eine Asymptote^) derselben, so luLagt somit ihre 
metrische Einteilung aufser von der Stellung, die ^^ zu ihr einnimmt 
und die immer das Haupteinteilungsprinzip liefert, noch ab von dem 
Vorhandensein und der Beschaffenheit ihrer Asymptoten. 

Diese weitere metrische Einteilung ist in den Fällen 2) und 3) 
schon durch die projektive Einteilung der Kurve erledigt und beein- 



1) Da <p(q, u) = ^cij^Uigt *» ^<Pi(^)Ui ist, bedeutet q)(q^ u) =ß 0, daTs 

•', k i 

nicht alle tp^^q) «= sind, daTs also g^ keine „singulSxe** Gerade der Kurve ist, 
während 9(9, ti) zz g^ als singulare Gerade derselben charakterisiert. — Ebenso 
ist für eine Fläche zweiter Klasse 6„ eine „singulare" Ebene, wenn 9(5, i»)^ ist. 

2) Ebenso soll im folgenden unter der Äs^ptotenebene einer Fläche zweiter 
Klasse eine eigenüiche Ebene, die die Fläche im ünendliehen herührty und unter 
dem Asymptotenkegel derselben die Gesamtheit ihrer Asymptoten ebenen ver- 
standen werden. 
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flu&t deshalb die GeBamteinteilung nicht. Im Falle 2) nämlich hat 
die Kurve fOr p(A) = keine Asymptote^ für p(A) = 1 einen Parallel- 
strahlenbüschel reeller Asymptoten; im Falle 3) hat sie fQr ^(A) » 1 
zwei Parallelstrahlenbüschel von Asymptoten^ die reell oder imaginär 
sind; je nachdem die Reihe Aj^^, 1 Zeichenwechsel besitzt oder nicht, 
für q{K) » 2 aber einen Parallelstrahlenbüschel reeller Asymptoten. 

Im Falle 1) dagegen, in dem die Kurve a) imaginäre Asymptoten, 
ß) reelle Asymptoten, y) keine Asymptoten besitzen kann, müssen wir 
a) und ß) noch metrisch trennen; denn diese Fälle können beide bei 
einem reellen Kegelschnitt, also für p(A) =» und t(;(A) »» 1, 2 eintreten, 
Ehrend y) immer und nur für A = eintritt. Ist aber 9?(j, g) + 
und p(A) =» und sind |,. » Viio) die Koordinaten des Mittelpunktes 
der Kurve, so folgt aus der zu (3a) reziproken Gleichung^), wenn 
0{x, x) die adjungierte Form von 9)(ti, u) bedeutet, dafs ihre Asymp- 
toten imaginär oder reell sind, je nachdem 0(|, |) > oder < ist, d. h. da 

«83 - 9>j(«) 

«38 -9M 

je nachdem fiifp{q, q) > oder < ist. 

Für die metrische Einteilung unserer Kurve erhalten wir somit 
folgende Kriterien: 

Die Kurve trägt für 

1) 9(^9 0) + ^ ^^ 

a) A9)(g, g) > g^ nicht, aber ein imagiiuu-es Asymptotenpaar, 
ß) ^^(g, 3)<0 g^ nicht, aber ein reelles Asymptotenpaar, 
y) A = weder g^ , noch Asymptoten, 

2) 9>fe «) == ^<i 9>{Qy ^) -N g^ als Tangente, 

3) g)(g,u)~0 g^ als singulare Gerade.*) 



(21) 9%%) 



«11 


«1« 


«M 


«tt 


«1« 


«» 


9i(3) 


vM 



= A9?(3,3), 



1) S. auch Anmerkung 1) S. 26. 

2) Man könnte die unter 1) und 2) fallenden Kurven auch nach dem Rang 
nnd Vorzeichen der in (21) auftretenden Determinante 



D = (-^(^^ 



einteilen. Setzt man nämlich 

(p(v,w) 9(w,tr) I' 
wo V und w zwei beliebige durch den Mittelpunkt £ der Kurve gehende Gerade 
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C. Eobhlsb: 



Hiernach ergiebt sich für die Gesamteinteilung der Euryen zweiter 
Klasse TabeUe n^) S. 107. 

7. Einteilung der Berührungskegel, hezw. -cylinder einer Fläche zweiter 
Klasse, — Es sei 

(22) y(„,„)=2«^^„^.„^ = (-,,=V *.*=«.«•»'*) 

die Gleichung einer Flache zweiter Klasse und A « | a^^^ | ihre Deter- 
minante^ dann können wir mit Hülfe des im Räume giltigen Bezipro- 
zitätsgesetzes die projektim Einteilung des Kegels ^ der die durch den 
beliebig gegebenen Raumpunkt y gehenden Ebenen der Fläche enthalt, 
direkt aus Nr. 4 entnehmen. , 
Setzen wir 



(23) 



r= 



«11 


«IJ 


«1» 


fhi. 


-»l 


«11 


«It 


«» 


«.« 


-y» 


«1« 


«SS 


«n 


«S4 


-y» 


«14 


«M 


«^ 


«4* 


-»4 


»1 


Vi 


Vi 


Vi 






sind, 80 ist durch Bang und Vorzeichen von S) die Anzahl und Beschaffenheit 
der durch den Mittelpunkt gehenden Tangenten der Kurve, die aber nicht immer 
Asymptoten in dem oben angegebenen Sinne sind, bestimmt Nim ist nach den 
Gleichungen (3 b) und (7), wenn man in ihnen Punkt- imd Linienkoordinaten 
vertauscht, S) «=> O und q(^) = ^(£1); man erhält somit, wenn man ti7(£l) aus der 
Reihe D, 1 bestimmt, folgende, mit der Einteilung der Kurven zweiter Ordnung formal 
besser als die obige übereinstimmende metrische Einteilung: Die Kurve besitzt für 

I. tf (g, u) e|e imd 



1) p(a) = und 
a) w(D) « 
(?) «?(0) - 1 

2) ^(O) = 1 



ein imaginäres durch den Mittelpunkt gehendes Tangentenpaar, 
ein reelles durch den Mittelpunkt gehendes Tangentenpaar, 

eine (doppelt zu zählende) durch den Mittelpunkt gehende 

Tangente, 
3) ^(C) "= 2 einen Büschel von Tangenten durch den Mittelpunkt, 

n. qp(g, u)-j^O g^ als singulare Gerade. 

Diese formale Übereinstimmung würde aber erkauft mit der Durchbrechung 
des metrischen Haupteinteilungsprinzips für die Kurven zweiter Klasse; denn es 
würde z. B. die Abteilung I 2) die Parabel und das eigentliche Punktepaar ent- 
halten, also zwei Kurven, zu denen g^ nicht dieselbe Stellung einnimmt. Es liegt 
eben in der Natur des Problems, dafs die metrische Einteilung der Kurven zweiter 
Klasse anders ausfällt als diejenige der Kurven zweiter Ordnimg. 

1) Wenn die Gerade g^ die Seite «, = des Koordinatendreiecks bildet, 
ist gi = 0, g, =» 0, g, = 1. Es tritt also, falls die Kurve auf ein Kartesisehes 
Koordinatensystem bezogen ist, a,, an Stelle von (p(q, q) und (Pi{u) an Stelle von 
gj(g, u). 
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und bestimmen w(Y) aus der Reihe 

(P') TTtk^lly Tut, 1, (*.l=.l,2,8,4) 

so ist dieser Eegel für 

1) p(r) = und 

a) w{Y) = ein imaginärer nicht entarteter Kegel; 
ß) w{T)^ 1,2 ein reeller nicht entarteter Kegel, 

2) p(r) = l und ' 

a) w(T)^0 ein imaginäres Geradenpaar, 
ß) w(Y) = 1 ein reelles Geradenpaar, 

3) p(Y) = 2 eine (immer reelle) Doppelgerade, 

während ihm und also auch der Fläche für 

4) q(Y) = 3 alle Ebenen des Punktes y angehören. 

Auf demselben Wege gewinnen wir aus Nr. 4 das für die nun 
voraunehmende metrische Einteilung verwendbare Kriterium: Je nachdem 

> oder < ist, trägt die beliebige durch y gehende Gerade | yjs | zwei 
imaginäre oder zwei reelle Ebenen des Kegels. 

Von einer metrischen Einteilung des Kegels kann natürlich nur die 
Rede sein, wenn der Punkt y im Unendlichen liegt, in welchem Falle 
wir den Kegel — auch wenn er entartet — einen Cylinder nennen 
wollen. Es sei also jetzt y ein uneigentlicher Punkt und 

1) (p {q,q) 4= 0, d. h. die uneigentliche Ebene £^ keine Ebene der Fläche 
(22) und somit auch keine Ebene des Cylinders. Dann ergiebt sich 
wie in Nr. 6, dafs in diesem Fall eine weitere Einteilung, die sich auf 
die Asymptotenebenen des Cylinders stützen mufs, nur noch für 
^(r) = 0, also für den nicht entarteten Cylinder vorzunehmen ist, da 
für F==0 keine der Geraden, in die der Cylinder dann entartet, in e^ 
liegen kann, er also dann keine Asymptotenebenen besitzt. Ist aber 
q{T) = und jer^.=rqp^(g) der Mittelpunkt der Fläche, der für q>{q,q) + 
ein eigentlicher Punkt sein mufs, so ist die Achse | yz \ des Cylinders 
eine eigentliche Gerade, und es gehen durch sie nach dem oben an- 
gegebenen Kriterium zwei imaginäre oder zwei reelle Asymptotenebenen, 
je nachdem 

ist, d. h. da diese Determinante, wenn man ihre mit g^, bezw. g„ gg, q^ 
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multiplizierten vier ersten Kolonnen zur letzten addiert und die 
Gleichung ^g^y^^O berücksichtigt, gleich Tq>{q,q) wird, je nachdem 

^Viif Q) > oder < 0. 

Wenn q>{q, q) = 0, aber g>(q, w) ^ ist, so ist s^ eine Berührungs- 
ebene der Fläche, also eine Berührungs- oder eine singulare Ebene des 
Gylinders. Der zweite Fall tritt aber, so lange 9)(g, u) e|= ist, dann 
und nur dann ein, wenn y der Mittelpunkt der Fläche*), also 
^Vi = 9»(ff) ^' ^ *» *» '» *^ oder 

(p(q,u)^k^y,Ui 

ist. Es bildet demnach für 

2) g>(s, q) ^ 0, aber q>(q, u) ee und e^ A^y.«,. 

die Ebene b^ eine Berührungsebene des Gylinders. Endlich ist für 

3) 9?(g, g) = und ip(qy w) ~ oder = k^y^u^ 

die Ebene e^ eine singu^re Ebene des Gylinders. 

Fassen wir die metrische Einteilung nochmals zusammen, so trägt 
der Gylinder für 

a) 1^9>(j;2)>0 £^nicht,aber einPaar imaginärer Asymptotenebenen, 
ß) Yg>{qy g) < 6^ nicht, aber ein Paar reeller Asymptotenebenen, 
y) F=0 weder «^, noch Asymptotenebenen, 

2) 9(g,g)=0, qp(g',tt)E|zO und e|=A ^y<ti,. «^ als Berührungsebene, 

3) g)(g,g)==0, 9?(g,w)^-0oder^.A^^y^Wj «^ als singulare Ebene. 

1) Obgleich die Gefiamteinteilung der Flächen zweiter Klasse erst in Nr. 8 
folgt, darf dieser Schlufs doch schon hier gezogen werden, weil der Zusammen- 
hang zwischen dem Grad der Entartung dieser Flächen und dem Bang ihrer 
Determinante, sowie das BeziproziiHtsgesetz als bekannt vorausgesetzt wird. 
Ist nämlich p(A) = 0, so enthält e« als Beruhrungsebene der Fläche zwei (reelle 
oder imaginäre) Erzeugende derselben. Liegt nun der Punkt y^ auf keiner Ton 
diesen, so entartet der Gylinder nicht; liegt er nur auf einer derselben, so ent- 
artet der Gylinder in diese und in die durch y gehende eigentliche Erzeugende; 
ist y aber der Schnittpunkt der beiden uneigentlichen Erzeugenden, also der 
Mittelpunkt der Fläche, so tragen diese alle Ebenen des Gylinders, s^ wird also 
erst dann eine singulare Ebene desselben. Ebenso schliefst man, falls ^(A) = l 
oder = 2 ist. Wenn aber ^(A) = 3 ist und e^ der Fläche, d. h. einem Doppel- 
punkte angehört, so ist diese Ebene schon fflr die Fläche singulär; dieser Fall 
kann also hier nicht eintreten. 
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Wir erhalten somit Tabelle VI (S. 111) für die Gesamteinteilung 
unseres Kegels^ bezw. Gylinders und sehen, wenn wir sie mit Tabelle II 
yergleichen, wie leicht sich die letztere in die erstere umwandeln läfst. 

8. Einteilung der Flächen ssweiter Klasse. — Die projektive Ein- 
teilmig der Flache 

(22) q>{uj u) ==^aa«*<^* = {''nr^^hv •.*=i,8»8,4) 

erschliefsen wir nach dem im Räume giltigen Reziprozitatsgesetz aus 
Nr. 5. Bedeutet w(K) die Anzahl der in der Reihe 

(T) A^ ^hkdiif A**,n, 1 (^*./==l,8,8,4) 

auftretenden Zeichenwechsel; so ist die Fläche zweiter Klasse für 

1) p(A) = und 

a) w{K)^0 eine imaginäre nicht entartete Fläche , 
/)) w{K)^2 eine geradlinige nicht entartete Fläche , 
y) w{K) = 1, 3 eine nichtgeradlinige nicht entartete Fläche, 

2) p(A) = 1 und 

a) «?(A) = ein imaginärer Kegelschnitt, 
/J) w{K) =» 1, 2 ein reeller Kegelschnitt, 

3) (>(A) = 2 und 

a) w{K)^0 ein imaginäres Punktepaar, 
ß) w{K) = 1 ein reelles Punktepaar, 

4) ()(A) = 3 ein (immer reeller) Doppelpunkt. 

Die metrische Einteilung ei^ebt, so lange wir die Fläche nur als 
iJcfwngebilde betrachten, wie bei den Kurven zweiter Klasse, nur drei 
Arten yon solchen: 

1) Flächen, denen e^ nicht angehört, d. h. för die y(ö',j) + 0, 

2) Flächen, denen s^ als Beriütrungsebene angehört, d. h. fär die 

9>(«,«)'=0 ™d g)(g,u)=|=0, 

3) Flächen, denen s^ als singulare Ebene angehört, d. h. für die 

9?(g,tt)^0 
ist. 

Falls wir aber auch die Punkte der Fläche mit in Betracht ziehen, 
folgt wie in Nr. 6, daTs für 9(4, g) + und ^(A) -= oder ^(A) « 1 
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diese Einteilung nicht genügt. Es mnfs dann noch fesigestellt 
werden^ ob der Asymptotenkegel der Fläche reell oder iTimginftr 
ist.^) Nach Nr. 7 haben wir, um dies zu entscheiden, in Gleichung (23) 
Vi == Viio) z^ setzen und dann w(Y) aus der Reihe (P') za bestinunen. 
Bilden wir also aus der Determinante 







«11 


«1» 


«1» 


«14 


- 9i(3) 








«1« 


«M 


«»» 


«14 


- 9j(?) 
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«m 
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«14 


«»4 


«M 


«44 


- 9ii9) 








9ii9) 


fM 


9»(2) 


9>M 







die Reihe 
















(p") 






^^kk,„> ö„ 


, 1 




(i,J = l,S,»,4), 



SO ist der Asymptotenkegel imaginär oder reell, je nachdem w?(D) = 
oder = 1, 2 ist. Für qp(g, q) + und p(A) = 2 oder = 3, in welchen 
Fallen die Flache ein eigentliches Punktepaar oder ein eigentlicher 
Doppelpunkt ist, ist der Mittelpunktskegel der Fläche kein Asymptoten- 
kegel, und es mufs, da er sich dann auf eine Doppelgerade, bezw. 
auf einen Ebenenbündel reduziert, ^(D) = 2, bezw. = 3 sein, die 
Reihe (P") also illusorisch werden, was wir durch m?(D) ~ be- 
zeichnen wollen. 

Demnach trägt die Fläche für 

a) w(JOi) = £^ nicht, aber einen imaginären Asymptotenk^el, 
ß) tc7(D) = 1, 2 6^ nicht, aber einen reellen ALsymptotenkegel, 
y) w;(D) Ez weder a^, noch einen Asymptotenkegel, 

2) 9(2, g) = und 9? (2, u)^0 «^ als Berührungsebene, 

3) q>(q, u) = ^» ^ singulare Ebene. 

Aus Tabelle IV (S. 109) ergiebt sich somit in allen Fällen die 
projektive und metrische Beschaffenheit jeder Fläche zweiter Klasse, 



1) Dafs dieser Asymptotenkegel far p(A) = nicht entartet, för ^(A)==l 
aber in zwei eigentliche Gerade zerfällt, braucht bei der metrischen Einteilung 
nicht mehr berücksichtigt zu werden, da diese beiden Fälle schon projektiv von 
einander geschieden sind. 
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sobald ihre Gleichung in einem beliebigen Koordinatensytem ge- 
geben ist.*) 

Heidelberg, den 30. Juli 1901. 

1) Wenn die Ebene a;^ = des Koordinatentetraeders mit der Ebene s^ zu- 
sammenfällt, also jj = g», = g, = 0, ^4 = 1 ist, wird qp (g, q) = a^^ und 9 (g, u) *= tp^ («). 
Femer ist dann 



«1« 



«lA — «1. 



^t ««1 «M ««4 



«88 «84 — «84 



= Aa., 



14 «84 «84 «44 ^ 

und O^j = ^^^^«44 , O^j „ = Ajj^ ,^a44 fflr A?, J = 1, 2, 8; die Reihe (P") geht 

somit über in 

(P'") ^^kk^m ^*t«44i 1 (*,j=i,8,8), 

da wir sie nur benutzen, wenn qp(g, g) = «44 + ^ i^*i *^*^ ^®^ Faktor aj^ im 
ersten Glied unterdrücken können, und da aufserdem, wie leicht zu zeigen ist, 
fOr 9(A) := und ^(A) = 1, d. h. in den beiden einzigen Fällen, in denen wir für 
a^^ ^ Ton ihr Gebrauch zu machen haben, k und l unter den Zahlen 1, 2, 3 cdUin 
stete so gewählt werden können, dafs ihre beiden ersten Glieder nicht zugleich 
verschwinden. Ist nämlich ^(A) = 0, so kann nicht A^j jg = Ajj 3g = A^j 39 =* 
sein, da hieraus folgen würde, dafs die dr.ei unendlich fernen Kanten des Eoor- 
dinatentetraeders die durch (22) dargestellte nicht entartete Fläche berühren oder 
ihr ganz angehören müfsten, was offenbar unmöglich ist. Ist aber ^(A) = 1, so 
wMen die Gleichungen A^^ = A,, := A,, = den in diesem Falle durch (22) dar- 
gesteUten Kegelschnitt als einen uneigentlichen charakterisieren; es müfste somit 
gegen Voraussetzung ^(g, g) = «^4 = sein. 

Für eine Fläche zweiter Klasse, die auf ein beliebiges cartesisahea Koordi- 
naten9ystem bezogen ist, hat man demnach in Tabelle IV 9(g, g) durch «44, 
9(9, tf) durch (p^{u) zu ersetzen und ti;(0) aus der Reihe (P''^ zu bestimmen. 

Heidelberg, den 21. Februar 1902. 



Berichtigung. 
S. 31 Zeile 16 v. u. statt S. 45 lies S. 106 
„ 33 „ 14 V. o. „ „ 49 „ „ 110. 
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I. Elassillkation der Kurve zweiter Ordnung f(x,x)^^aftXiXt---0. 
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Geraden- 
paar, be- 
stehend 
aus f„ und 
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Geraden 


i 

ö, als 1 
Doppel- 
gerade 



g{A) = Rang der Determinante Ä = ^± <*ii«m«s8- 

9(Q) = Rang der durch Rändern aus A hervorgehenden Determinante Q = \ ?)■ 

{q. = Koordinaten von g^) 
to{Ä) = Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe Äa..^ Äj^j^^ 1, in der i und k unter den 

Zahlen 1, 2, 3 so zu wählen sind, dafs sie aus mindestens zwei Gliedern 

besteht. 
w{Q) = Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe Q, 1. 
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n. Klassifikation der Enrve zweiter Klasse q>(u,u)^^af^UiU^^O. 
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p,A) = Bang der Determinante A =^± ^i^tt^»- 

^[^) = Anzahl der Zeichenwechsel der Beihe Aa^^, A^^;^, 1, die aus mindestens zwei Gliedern 
bestehen mufs (s. vor. S.). 
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über kubische Konstruktionen. 

Von K, Th. Vahlbn in Königsberg i. Pr. 

Unter einer ,^ineBren^' Eonstruktionsaufgabe kann man eine solche 
verstehen; die mit dem Lineal allein lösbar ist, oder audh eine solche, 
die, ohne transzendent zu sein, nur eine Lösung zuläfst. Diese beiden 
Definitionen sind nur in Bezug auf projektive Probleme gleichbedeutend; 
denn man kann z. B. eine Strecke, die rational von gegebenen Strecken 
abhängt, im allgemeinen nicht mit dem Lineal allein, sondern nur mit 
Lineal und Zirkel konstruieren. Eine mit Lineal und Zirkel lösbare 
Konstruktionsaufgabe kann nach Poncelet imd Steiner^) auch mit 
dem Lineal allein und mit einem einzigen gezeichnet vorliegenden Kreise 
gelöst werden; eine solche Aufgabe heifst eine „quadratische^^, weil sie 
äquivalent ist der Konstruktion von Ausdrücken, die keine andern als 
quadratische Irrationalitäten enthalten. 

Entsprechend verstehen wir unter einer „kubischen" Aufgabe eine 
solche, die äquivalent der Konstruktion von Ausdrücken ist, die keine 
andern Irrationalitäten als Wurzeln kubischer Gleichungen enthalten. 
Es ist aber unmittelbar klar, dafs diejenigen Hilfsmittel, mit denen man 
die Wurzeln einer kubischen Gleichung konstruieren kann, auch die 
Konstruktion der Wurzeln reduzibler kubischer Gleichungen, also der 
Wurzeln linearer und quadratischer Gleichungen ermöglichen. Wir 
definieren daher allgemeiner eine kubische Aufgabe als eine solche, 
welche der Konstruktion von Ausdrücken äquivalent ist, die keine 
andern Irrationalitäten als Warzetn quadratischer und kubischer 
Gleichungen enthalten. Insbesondere gehören also die biquadratischen 
Gleichungen hierher; denn die Wurzel einer reduzierten biquadratischen 
Gleichung mit der (geeignet gewählten) kubischen Besolvente 

z^-'af8^+hZ'-c = wird durch )/^ +l/a -;? + 2l/^ dargestellt. 

1) Poncelet: Traitä des propri^t^s projectives des figores. Paris 1822. Sect. m. 
art. 351 bis 356. J. Steiner: Die geometrischen Gonstractionen auBgefUhrt mittelst 
der geraden Linie und eines festen Kreises. Berlin 1833 == Werke I S. 461. 
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Welcher Eonstrnktionsmittel man sich bei kubischen Aufgaben 
bedienen kann^ darüber äufsert sich Smith^) wie folgt: On admet . . que 
tout Probleme qui n'a que n Solutions et qui n'est pas transcendental, 
peut se resoudre par des intersections de droites et de courbes de l'ordre n. 
Et en eSety la verite de ces theoremes parait decouler des premiers 
principes de l'Algebre. Mais . . . il se presente un choiK de methodes . . .; 
ainsi l'on peut faire dependre la Solution de tout problfeme cubique 
ou biquadratique, soit des intersections de courbes du troisieme ou du 
quatrieme ordre par des droites ^ soit des intersections mutueUes de 
courbes de second ordre ^ puisqu'on a la m^me evidence alg^rique 
de la g^eralite absolue des deux methodes. Or c'est la demiere de 
ces deux methodes qui parait la plus simple, et qui a et^, ä juste titre, 
preferee par les geom^tres. Ainsi, Ton a ramene la recherche des 
points d'intersection d'une droite par une courbe du troisieme ou du 
quatrieme ordre ä la recherche plus simple des points d'intersections 
de deuz coniques, tandis que personne, que nous sachions, n'a suivi la 
marche inyerse, qui ä la verite serait peu naturelle. . . Nous d^montre- 
rons qu'en se seryant de cette courbe auxiliaire (une section conique 
donnee) on resout tous les probl^mes cubiques et biquadratiques ayec 
la r^le et le compas seulement, en les ramenant, pour ainsi dire, dans 
les limites de la geom^trie elementaire. 

Übrigens erweist sich die Auflösung einer kubischen Angabe durch 
eine gegebene kubische Kurve und das Lineal allein, wenn es sich um 
eine metrische Aufgabe handelt, als illusorisch. So liegt es zwar auf 
der Hand, dafs die Gleichung ci^^px + q durch die Kurve x^^ y und 
die Gerade y ^ px + q gelöst wird, aber die Konstruktion dieser Geraden 
erfordert im aUgemeinen auch die Anwendung des Zirkels. 

Die Kegelschnitte betrachteten schon die Alten als die natur- 
gemafsen Lösungsmittel fQr kubische Aufgaben, welche sie als „proble- 
mata solida (xQoßXijiiccta 6xBQBccf wohl unterschieden neben die „proble- 
mata plana (x^oßli^iiara inCnaSaf^ stellten, die durch Zirkel und Lineal 
gelöst wurden. Und man verlangte sogar, dafs nur bei Konstruktionen, 
deren Lösung mit Zirkel und Lineal nicht gelingt, die Kegelschnitte, 
und erst bei deren ünzuBnglichkeit noch höhere Kurven hinzugezogen 
würden. *) So löste Menächmus') die Aufgabe der Multiplikation des 
Würfels oder die Gleichung ic'= a, welche firüher durch Kurven dritter 

1) H. J. S. Smith: Memoire snr quelques probl^mes cubiques et biquadrati- 
ques. AnnaU di Mat. (2) 8, 112—166, 218—242; M^m. cour. par TAc. de Berlin 
1868 «= Papers 11, p. 1. 

2) PappuB ed. Hultsch I, S. 270,88 bis 272,4. 
8) Archimedes ed. Heiberg m, S. 92. 
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Ordnung gelöst wurde^ durch irgend zwei der drei Kegelschnitte: x^^y, 
y^^ax, xy ^ a] während ApoUonius^) zu einem derselben (am ein- 
fachsten zu der festen Parabel x^ = y) den Ereis x*+ y'— ax — y ^0 
hinzunimmt. 

Für die Trisektion des Winkels teilt Pappus*) zwei Auflösimgen 
durch Kegelschnitte mit^ deren erste er den Alten zuschreibt. Mit der 
Multiplikation des Würfels und der Trisection des Winkels ist aber 
die Auflösung jeder kubischen und biquadratischen Gleichung^ überhaupt 
jedes kubischen Problems gegeben.*) Denn ist nur eine Wurael 
der Gleichung x^— 3ax — 2h == reell, so wird sie durch 

Vb +yb^ — a*+ 3 geliefert; erfordert also nur eine Kubik- 

wurzelausziehung aus einer mit Zirkel und Lineal konstuierbaren 
reellen Gröfse; sind alle drei Wurzeln reell, so ergeben sie sich aus 

+ 2 l/a cos i arc cos — ~, also durch Trisection eines mit Zirkel und 
aya 

Lineal konstruierbaren Winkels. Aber auch bei komplexen Elementen 
ist dies richtig; denn Quadrat- und Kubikwurzeln aus komplexen 
Grölsen konmien auf solche aus^ reellen positiven Gröfsen und auf 
Zwei- und Dreiteilungen reeller Winkel zurück. 

Diese Äquivalenz der beiden speziellen Probleme mit dem all- 
gemeinen kubischen kannten die Alten natürlich nicht. Aber anderer- 
seits lösten dieselben einige geometrische Probleme, welche auf all- 
gemeine (d. h. den allgemeinen äquivalente) kubische und biquadratische 
Gleichungen führen. So führt das von Archimedes*) durch Kegel- 
schnitte gelöste Problem: eine Kugel durch eine Ebene in einem ge- 
gebenen Verhältnis zu teilen, auf die kubische Gleichung x^+ ax^^i, 
welche durch die Substitution o; || - in die allgemeine reduzierte kubische 
Gleichung übergeht. Der von Archimedes angeknüpfte Diorismus ist 
also gleichwertig der Diskussion einer allgemeinen kubischen Gleichung. 
Ebenso ist das Apollonische ^) Problem: von einem Punkte die 
Normalen auf einen gegebenen Kegelschnitt zu fällen, einer allgemeinen 
biquadratischen Gleichung und sein Diorismus der Diskussion einer 
allgemeinen biquadratischen Gleichung äquivalent. 



1) 8. Archimedes ed. Heiberg m, S. 76; Pappns ed. Hultsch I, S. 54; 
Tanaery, Bull. d. sc. math. (2) 8 (1888) S. 323. 

2) 1. c. S. 272, 280. 

3) Dies bemerkt schon Descartes, s. Geometria (Amsterdam 1688) S. 92. 

4) 1. c. I S. 216, m S. 162. 

5) Kegelschnitte, Buch Y. 
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Die Auffassimg solclier Probleme als öleichungen findet sich^ wie 
es scheint^ zuerst bei den Arabern; diese lösen auch die allgemeine 
kubische Gleichung x^+ ax^+ix + c=^0, aber nur spezielle biqua- 
dratische Gleichungen durch Kegelschnitte.^) 

Der nächste Fortschritt hierin wurde von Fermat gemacht. 
F er m at ^) löste die allgemeinen kubischen und biquadratischen Gleichungen 
durch eine Parabel und einen Kreis. Die Parabel ist bei seiner Auf- 
lösung sogar eine ,/este^'; d. h. ihre Gleichung von der aufzulösenden 
Gleichung imabhängig. Aber Fermat hebt diesen umstand nicht hervor. 
Mit Bewufstsein wurde die Beschränkung auf einen „festen*' und be- 
liebigen Kegelschnitt und sogar auf ein endliches Stück eines solchen 
von Descartes vollzogen, der, wie die Alten, die Kegelschnitte als 
nächst einfaches Konstruktionsmittel betrachtet. Descartes spricht 
den Satz aus'): 

Jam vero postquam compertum est Problema propositum esse So- 
lidum; . . . potest semper radix ejus inveniri per aliquam trium Coni- 
carum Sectionum, quaecunque illa tandem sit; aut etiam per ipsarum 
particulam aliquam, quantumlibet exiguam, nee utendo nisi rectis lineis 
et circulis. Verum sufifecerit regulam generalem hie adducere, in- 
veniendi radices omnes ope Parabolae, quando quidem haec aliquo modo 
est simplicissima. 



1) Omar (t 1128), Memoire snr les dämonstrations des probl^mes de Talgäbre, 
publ. et trad. par Woepcke. Paris 1851. S. 46. 

2) Ad locos planos et solides isagoge. Oeuvres publ. par Tannery et 
Henry, I. S. 91 spez. S. 107 = IE. S. 86 spez. S. 99. Dafs Fermat diese Schrift 
vor Descartes' Gr^omätrie publiziert hat, geht aus der „Eloge de Monsieur 
de Fermat, Conseiller au Farlement de Toulouse*' (Le Journal des S9avants I 
[1665] Amsterdam 1679 S. 81) hervor, wo es heifst: „. . une introduction aux lieux 
plans et solides ; qui est un traitä analytique concemant la Solution des problemes 
plans et solides, qui avait est^ veu devant que M. Des-cartes eüt rien publik sur 
ce sujet." 

3) 1. c. S. 85. Der französische Originaltext, 1637, des Descartes (die latei- 
nische Übersetzung, erste Auflage 1649, zweite 1683, rührt von Franciscus 
van Schooten her) lautet: Or, quand on s'est assur^ que le probläme propos^ 
est solide, soit que T^quation par laquelle on le cherche monte au carrä de carre, 
seit qu^elle ne monte que jusques au cube, on peut toi:gours en trouver la radne 
par Tune des trois sections coniques, laquelle que ce soit, ou meme par quelque 
partie de Tune d'elles, tant petite qu'elle puisse etre, en ne se servant au reste 
qne de lignes droites et de cercles. Mais je me contenterai ici de donner une 
r^gle gän^rale pour les trouver toutes par le moyen d^une parabole, ä cause qu'elle 
est en quelque fa9on la plus simple. (Text nach dem Abdruck von „La g^om^trie 
de Ren^ Descartes'* in „La g^om^trie analytique d^Auguste Comte. Nouvelle 
^tion pr^c^dde de la Gäom^trie de Descartes". Paris, Louis Bahl, 1894, 
S. 87-88. Red.) 
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Er lost die biquadratische Gleichung x^ + ax* + hx + c = mit 
Hülfe der festen Parabel y = px^ und des Kreises x^+y^+hp*x + 

^^-— -y + cp*= 0, dessen Mittelpunkt und Radius mit Zirkel und 

Lineal konstruierbar sind. Die Lösung der kubischen Gleichung 
x^+ax + b = ist für c = hierin enthalten. Da die 4 Wurzeln 
Xi, x^y x^y x^ der biquadratischen Gleichung die Bedingung 
^1 + ^t + ^8 + 3?4 = erfüllen, erhält man ein Kriterium dafür, dab 
vier Punkte einer Parabel auf einem Kreise liegen; nämlich der Schwer- 
punkt der vier Punkte mufs dann auf der Parabelachse liegen. Durch 
vier Kreispunkte gehen zwei Parabeln; der Schnittpunkt ihrer Achsen 
ist der Schwerpunkt der vier Punkte. 

Unter Zugrundelegung einer beliebigen festen Ellipse oder Hyperbel 
löste Newton^) die kubische Gleichung. Da sich Kegelschnitt und 
Kreis in vier Punkten schneiden, ist es naturgemäfser, sogleich die 
biquadratische Gleichung aufzulösen und den Fall der kubischen 
Gleichung wie oben daraus zu folgern. Die von DelaHire^ gegebene 
Lösung ist unzureichend, da die beiden willkürlichen Parameter seiner 
Kegelschnittgleichung sich nicht immer redl so bestimmen lassen, dafs 
die Gleichung in die eines gegebenen Kegelschnitts übergeht. Durch 
rein geometrische Überlegungen ist die Lösbarkeit eines allgemeinen 
kubischen Problems mit Hilfe eines festen Kegelschnitts nebst Zirkel 
und Lineal zuerst von Smith und Kor tum') gezeigt worden. 

Sehr viel elementarer ist die analytisch-geometrische Behandlung. 
Wird zunächst eine Ellipse zu Grunde gelegt, so transformiere man 
die biquadratische Gleichung x^-\- 4aa;'+ 6&j:*+ A:Cx + rf = durch 
lineare Variation a: || a: + a in eine solche, in welcher ac>0 ist; als- 
dann durch x=yit in die Gleichung t^ + At^ + Bt^ + At+C^O. 

Ist nun 5j + 1^ = 1 die Gleichung der Ellipse und q> = arctg (| : -) 
die exzentrische Anomalie des Punktes (x, y) derselben, so lassen sich 
seine Koordinaten als rationale Funktionen x = a :i—,—r., y ^b i— ,— ü von 
^ = tg| = I : (l - ^)^(l + f ) : I darsteUen; und die vier Wurzeln der 



1) Arithmetica universalis, Gantabrigiae 1707, S. 322. 

2) Nouyeauz äl^mens des sections coniques, Paris 1679, S. 400. 

3) Smith 1. c; Kortnm: Über geometrische Aufgaben dritten und vierten 
Ghrades. Bonn 1869. Beide Schriften waren zur Bewerbung um den Steiner-Preis 
(1868) der Berl. Akademie eingereicht vrorden; der Preis wurde unter ihnen 
geteilt. 
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g^ebenen Gleichung entsprechen den vier Schnittpunkten der Ellipse 
mit dem Kreise: 

Die Exzentrizität e*=a*— 6* darf nicht verschwinden; sollte 
1 + C= J5 sein, so zerfallt die gegebene Gleichung in (fi+ 1) (t*+Ät+C)^0, 
ist also durch Quadratwurzeln, d. h. durch Zirkel und Lineal lösbar. 

Die vier Wurzeln t^ = tg|-' (i = 1, 2, 3, 4) erfüllen die Bedingui^: 

^h-khhk^l oder tg ^^ + ^«+^'+^^ =0; also: vier Punkte 

einer Ellipse liegen auf einem Kreise, wenn ihre exzentrischen Ano- 
malien eine Summe ^ (mod. 2%) haben. Ist P {x, y) ein Ellipsen- 
Punkt, Q(Xy ry) der entsprechende Punkt des Hauptkreises ir'+y*=a*, 
O der Mittelpunkt, S der Scheitel (a, 0) der Ellipse, so ist der 
Winkel QOS^tp, des Kreissektor QOS =^~a*, der Ellipsensektor 
POS ^^ ah. Das obige Kriterium kann daher auch so ausgesprochen 

werden: vier Punkte einer Ellipse liegen auf einem Kreise, wenn die 
Summe der zugehörigen Ellipsensektoren kongruent Null ist, für den 
Ellipsen-Inhalt als Modul. 

Ist dagegen eine Hyperbel gegeben, so mufs die zu lösende 
Gleichung it^+ 4aa;'+ 6&a;*+ 4cx -f d = durch x\\x + cc so trans- 
formiert werden, dafs die neuen Koeffizienten von Ax^ und 4x, nämlich 
« + a und «*+ 3aa*-f 36« + c, entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Dies ist stets für reelle a zu erreichen, da das Produkt 
(a + a)(cf+ 3aa* + 36a + c) wenigstens zwei reelle Wurzeln hat. Nur 
wenna=— a zugleich Wurzel von a'-f 3aa*+36a-|-c=0 ist, kann diese 
Transformation unmöglich werden; aber dann geht die Gleichung durch 
x\x — a in eine durch Quadratwurzeln allein lösbare Gleichung 
a^+6Vx^+d'^0 über. 

Wir können also ac<0 annehmen, und die Gleichung vermittelst 

^^Y^t in t^-Äfi-Bfi + At+C-^O transformieren. Ist nun 

^--|f = 1 die gegebene Hyperbel, P(x, y) ein Punkt derselben, S der 
Scheitel des durch P gehenden Astes, und setzt man den Inhalt des 
Hyperbelsektors SOP gleich ?a6, wo man tp das Vorzeichen von x-y 

t, so ist tg hyp 9> =» r : - y und x und y lassen sich rational ver- 
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mittelst ^ = tghypl = |;(- + lW(- — lj:| ausdrücken: rc = a j-^-ti , 
y = fe £-3 ,. Die vier Wurzeln der gegebenen Gleichung entsprechen 

den Schnittpunkten der Hyperbel mit einem Kreise^ dessen Gleichung 
dieselbe wie im Falle der Ellipse ist; nur ist jetzt 6*«a*+fc*. Für 
1 + C^B zerfällt die biquadratische Gleichung in (t^-l)(fi-At-C)^0. 

Die vier Wurzeln t^ = tg hyp ^- erfüllen die Bedingung 

2"^, = - «. W.^l, d. h. tg hyp ?^±^^.+^ = 0; 

also liegen vier Punkte einer Hyperbel auf einem Kreise , wenn die 
Summe der zugehörigen Hyperbelsektoren gleich Null ist. 

Die beiden Kriterien für vier Kreispunkte einer Ellipse oder einer 
Hyperbel bleiben offenbar erfüllt^ wenn man irgend zwei der vier 
Punkte durch ihre diametralen Gegenpunkte ersetzt; analytisch findet 

dies seinen Ausdruck darin, dafs die Gleichungen ± ^^^ = t^t^t^t^ ^ii 

durch irgend zwei der resp. Substitutionen t^ || ~- in sich übergehen. 

Der zweite Teil des Descartesschen Satzes, daCs von dem Kegel- 
schnitt nur ein Stück gegeben zu sein braucht, ist rein geometrisch 
von Smith ^) bewiesen worden. Analytisch ergiebt sich seine Richtigkeit 
einfach wie folgt. Es sei z. B. ein Ellipsenbogen gegeben, dessen Punkte 
den im Intervall f <it" gelegenen Werten von t entsprechen. Die 
Gleichung a^+ 4aa;'+ 6bx^+ Acx + d! == wird durch jede der Trans- 
formationen X = a + ßt, wo /5 =1/— ^ — ^^-^ — ?1Zl_ igt, in eine durch 

Ellipse und Kreis auflösbare transformiert. Ist nun x^ eine (reelle) 
Wurzel der gegebenen Gleichung und sei r + i 1 zwischen t' und f 
gelegen, so wähle man für a einen hinreichend nahen rationalen 
Näherungswert einer reellen Wurzel der kubischen Gleichung: 

(^1- «)*(« + a) = r\cfi+ 3aa»-t- 3fca + c), 

und es sei t^ der zugehörige Wert von r. Dann ist der zugehörige 

Wert von ß=^ + —^^^- reell und eine Wurzel t = ^T" " der trans- 
h P 

formierten Gleichung liegt zwischen t' und t", d. h. der auflösende Kreis 
schneidet den gegebenen Ellipsenbogen. 

Durch eine quadratische Transformation kann man auch erreichen, 
dafs zwei der Schnittpunkte auf dem gegebenen Bogen liegen. 



1) 1. c. Partie U. Art. 6 = Papers ü, p. 26 ff. 

/Google 
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Wir haben bisher angenommen^ dafs Achsen und Mittelpunkt des 
Kegelschnitts bekannt seien; von dieser Beschränkung können wir uns 
frei machen, da man aus fünf Punkten eines Kegelschnitts seine 
Achsen der Lage und Gröfse nach mit Zirkel und Lineal konstruieren 
kana*) 

Betrachten wir nun einige besondere kubische Aufgaben. Die 
Aufgabe: Ton einem Punkte M{x^y y^ die Normalen auf einen Kegel- 
schnitt zu fallen, löste Apollonius*) durch eine Hyperbel mit zu den 
Kegelschnittachsen parallelen Asymptoten, die durch M und die Fufs- 
pimkte, und bei Ellipse und Hyperbel noch durch den Mittelpunkt 
hindurchgeht. Da Pappus*) für den FaU der Parabel x^^2py die 
Anwendung eines Kegelschnittes tadelt, ist anzunehmen, dafs er die 
Lösung der Aufgabe durch den Kreis a;^ + y* — (yi + p) y — ya^ia; = 
kannte, der durch die drei Fufspunkte und den Scheitel hindurchgeht. 

Hier läTst sich eine Diskussion der biquadratischen Gleichung 
ar*+ 6aa;*+ 46a: + ^ = anknüpfen. Liegt nämlich der Mittelpunkt M 
des auflösenden Kreises: 

^+(y-|')*+^^+(y-2p)(y-i>) + jp + 3«-i>«-0 

auf der konkaven Seite der Evolute a;-= ^^ (y —pfj ist also 6*+4a^<0, 
so lafst sich von M aus nur eine reelle Normale n auf die Parabel 
fällen, und die biquadratische Gleichung hat 2 oder reelle Wurzeln, 
je nachdem der Radius r des auflösenden Kreises > oder <n ist; 
welcher dieser beiden Falle eintritt, ergiebt sich aus dem Vorzeichen 
von /*(r), wenn f{n) == die Gleichung ist, der die drei Normalen 
genügen. Ist aber &*+4a*>0, so hat /"(w) = drei reelle Wurzehi 
«i>iij>W5>0, und die biquadratische Gleichung zwei, wenn r>»i 
oder «s>r>»8 ist, vier, wenn n^>r>n^y Null, wenn Wj>r ist; 
welcher dieser Fälle eintritt, ergiebt sich nach der Descartesschen 
Zeichenregel unzweideutig aus den Vorzeichen der Reihe /"(r), f'{r\ 
f"ir), r(r). 

Für Ellipse und Hyperbel wurde das Normalen-Problem mittelst 
eines Kreises gelöst von De la Hire^) und Gatalan^), einfacher und 



1) ApolloniuB, Buch IV; Pappus, Ausg. v. Hultßch S. 1076 = Ausg. v. 
Gerhardt S/342. 

2) ApolloniuB Buch V. 

8) 1. c. 8. 270, vgl. hierzu Zeuthen: Die Lehre von den Eegelschnitten im 
Altertum. Deutsch von B. v. Fischer-Benzon, Kopenhagen 1886. S. 268. 
i) 1. c. S. 440. 
5) NouT. Ann. de Math. (1) 7 (1848), 332. 
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eleganter von Joachimsthal'): die andern Endpunkte der Tom 
Scheitel S senkrecht zu den vier Normalen gezogenen Seimen liegen 
auf dem Kreise 

seine gemeinsame Sehne mit dem Hauptkreise x^+ y^=^ a^ berührt den 
Kegelschnitt in einem Punkte T, so dafs ST senkrecht zu OJf ist. 

Schlieüslich wollen wir mit Hülfe der Ellipse -y + fi "^ 1 üi den 

Kreis a:*+ y*= a* ein reguläres Siebeneck SS^S^S^S^S^S^ konstruieren. 
Projiziert man seine Ecken senkrecht zur Hauptachse a auf die Ellipse 
in die Punkte I^, so liegen ST^T^T^ auf dem einen, ST^T^T^ auf 
dem andern der beiden Kreise: 

Königsberg i. Pr., den 24. April 1901. 



1) J. f. Math. 48 (1864), 377. 
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Ober Beweise von Sclmittpniiktsätzen. 

Von Oehhard Hessenbeeg in Charlottenburg. 

1. Wie Herr Hubert in der Göttinger Festschrift 1899 gezeigt 
hat, laust sich jeder reine Schnittpunktsatz aus dem Desargues sehen 
Satz nnd dem speziellen Fall des Pascal sehen Satzes herleiten, der 
durch das Degenerieren eines Kegelschnittes in zwei Gerade entsteht.^) 

Wie aus den Untersuchungen von Herrn Hilbert weiterhin her- 
Torgeht, lassen sich beliebig viele Fälle Pascalscher Konfigurationen 
ans der Desargues sehen herleiten, — eine Thatsache, die übrigens 
dem bekannten Staudtschen Versuch, den projektiven Fundamental- 
satz zu beweisen, zu Grunde liegt. Daraus folgt also, dafs es Schnitt- 
punktsätze giebt, die sich unter alleiniger Anwendung der Desargues- 
schen sowohl wie der Pascalschen Konfiguration beweisen lassen. 

2. Als einfaches Beispiel sei folgender Satz gewählt: 

I. Liegen die Ecken eines einfachen Sechsecks abwechselnd auf 
zwei Geraden, wnd liegt der Schnittpunkt dieser Geraden mit den Schnitt^ 
punkten von zwei Paa/r Gegenseiten des Sechsecks in gerader lAnie, so 
liegen die drei Schnittpunkte der Gegenseitenpaare des Sechsecks in 
gerader Linie. 

Der Satz ist ein spezieller Fall des Pascalschen und entsteht 
aus ihm durch den kursiven Zusatz. 

Wir haben noch zu zeigen, dafs er aus dem Desarguesschen 
Satz hergeleitet werden kann. 

Die Ecken des Sechsecks seien in der Reihenfolge der Verbindimg 
Pi bis P^; PiP, schneide P4P5 in S^, P^P^ desgl. P^P^ in S^, P^P^ 
endhch P^P^ in Sj. Nach Voraussetzung liegen P^P^P^^ in gerader 
Linie, ebenso P^P^P^. Der Schnittpunkt M der beiden Geraden liegt 
mit iSj/S, in gerader Linie. Zu beweisen ist, dafs S^S^S^ in gerader 
Linie hegen. 

1) § 36, S. 76 f. Ein wesentlicher Schritt zum Beweise des Satzes ist 
schon von Herrn Wiener im Jahresbericht 1, 46—48; 8, 70—80 der Deutschen 
Mathematiker -Yereinigong gethan, und zwar durch den Nachweis, dafs der pro- 
jektive Fundamentalsatz aus dem Desarguesschen und dem Pascalschen her- 
geleitet werden kann. 

Aichiy der Hftthematik und Fbyiik. m. Reihe. IH. 9 
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Gkrhabd HESBsirBERa: 




Pig.l. 



Die Dreiecke P^P^P^, P^P^P^ scimeiden sich mit den homo- 
logen Seiten in S^ bezw. 8^ und M, Diese drei liegen in einer 
Geraden. Somit gehen die Geraden P1P4, -Pj-Ps, PjP« durch 

einen Punkt. Danach 
liegen die Dreiecke 
P,P,Pu F,P,P, per- 
spektiT, die Schnittpunkte 
der homologen Seiten 
sind S,, 5,, M. 

Diese liegen in einer 
Geraden, mithin auch 81, 
5,, Sg, w. z. b. w. — 

3. Es ist nun viel- 
leicht nicht ohne Inter- 
esse, umgekehrt einen 
speziellen Fall des De- 
sargu es sehen Satzes 
kennen zu lernen, der 
sich aus dem Pascal- 
schen Satz beweisen lafst. 
Er lautet : 

n. Liegen zwei Dreiecke perspektivisch, und geht die Verbindungs- 
gerade zweier nicht homologen Punkte mit den Gegenseiten derselben durch 
einen Punkt, so schneiden sich die homologen Seiten in Punkten einer 
Geraden. 

Läfst man den kursiven Zusatz fort^ so hat man den Desargues- 
schen Satz. Es bleibt also noch zu zeigen, wie sich die Figur aus 
dem Pascal sehen Satz herleiten lafst. 

Die Dreiecke seien A^A^A^, B^B^B^, Nach Voraussetzung 
schneiden sich A^B^, A^B^, A^B^ in einem Punkte 8, femer A^B^, 
A^A^, B^B^ in einem Punkte Jf. Die Schnittpunkte von A^A^ mit 
B^B^, A^A^ mit B^B^, ^s-^ ^^^ -^s^i s^i^ii bezüglich C,, C^ und C^ 
Endlich bezeichne N den Schnittpunkt von A^A^ mit B^B^. Es ist zu 
zeigen, dafs C^y C^, C^ in gerader Linie liegen. 
Das Sechseck 

MA^A^8B^B^M 

ist in der angeschriebenen Reihenfolge der Ecken ein Pascalsches, da 
Jf, A^f B^ sowohl wie Af, 5, B^ in gerader Linie liegen. Die Schnitt- 
punkte A^, N und B^ der Gegenseitenpaare liegen mithin ebenfalls in 
gerader Linie. 
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Nunmehr bilden die Punkte 

in der angeschriebenen Reihenfolge ein Pascalsches Sechseck, da N, 
B^y A^y wie eben gezeigt, und B^^ My A^ nach Voraussetzung in 
gerader Linie liegen. Die Schnittpunkte der Gegenseitenpaare sind C,, 
C|, C^y liegen also in gerader Linie. 

4. Der soeben bewiesene Satz 11 ist Ton wesentlich anderem 
Charakter ab Satz I, da die in ihm mfkaUenen Pascalschen Sechs- 




Fig.S. 

/ 

ecke allgemeine sind, d. h. nicht zu denjenigen speziellen gehören, 
die mit Hülfe des Desarguesschen Satzes konstruiert werden können. 

5. Im Widerspruch mit der — unzutreffenden — Behauptung 
Bolzanos, wonach jeder Satz nur auf eine Weise bewiesen werden 
kann, hat Herr Hilbert für den Pascalschen Satz zwei wesentlich 
Teischiedene Beweise angegeben.^) Da femer der Desarguessche und 
der Pascalsche Satz unter wesentlich verschiedenen Bedingungen be- 
weiBbar sind, so folgt, dafs die ZurQckfKhrung der beiden hier ange- 
gebenen Sätze auf die Axiome der Geometrie drei wesentlich yerschie- 
dene Beweise fOr jeden ergeben würde. 

Charlottenburg, im Mai 1901. 

1) l c. § 14, S. 28; I 81, S. 71. 
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Znr Theorie der Resnltanten zweier linearen homogenen 
Differentialgleichnngen. 

Von L. Heffteb in Bonn. 

4 

Die an zwei algebraische Gleichungen anknüpfende Eliminations- 
theorie ist von Herrn von Escherich^) auf lineare homogene Diffe- 
rentialgleichungen übertragen worden. Zu der aus zwei solchen zu 
bildenden Besultante bin später ich selbst*) auf anderem Wege gelangt 
Sodann habe ich kürzlich') einige Punkte der algebraischen Theorie, 
nämlich die Bedingungen für die Existenz eines gemeinsamen Teilers 
von bestimmtem Qrade und die Aufstellung dieses Teilers in Deter- 
minantengestalt^ in möglichst einfacher Form abgeleitet. Gerade diese 
Behandlung Ufst sich nun auch bei linearen Differentialgleichungen 
durchführen. Sie liefert bei zwei linearen homogenen Differential- 
gleichungen die Bedingungen für die Existenz einer bestimmten Anzahl 
gemeinsamer Integrale in einer anscheinend bisher noch nicht be- 
merkten Form und sodann die Aufstellung des diese Integrale ent- 
haltenden Differentialausdrucks in Determinantengestalt — Alles genau 
analog den entsprechenden algebraischen Formeln. 

Des Zusammenhangs wegen sei es gestattet^ in No. 1 einige Punkte 
kurz in Erinnerung zu bringen ^ obwohl sie wesentlich ebenso schon 
bei Herrn von Escherich stehen. No. 2, 8, 4 enthalten die vor- 
stehend angedeuteten Resultate^ No. 5 endlich ein Beispiel. 

1. BesuUatde zweier linea/ren homogenen DiffereniicJMUsdrücke, — 
Seien 

(1) P(ji) = p,t^-) + ft y<^-^) + • . . + i),y = 0, 

(2) Q{y) = q^y^-) + g,y(«-i) + . . . + ,^y « 



1) Denkschriften der Kais. Akad. d. Wissensch. Wien, Math. Nat. El. 46 
(1883). 

2) Crellea Joum. 116 (1896), 167ff. 
8) Math. Ann. 54 (1901), 641 ff. 
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zwei lineare homogene Differentialgleichungen^ 

bezw. je ein Fundamentalsystem von (1) und (2). Beide Gleichungen 
haben dann und nur dann ein Integral gemein^ wenn die Determinante 



(3) 



8 = 



y^ } y^ } 



• • V yi, Vi 


• • •, yy, y. 


• • V Vi> Vi 


• ■ •> Vn> Vn 



% >% > 

idenüsch verschwindet. Denn, ist dies der Fall, so sind nach bekanntem 
Satze die n + ^ Funktionen linear abhängig; d. L es hesteht eine 
Relation 

Ci yi + • • • + c, y, + Ol i?i + • . . + C;, 1?^ = , 

worin weder alle c noch alle C Null sein können, da sonst die y oder 
die 11 kein Fundamentalsystem wären. Also ist dann ein Integral von 
(1) gleich einem solchen von (2). Und ist umgekehrt letzteres der Fall, 
80 sind die n + ^ Funktionen linear abhängig, also die Determinante 
S identisch Null. 

Öie Determinante iS^ ist in der Algebra analog dem Produkt sämt- 
licher Differenzen zwischen den Wurzeln der einen und der anderen 
der beiden algehraischen Oleichungen und zeigt ebenso evident wie 
dieses durch ihr Verschwinden das Vorhandensein gemeinsamer 
Losungen an. Wie dort in der Algebra streben wir aber auch hier 
nach einer Bedingung, die sich nicht in den Lösungen, sondern in den 
Kaeffijsienien der vorgelegten Gleichungen ausdrückt. Diese erhalten 
wir entweder ohne Benutzung der Determinante 8 sehr einfach so, wie 
es in der zitierten Arbeit (Grelle 116) geschehen ist, oder — ziemlich 
genau — nach Herrn von Escherich (a. a. 0.) in folgender Art, 
wobei gleich der Zusammenhang zwischen der neuen Bedingung und 
8 hervortritt. 

Durch A-fache Differentiation nach der unabhängigen Variabein x 
werde aus (1) und (2) 

(5) g(^)(y) = qoxy^""^^^ + ?i2!^»+^-*> + • • • + ?«+;i-i, ly' + qn-^x, xy. 

(Z-l, 8, 8,...). 
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Dann ist 



L. Hxpftkr: 



(6) 



R: 



0, Jh^ n-2, 

0, 0, 

0, go, v-i, 



Pi^y Pu ' '} A 



n Zeilen^) 



y Zeilen 



die Resultante von P und Q; denn sie unterscheidet sich von S nur 
durch einen nicht identisch verschwindenden Faktor. Aus den bei Herrn 
Ton Escherich (a. a. 0. No. 11) ausgeführten Umformungen von £i und 
22 folgt nämlich unmittelbar 

J Po J 9o 

(7) -B = l>S-«S-c .c .Ä 

Samü ist (mch das identische Verschwinden von R notwendig und 
hinreichend für die Existenz gemeinsamer Integrale von (1) und (2) oder 
— mit anderen Worten — für die Existenz eines gemeinsamen Talers 
der beiden Differentialausdrücke P und Q. 

Die Resultante R wird also gebildet, indem genommen werden 
ab erste Zeile die Koeffizienten von P^*""*)(y), als zweite die von 
p(«— 2)(y)^ denen eine Null vorangeht, u. s. w., alsnte die Koeffizienten 
P(y) selbst, denen n — 1 Nullen vorangehen; dann folgen v Zeilen, die 
entsprechend aus Q(tf) und seinen Ableitungen gebildet sind. 

2. Umformung der Restdtante zweier Differentialausdrücke mit ge- 
meinsamem Teiler, — Die beiden Differentialausdrücke 9 und Q mögen 
nun einen gemeinsamen Teiler von der Ordnung A haben, d. h. es sei 

(8) P = PT(i,) und Q = QT(ff), 

WO 

(9) P(y) =^0!^"-^^ +ft»<''"-^-'> + • • • +^r-2y, 
l Q(jf) = qotf^^-^^ + ä!^"-*"'^ + • • • + än^x y. 

Dann kann man die Resultante R von P und Q statt direkt, wie oben 
angegeben, auch in zwei Schritten so bilden, dafs man zunächst T(y) durch 

1) Diese Determinante ist, abgesehen von der Bezeicfanung der Koeffizienten, 
idexiiisch mit der Determinaote E bei y. Escherich (a. a. 0.) und unterscheidet 
sich von der Determinante J (Grelle 116, 169), abgesehen von der Bezeichnung 
der Koeffizienten, nur durch Transposition und Umstellung von Parallelreihen. 
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y^^) ersetzt und das quadratische System der Koeffizienten von 1/^^"^^^^^ 
y(„+y-.8)^ . . ., y', y in P(y^^^) und Q{i/^^^) und in ihren Ableitungen bis 
zur (» — l)ten^ bezw. (y — l)ten aufschreibt, wobei die X letzten Kolonnen 
nur Nullen enthalten. Die Determinante dieses Systems ist die Resul- 
tante von P(j^^^) und ^(j^^^) in Bezug auf y: 

., Pn+v-i^l, n~l, 0, . . ., 



(10) B = 



0, ^0,1.-8, 



0, 0, 



fPof Pu • '9 Py-iy 0, . .., 
. ., q^^n-i-i, r-1, 0, . . ., 

. ., g,,+„-i_8, ^_8, 0, . . ., 



0, 



0, 



n Zeilen 



V Zeilen 



y(»+r-S) 


» 


T(y)(.+.-i-»), 


J^i+1) 


» 


^'(y), 


J^*) 


?> 


^(y), 



X Kolonnen. 

Nunmehr denken wir uns in jenen GleichuDgeu, deren Koeffizienten 
das System von R bilden, wieder y<^) durch T{y) ersetzt, also 
y(i.+y-i) durch T(j/)(»+i'-i-i), 



(11) 



d. h. wir machen in jenen n + v linearen Gleichimgen zwischen 
y(«+»-i)^ ^ yf^ y jjg durch (11) angedeutete lineare homogene Sub- 
stitution. Also erhalten wir das Koeffizientensystem, das wir für B 
brauchen, durch Komposition der Zeilen von iJ mit den Kolonnen der 
rechten Seite von (11), nachdem diesem System noch X Zeilen mit 
Nullen hinzugefügt sind, weil J^^^^^ . . ., y', y links in (11) nicht 
Torkommen. Also ist, wenn wir mit {ü} das System der Deter- 
minante B bezeichnen u. s. w., 

A), «+y— 2— 1> ^ « + v— ;i — 1; • • •; ^+v— 1, n + v— ;i — 1 



(12) [M]^{BY 



-8, 11+r— 2— 2 



0, 
0, 

l 0, 



0, 
0, 

0, 



. . ., 0, 0, . . ., 
..., 0, 0, ..., 



(A Zeilen) 
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128 L. HSFFTUI: 

wobei die Zeilen Ton [b] mit den Kolonnen des zweiten Systems 
rechts zu komponieren sind. 
Da nun 

und in dem ^ System in (12) links unter der Hauptdiagonale nur 
Nullen stehen ; so ergiebt sich aus (12) f&r JR selbst die Umformung 

(13) B = ^.<J+"~S 

die dadurch zustande kommt, dafs nur die mit geeigneten (aus dem t- 
System abmdesenden) Faktoren multiplusierten Kolonnen von weiter rechts 
stehenden Kolonnen subtrahiert werden. 

Mit anderen Worten: Die BesuUante von P=FT{y) und Q= 'QT{y) 
ist bis auf einen nicht identisch verschwindenden Faktor in die BesuUante 
von P(!^^0 und Q{y^^^), deren X letzte Kolonnen nur Nullen enAaUen, zu 
transformieren. 

3. Bedingungen für die Existenz eines gemeinsamen Teilers genau 
von der Ordnung X. — Durch die yorstehende Umformung der Resul- 
tanten Yon PT und QT ist zuiulchst aufs neue bewiesen, dafs die Re- 
sultante Yon P und Q bei Vorhandensein eines gemeinsamen Teilers 
identisch verschwindet. Wir können aus (13) aber auch die Bedin- 
gungen für das Vorhandensein eines Teilers genau Ater Ordnung her- 
leiten. 

Mit B Jq « 1, 2, . . .) bezeichnen wir die Unterdeterminante von B, 
die aus B durch Streichung der q letzten und q ersten Kolonnen, der 
Q ersten |>-Zeilen und q ersten g-Zeilen entsteht^), mit B die ent- 
sprechende Unterdeterminante von B. Aus (12) fo^ direkt, dafs B 
ganz ebenso in B umgeformt wird, wie man in (13) von B za B 
überging, d. h. es folgt die Relation 

(14) R^^B^. f+^-'-o. 
Nimmt man nun q == X, so ist also 

(148) B,-Ä •<;;+'-". 

Bx ist aber gerade die Resultante von P(y) und Q{y), deren iden- 

1) Diese Definition der ünterdeterminante R ist vöüig analog wie in der 
Algebra; denn wenn man dort gewöhnlich B aus B durch Streichung der 2^ 
letzten Kolonnen, der q letzten p- und q letzten g- Zeilen bildet, so kommt das 
bei dem Bau der algebraischen Resultante B auf dasselbe hinaus, als wenn man 
die oben beschriebene Operation benutzt. 
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tisches Verschwinden also die charakteristische Bedingung dafür ist^ 
dafs P und Q noch einen gemeinsamen Teiler besitzen. Dies ist aber 
wiederum charakteristisch dafür^ dais P und Q selbst einen Teiler 
höherer als Ater Ordnung gemein haben. Also haben wir das 
Resultat: 

Die charcJcteristischen Bedingungen dafür , dafs P(if) und Q(y) 
einen gemeinsamen Teiler genau Xter Ordnung oder die Gkkhmgen (1) 
und (2) genau X linear unabhängige Integrale gemein haben, lauten: 

(15) iJ^O, ^1 = 0, ..., Ä^i = 0; Rx4-0. 

4. Detenninantenform des gröfsten gemeinsamen Teüers zweier 
linearen DifferentiaiaMsdrücJce. — Bei P und Q seien jetzt die Bedin- 
gungen erf&llt^ dafs sie einen gemeinsamen Teiler genau Ater Ordnung 
haben. Es ist also 

Durch Multiplikation mit y, die rechts in der letzten Kolonne von Ri 
ausgeftlhrt werden soll, folgt 



(16)B2.y==^;+^-2^ 



|>0, n—Z — l, Pl, «— i— I i 



0, 0, . . . 



Pn^r — iX — l, n— i — 1 ' V 



Poy Pu 



Pv-l 



gv+„_22 — 1, p—X- 



n — X Zeilen 



V — A Zeilen 



Addiert man rechts die bezw. mit y(«+»'-8^— i)^ y(n+i'-a^-2)^ 
multiplizierte erste, zweite, u. s. w. vorletzte Kolonne zur letzten, so 
steht in dieser der Reihe nach von oben nach unten 



y 



•X-i) 



ilf\ 



Pin-.i^i)(j,)^ P<-^-*^(y), ^..,P\y\P{y), Q^^-'-'^(ff)y Q^'- 

Ersetzt man jetzt noch in (16) y durch T(y)y so geht die letzte Ko- 
lonne rechts über in 

P<-^-%), P(-'i-«)(y), .., P'(y), P(y), ^('-^-«(y), .., Q'(^), Q{y). 

Aber auch in den anderen Kolonnen der Determinante können wir 
wieder zu den gegebenen Koeffizienten von P und Q selbst zurück- 
kehren, indem wir die vorletzte Kolonne mit t^ multiplizieren und 
zu ihr die mit geeigneten Faktoren multiplizierten vorhergehenden 
Kolonnen addieren, dann mit der drittletzten Kolonne ebenso verfahren, 
u. 8. w., kurz indem wir die vorher vollzogene Umformung, die von Rx 
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ZU Ri f&hrte; zurückbilden. Dabei bleibt rechts der Faktor t^ übrig, 
durch den wir noch dividieren, sodafs der links stehende grofste ge- 
meinsame Teiler von P nnd Q als Koeffizienten von y(^> gerade Rz hat: 

0, Po, »-i-«, . . ., lln+r-JÜ-», «-2-8, P<»~*-%) 



(17) Ä^>. 



0, 0, . . ., i»o, A, . . ., Pt-1-1, P(lf) 

0, go, »-2-J, . . ., a,+,_»i_>, ,_i_», ö<'-'-»)(y) 



0, 



0, 



• • ; 9o, iu • • ; ?«-»-!, ö(y) 



Diese Formel besagt: 

Ist Bi in der Beihe der DeterminatUen R, R^, i^, . . . die erste 
nickt identisch verstkunndende, so erhäU man den alsdann vorhandenen 
grofsten gemeinsamen Teiler Xter Ordnung von P und Q, indem man in 
der Determinanie Ri die letete Kolonne durch 

i^-'-'>(y), ..., P'(y), Pdf), (S^'-'-m, •••, Q'(jf), Q(y) 

ersetet. Der Jükihste Koeffüsient des so gdnldäen gemeinsamen Teilers ist 
gleich Ri. 

5. Beispid. — Vielleicht ist es erwünscht, die vorstehende all- 
.gemeine Entwickelung noch durch ein möglidist einfitches Beispiel 
illostriert zn sehen. 

Sei P = x'y" + y' - (1 + x*)y, also 

P' = xy - (2x + l)y" - (1 + o^y' - 2xy; Q^y" - y, 
also Q' = y'" - y'. Mithin ist 

»», 2x + \, -(l+ar»), -2x 

0, a;*, 1, -(! + *«) 

1, 0,-1, 
0, 1, 0, -1 



R = 



= 0, 



wie sich durch Addition aller Kolonnen zur letzten ergiebt 

Durch Streichen der ersten und letzten Kolonne, der ersten und 
dritten Zeile erhalt man 

»» 1 
1 



R,= 



= -1^0. 
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AIbo haben P und Q einen Teiler erster Ordnung gemein nnd keinen 
höheren. Er ist 

*o - 1, y"-y 

wobei der Koeffizient von y' gleich B^ ist. In der That ist 

P = x»(y'-y)' + (l + ««)(y'-y), Q = (y' - y)' + (i,' - y), 
also 

Bonn, den 16. September 1901. 
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Snr la conrbe ^nipotenüelle; 

Par M. F. Gomes Teixeiba ä Porto. 

1. Le nom de courbe equipotentielle a ete donn^ par Gayley^ dans 
im important article publie dans le Phüosophical Magcurine (t. XIV, 
1857), ä la courbe represent^ par l'^quation, en coordonnees bi- 
polaires, 

(1) !? + ?!--, 

Oll m, m' et A; representent des quantites constantes donnees, et p et ^' 
les distances des points de la courbe ä deox foyers dont la distance 
est egale a a. Dans ce trayail r^minent g^omfetre d^termine la forme 
geniale des ovales qui constituent la conrbe, et leur disposition par 
rapport aax foyers, pour les diverses valeurs de ^, par des consideratioiiB 
presqne intuitives, sans entrer en d^tails analytiques. Ici nous allons 
donner quelques indications sur une mani^re de faire la th^orie analy- 
tique de la courbe, et en deduire quelques-unes de ses proprietes 
qui ne se trouvent pas dans le travail de Gayley. 

2. En prenant pour origine des coordonnees un foyer et pour aze 
des abscisses la droite qui passe par Tautre, on a 

(>« = ^* + yS p'* = (^-a)« + y«; 

et, par consequent, en ^liminant o;, y et p' entre ces equations et (1), 

/ON ^ (a« + P')(^P-«wi)«~a»m-V 

^^>' *"" 2a(ifcp-ain)» ' 



W V 2a(ifcp — am)* ' 



(4) 



oü Q^, tt|, . . ., Og repr^entent les racines des equations 

(p + «)(*(> — »»») — aw'p = 0, 
is + öt)(Äp — am) + am'^ = 0. 
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A l'egard de ces racines il convient de remarquer que Celles de la 
premi^re et des deux dernieres sont reelles et inegales. Gelles de la 
deim^me sont r^lles quand on a 

{k + m-my- 4Jcm ^ 
ou 

[Ä - (V^ + V^')l [* - (vw - y^')'] > 0, 

et imaginaires dans le cas contraire; et par consequent elles sont 
reelles et inegales quand Je > (j/m + l/m')^ et quand Je < (Ym — Vw')*, 
imaginaires quand Je est compris entre ces deux valeurs^ et egales quand 
t = (y^ + y^)«, et quand Je - (j/m - Ym^. 

3. Gela pose, supposons que les racines cc^, a^, ..., Ug sont toutes 
reelles et inegales et que Og > 0(7 > . . . > o^. Dans ce cas y est reelle 
quand q est compris entre a^ et a^, ou entre a^ et a^^ ou entre a^ et a,, 
ou entre o, et a^y et imaginaire dans les autres cas. La courbe est 
donc compos^e de qucUre ovales, sjmetriques par rapport ä Taxe des 
abscisses et qui coupent cet axe. 

En d^terminant au moyen de F^quation (2) les valeurs de x qui 
correspondent aux yaleurs cc^, a^, . . .^ ag donnees a p^ on pourrait 
trouver, en cbaque cas particulier^ la disposition des ovales par/apport 
aux foyers; mais on n'en a pas besoin^ parce que cela r^sulte imm^ 
diatement de Tanalyse de Cayley. 

Nous allons d^terminer les points des ovales oü la tangente est 
parallele ou perpendiculaire a Taxe. Pour cela^ employons la formule 

dy^ Jc*[F\Q){JcQ^am)^4.hF(Q)] 
oü 

f(q) = - (p - «i)(p - «s) ••• (p - «s); 

afin de d^terminer les valeurs que q prend dans les points oü la 
tangente est parallele ä Taxe de la courbe, on en tire l'equation 

F\9) QcQ - am) - 4*F(p) =- 0, 

qui est du huiti^me degre par rapport a (». A l'egard du nombre de 
ces points nous remarquons que, la fonction F\q) etant n^ative pour 
9 = «8; «67 «4> • • •; «2; ^t positive pour p = «7, «5, . . ., o«, a^, le 
piemier membre de cette equation change six fois de signe, quand on 
domie ä p les valeurs cc^ cc^y cc^^ . . .^ 0^. Donc des deux cotes de Taxe 
chaque ovale a seulement uu point oü la tangente est parallMe a cet 
axe, ä l'exception d'une qui peut en' avoir un ou trois. 
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La tangente est perpendicnlaire k Faxe dans hß points qui oorres- 
pondent anz yaleurs de q donn^s par l'^tiation 

{JcQ — amy + armm ' = ou q ^ ^ 

A ces yaleurs de q correspondent deux points, plac^s sym^triquemeat 
par rapport ä Taxe de la conrbe et qui sont r^ls quaud q est compris 
dans un des intenralles (og, o,), (e^, a^^ . . ., (c^, c^). 

4. On Studie de la m§me manifere le cas oü deux des racines a^ 
a^, . . ., cc^ sont imaginaires. Alors la courbe est compos^e seulement 
de trois OTsles. 

Si deux des racines a^, €c^ - • v % ^^^ egales, la courbe est com- 
pos^ de quatre ovales, mais deux d'entre elles ont un point commun 
plac^ sur Faxe. Dans ce point on a 

ayin 



si * - (y^ + Yrn^y, et 



ym + YnT 



7> 



si t - {yi^i - yary. 

5. Les points qu'on d^termine en coupant la courbe par une 
transrersale quelconque, jouissent de quelques propri^t^s qui, ä ce que 
je crois, n'ont pas encore ^t^ remarques. 

Soit 

Äx + By + C^O 

F^quation de la transversale consid^r^. Elle coupe la courbe en huit 
points oü Q prend les valeurs donn^es par Fequation suivante, qui 
r^sulte de Felimination de o; et de y entre ladite ^quation et les 
^quations (2) et (3): 

Ä[(a* + Q^) (kf - amy - a^m'^g^ + Bk^YF(ff) + 2aC(kQ - amy = 0, 
ou 

B^k^Fiff) - [{kQ - amy\2aG + A{a^ + (>»)] - a^m'^Q^y^ 0, 
ou 

Gette ^quation fait voir que la somme des distances q^ q^, . . ., q^ 
des points oü la droite coupe la courbe, au foyer qu'on a pris poor 
origine des coordonnees, satisfiEÜt ä la condition 



«l + ft + • • • + P8 - 4-jj- . 
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On Toit anssi qua la somme des distances q[, Qff" des m&mes points 
a Tautre foyer satisfait a la condition 

' I ' I I ' A ^^ 

Qi + Qi + '-' + fs^-^-^T' 

On en conclut que la somme des distances entre les points oü une 
transversale qudconque coupe la courbe et un foyer est constante. 

On yoit^ au moyen de la m§me ^qnation, qu'on a 
/K\ a«i»*r j , . C(C + Aä)l 

En posant = 0, le produit des distances ä Torigine des points oü les 
transversales passant par ce point conpent la courbe , satisfait ä la 
condition 

(6) Qi9i''Q$=-kr-' 

De la mSme mani^re on trouTe, pour les transTersales qui passent par 
Fantre foyer, 

PiPa •98=*— jfcT-- 

On en conclut que le produit des distances ä un foyer des points om 
tme transversale quekonque passant par ce foyer, coupe la courbe est 
constant. 

Mais ce n'est pas ce coroUaire de T^quation (5) qu'il y a int^ret ä 
considerer ici, parce qu'il est un cas particulier d'un theor^me general 
connn, applicable ä toutes les courbes cycliques. Ce qu'il nous conrient 
de considerer, r^sulte en posant dans cette ^quation 

C+^a = 0. 

L'^nation de la droite consid^ree prend la forme 

^ Ä{x'-a) + By^O, 

et on voit qu'elle passe par le foyer (a, 0). Et, ayant ^gard ä T^quation 
(6), on conclut que le produit des distances ä un foyer des points oü 
les trcmsversaies, qui passent par Vautre, couperU la courbe, est constant. 

Porto (Portugal), aoüt, 1901. 
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Weiterer Beitrag zur yeraUgemeinerten 
Rösselspnmganfgabe. 

Von F. FiTTiNG in München- Gladbach. 

In einer früheren Abhandlung ^)y die sich mit folgender Anfgabe 
beschäftigte: 

Ma/n zeichne n Punkte und bilde durch Fortschreiten von einem 
dieser Punkte zu aUen übrigen^ wobei keiner doppelt berührt werden darf, 
yyWegef' mit der Einschränkung, dafs eine Beihe von „Wegeiementen^, 
d. h. Sprüngen zwischen gewissen Punkten verboten sein soU. Wievid 
solche Wege gi^t es? 

hatte sich Verfasser von dem Gedanken leiten lassen^ zum Ausgangs- 
punkt der Betrachtimg jenen Fall zu nehmen , wo verbotene Sprünge 
nicht vorhanden sind, und deshalb n\ von einander verschiedene Wege 
gezählt werden. Durch successives Ausschliefsen gewisser „Elementen- 
paare", unter welchem Namen die durch zwei Punkte A und B ge- 
gebenen, in ihrer Richtung entgegengesetzten Wegelemente AB und 
BA zusammengefaTst wurden, sollten daraus allmählich die kom- 
plizierteren Fälle abgeleitet werden. 

Der Gedanke erwies sich als firuchtbar, insofern es gelang, eine 
Beihe von allgemein geltenden Rekursionsformeln aufzustellen, deren 
Zahl hier noch vermehrt werden soll, um sodann ihre Brauchbarkeit 
zur Bewältigung speziellerer Aufgaben zu zeigen. 

Es entspricht dem zu Ghimde gelegten Gedanken am besten, 
wenn die verbotenen Sprünge durch Gerade, mit denen man die be- 
treffenden Punkte verbindet, kenntlich gemacht werden. 

Die in jedem besonderen Falle vorliegende Anordnung von Punkten 
und Geraden wurde im Hinblick auf die dadurch gegebenen Wege ein 
„Wegkompiexf^ genannt. 

Die Zahl der Punkte eines Komplexes ist durchgehends n, wenn 
nichts anderes ausdrücklich gesagt wird. 

1) Über eine Yerallgemeinenuig der Rösselspmngaufgabe. Zeitschr. fSr 
Math. u. Physik (Schlömilch). 46 Jahrg. Heft 2 u. 3. 
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Die Snmme sämtlicher Wege eines gegebenen Komplexes hieis die 
Wegeeahl des Komplexes. 

Erster Teil. 

1. Häupt'Bdcursiansformd. — Tilgt man zwischen n unTerbundenen 
Punkten a Elementenpaare durch Einzeichnung Ton ebensovielen (Geraden 
in beliebig gewählter Anordnung^ so wurde (Kap. UI der früheren Ab- 
handig.) durch W(n,a) die Wegezahl des entstandenen Komplexes bezeichnet^ 




Flg. 1. 

der in der Folge auch kurz Komplex W(n, a) genannt werden mag. 
Fafst man femer ein etwa durch /J zu kennzeichnendes^ bestimmtes 
Elementenpaar dieses Komplexes ins Auge^ so läfst sich die Anzahl 
W. ^^) aller Wege des Komplexes^ in denen Wegelemente dieses 
Paares enthalten sind, durch q 

Wegezahlen anderer Kom- 
plexe ausdrücken. Zur Auf- 
stellung und zum Verständ- 
nis der Formel bedarf es 
einiger Figuren: von dem 
gedachten Komplexe brau- 
chen nur die Endpunkte 
A und B des betrachteten 
ülementenpaares z/ und die- 
jenigen Punkte gezeichnet 
zu werden, nach denen von A und B Gerade auslaufen — in 
Fig. 1 von Ä nach. den Punkten 1, 2, • • •, 6^y von B nach den Punkten 
I, II, • • •, 6^ und von A und B zusammen nach q anderen Punkten. 
Vereinigt man A und B zu einem Punkte C, wodurch q Gerade ver- 
schwinden und Fig. 1 in Fig. 2 übergeht^ so entsteht ein neuer Kom- 

1) Das Zeichen W^ ^j wurde hier an Stelle von q>^^ ^j der früheren Arbeit 
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plex, dessen Wegezahl durch W^n—t, or-q) bezeichnet wurde. Druckt 
man noch dturch die Zeichen 

Tr(,_,.a-(>-Ci); TF(.-i.a-^-Ci); F(._i,a-9-Ci-ÖÄ)') 

a A A 

auS; daTs aus dem Komplexe^ von welchem Fig. 2 einen Teil darstellt, 
entweder die Gerade Ton C nach einem Punkte i aus der Punktschar 
1; • • V ^\y od^^ ^® ^^^ ^ ^*^1^ einem Punkte Ä der Schar I, • • > tfj oder 
zwei solche Gerade (ohne dafs diese Punkte selber yerschwinden) ge- 
tilgt werden sollen, so ist die wichtigste Formel der früheren Abhand- 
lung (a. a. 0. Kap. HI, 146): 

+(1 - «02 '*'<-». «-?-ci)+[(l-tfi)(l-ff,)+ 1] W^(.-i. -e), 

I . • • er» 

welche für tf^ = sich verein&cht zu: 

(!') < a,=2^^(.-,. -e-c;, + (2 - «l)^(._..a-„. 

Weiter verbinde man in Fig. 1 die Punkte A und B durch eine Gerade 
und führe zur Kennzeichnung der Wegezahl des neu entstandenen Kom- 
plexes das Zeichen W^^_^^^^^ ein, so ist: 

(H) l^(«+l-)-^(-.a,-<a,. 

wodurch eine erste Rekursionsformel aufgestellt ist, die fOr sich allein 
hinreichend wäre zur successiven Lösung des Problems, freilich auf 
sehr umständlichem Wege. 

2. Gleichartige Gerade. — Will man an der Hand der eben ab- 
geleiteten Formeln dazu schreiten, die Wege irgend eines gegebenen 
Komplexes von n Punkten zu zählen, so hat man zuerst dessen sämt- 
liche Geraden zn tilgen, worauf man n! Wege zahlt, sie nacheinander 
wieder in die Figur einzutragen und für jeden der auftretenden Kom- 
plexe die zugehörige Wegezahl zu berechnen. 

Es wird viel auf die dabei beobachtete Reihenfolge ankommen: 



1) In der genannten früheren Arbeit wurde hier irrtümlicher Weise das 
Zeichen des Elementenpaares zur Kennzeichnung der wegzulassenden Geraden 
verwendet. 
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Verbindet man zuerst irgend einen von n noch unverbundenen 
Punkten mit a anderen durch Gerade , so findet sich bereits in der 
früheren Arbeit als Wegezahl des so gebildeten Komplexes: 



2C7>-2)! 



Dieselbe ist abo hier eine Funktion der Geradenzahl. 

Ist eine Wegezahl Funktion einer Zahl von Geraden ihres Kom- 
plexes ^ so wurden letztere y^leichariige Geradef^ genannt. 

So enthalt z. B. Fig. 3 Büschel von je a, b, c, d gleichartigen 
Geraden. 

Denkt man sich alle Geraden eines Komplexes in irgend einer 
Weise zu Ghiippen gleichartiger Geraden geordnet ^ so sieht man: 





Fig. 8. 



Fig. 4. 



Die WegeeaM irgend eines Komplexes ist eine Funktion seiner 
Punktejsahl und der ÄnzaM gleichartiger Geraden, die in den verschiedenen 
Gruppen vorhanden sind. 

3. Bekursionsformdn für Büschel gleiclw/rtiger Geraden. — Ein 
Komplex enthalte unter der Zahl seiner Geraden einen Büschel von a 
gleichartigen Geraden. Im folgenden wird die Wegezahl des Komplexes 
mir hinsichtlich ihrer Abhängigkeit von a betrachtet^ kann daher TF(a) 
geschrieben werden. Man denke sich jetzt die a Geraden jenes Büschels 
samtlich aus dem Komplexe getilgt, so wird die Wegezahl TF'(o). Die 
Paare yon Wegelementen, die so an Stelle der Geraden getreten sind, 
sollen Elementenpaare des Büschels heilsen. Nun werde auf folgende 
Weise W^ß) wiederhergestellt: damit zunächst von den Wegen des 
Komplexes W^a) diejenigen ausgeschieden werden, in denen die Weg- 
elemente des Büschels einzeln vorkommen, werde die Gesamtheit aller 
Wege, in denen irgend ein bestimmtes Elementenpaar des Büschels 
(z. B. AB in Fig. 4) auftritt, TT^^o^ genannt. Von W[q) ist dann vor- 
läufig sovielmal W^^a^ in Abzug zu bringen, als jenes Büschel Elementen- 
paare hat, also a • TF^^o) mal. Man sieht aber leicht, dafs auf diese 

10* 
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Weise alle Wege^ in denen noch ein zweites Elementenpaar des Büschels 
verwendet wird, doppelt abgezahlt sind, während dies nur einmal zu 
geschehen hat, will man W(a) wiedererhalten. Nennt man W^^a> die 
Summe aller W^e, in denen zwei bestimmte dieser Wegelemente 
(z. B. AB und AC in Fig. 4) beschritten werden, so hat man offenbar 

(2) '^^^^ Wege zuviel subtrahiert und mufs daher eine gleiche Zahl 

wieder addieren. So findet man die Formel: 

(ni) w^^^ = w,^ - « • w^''^ + Q ■ w<''\ 

die auch bereits in der früheren Abhandlimg (Kap. VI, p. 160), dort 
aber auf ganz anderem Wege, gewonnen worden war. 

Wi^a) und W(^a) lassen sich noch weiter reduzieren, und zwar fällt 
die ZurückfÜhrung von W^^'^^ auf Zahlen solcher Wege, worin die 
Geraden des Büschels ganz fehlen, unter Formel (I), und auch W^^"^^ 
läfst sich ohne weiteres auf solche zurückführen: denn an Fig. 4 
Übersieht man leicht, dals alle Wege, welche beispielsweise die Weg- 
stücke BAC oder CAB enthalten, auch richtig gezählt werden, wenn 
A mit allen von ihm ausgehenden Geraden ganz aus dem Komplex 
gestrichen wird, und die genannten Wegstücke in CB oder BC ver- 
wandelt werden. Auf den letzteren Komplex findet nun gleichfalls 
Formel I Anwendung und zwar, da es sich um gleichartige Gerade 
handelt, mit besonders einfachem Ergebnis, wie man wohl leicht übersieht 

Man besitzt also in Formel QU) eine Rekursionsformel, die es ge- 
stattet, mit einem Schlage die Wegezahl eines a gleichartige Gerade 
enthaltenden Komplexes auf Zahlen von Wegen zurückzuführen, in 
denen jener Büschel ganz fehlt. 

Derselbe Gedankengang läfst sich auch auf Komplexe mit Büscheln 
ungleichartiger Geraden ausdehnen. Enthalte ein solcher Büschel 
beispielsweise drei verschiedene Arten von Geraden in den Anzahlen 
a, b, c, so bezeichne W(a,b,c) die Wegezahl des Komplexes, W(o) die- 
jenige des Komplexes, in welchem der Geradenbüschel fehlt, femer 
W^^a) und W^^*^^ die Summe der Wege, zu deren Bildung ein resp- 
zwei bestimmte Elementenpaare des Büschels von a Geraden Weg- 
elemente liefern, und endlich TiT^*"'**^ alle Wege, in denen ein Weg- 
element einem bestimmten Elementenpaare des Büschels von a Geraden, 
ein anderes einem solchen des Büschels von b Geraden entnommen ist; 
dann lautet die leicht zu bestätigende Endformel: 
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4. Verwendung der gewonnenen Formeln, — Was sich mit den 
obigen Formeln zur Bewaltigong des vorliegenden Problems leisten 
labt, wird aus der Behandlung folgendes Einzelfalles erhellen: 

In Nr. 2 geschah bereits der in der früheren Arbeit abgeleiteten 
W^ezahl des Komplexes Erwähnung^ worin nur einer der n Punkte 
mit a anderen verbunden war. Sie war: 



(V) 



'*^(».a, = 2CT>-2)! 



Nun enthalte ein Komplex Gerade in der auf Fig. 5 gezeichneten 
Anordnung. Welches ist die Wegezahl W(n;a,b,e)'f 
Nach Formel (IV) ist: 

Sodann nach Formel (I'): 



Ha) 



W. 



(^6) 



{'c) 



2W, 



(n-l,ay 



{n,a) »^''(n— l,o-l) ' ^^ {n—l,a)f '^ {n,a) 

Um W^^ * zu gewinnen, bedenke man, 
dafe von B stets über D nach C oder 
mngekehrt zu schreiten ist; schlägt 
man daher unter Tilgung des Punktes 
D nebst allen seinen Geraden beim 
Durchwandern des Komplexes den 
direkten Weg zwischen B und C ein, 

80 erhalt man gleichfalls W^^^j , Yig. 5. 

d. h. man findet es als die Anzahl 

derjenigen Wege des verwandelten Komplexes, in denen das Ele- 
mentenpaar BC vorkommt. Sonach ist: 




^n,a)=^^^in^2,a-l)y 



<;! = 2^(,-M) 



und ähnlich: 






Durch Einsetzen aller dieser Werte in (VI) wird W(n;a,b,e) auf W(n,a) zti- 
rückgeführt, ein Verfahren, welches für die Berechnung von Wege- 
zahlen noch komplizierterer Komplexe weiter fortgesetzt werden kann. 
Eine weitere Förderung erfährt die Bearbeitung des vorliegenden 
Problems, wenn man es mit der Aufgabe, welche Herr Schubert als 
die der „Hamiltonschen Rundreisen" (H. Schubert, Mathem. Mufse- 
stonden. 2. Aufl. lU. Abschn. I, § 4) bezeichnet, in Zusammenhang bringt. 
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Zweiter Teil. 

. 6. Hamiltonsche Bundreisen. — Unter einer Hamiltonschen 
Rundreise yersteht man im Unterschied von den bisher betrachteten 
Wegen eine Reise auf einem Komplexe, auf welcher zwar jeder Punkt 
wiederum nur einmal berührt wird, der Ausgangspunkt aber vom 
Endpunkt aus wieder beschritten werden kann Es entsteht die Frage 
nach der Zahl der Rundreisen eines Komplexes. 

1) Alle Punkte mögen unyerbunden sein. In diesem Falle ist jeder 
der n! früher gezahlten Wege eine Rundreise, da die Rückkehr zum 
Ausgangspunkte immer gestattet ist. Längs eines der so geschlossenen 
Wege lafst sich der Ausgangspunkt für eine weitere Rundreise auf 
jeden der n Punkte verschieben und yon diesem aus in zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen zum Ausgangspunkte zurückkehren. Die so ge- 
zahlten 2n Rundreisen fallen aber, wenn man von der Wahl eines 
Ausgangspunktes und einer bestimmten Richtung ganz absieht, in eine 
einzige zusammen; in diesem Sinne soll der Begriff der Rundreise im 
folgenden yerstanden werden. Danach giebt es hier: 

n]_ (n— 1)? 

2n~ 2 
Rundreisen. 

2) Auch für die Rundreisen läXst sich unter Wiederholung des 
zur Herleitung der Formeln I eingeschlagenen Gedankenganges eine 
Rekursionsformel ableiten und zwar genau die frühere, wenn nur die 
Punktionen W statt Wegezahlen gewisser Komplexe nunmehr deren 
Rundreisezahlen bedeuten. Ebenso wiederholen sich die für Wege- 
zahlen gegebenen Formeln (III) und (IV) auch für Rundreisen. Dieser 
Umstand führt zu einer höchst bemerkenswerten Folgerung: 

Es ergibt sich nämlich, daß, wenn W(n) die WegezcM irgend eines 
beliebigen Komplexes ist, ^W{n—i) jedesmal die zugehörige Zahl van Rund- 
reisen da/rsteUt^) 

Führt man für letztere B^n) als Zeichen ein, so gilt also: 

In der That, ist dies für irgend einen Komplex richtig, so mufs 
es auch für denjenigen gelten, der durch Hinzufügung eines Büschels 
yon a gleichartigen Geraden daraus entsteht, weil für Wege und Rund- 
reisen in die nämliche Rekursionsformel eingesetzt wird, und n in 
dieser nur unter den Argumenten der Funktionen yorkommt. 

1) Dies gilt nnr, wenn die Zahl der Punkte >de8 Komplexes n ist, nicht aber, 
wenn auch die auf die Gerodenzahlen bezüglichen Argumente n enthalten. 
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Will man die Zahl aller nicht geschlossenen Wege aus W(n) ent- 
wickeln, so bedenke man^ dafs in W{n) jede Rundreise 2nmal gezählt 
ist; also giebt es 

(vm) ' Tr(n)-n.Tr(n-i) 

ungeschlossene Wege. 

Als Beispiel diene der Komplex, dessen Wegezahl durch Formel (V) 
gegeben ist. Die Zahl der Rundreisen dieses Komplexes ist: 

iTF(._,„)=.f-;-^)(»-3)! 

Die Zahl aller nicht geschlossenen Wege: W(n,a) — nW{n—i,a) 

= 2f*7 ")(n - 2)! - 2n('*""J""^)(« - 3)! = 2(n - a - l)(n - 3)! a. 

Zur Prüfung dieses Resultates durch Abzahlen an einer Figur setze 
man n = 5, a = 1; man errechnet 6 Rundreisen und 12 offene Wege. 
In der That liefert Fig. 6 nur folgende Rundreisen: 



und die offenen Wege: 



15423 


14325 


14523 


13524 


13425 


15324 


13452 


23451 


13542 


23541 


14352 


24351 


14532 


24531 


15342 


25341 


15432 


25431 



6. Formeln für Rundreisen. — Betrachtet man einen von einem 
Punkte Ä ausstrahlenden Geradenbüschel irgend eines Komplexes^ so 
kann Punkt Ä auf allen Rundreisen nur von solchen Punkten aus 
erreicht werden, nach welchen keine Gerade des 
Büschels läuft. Wählt man irgend ein Paar solcher 
Punkte B und C, um zunächst alle Rundreisen zu 
zählen, in denen A von B und C eingeschlossen 
ist^ so kann letzteres auf Grund folgender umwand- j »♦ 

lung des Komplexes geschehen: da dem Punkte A Fig. 6. 

seine Stelle eindeutig angewiesen ist, so kann er 
selbst mit sämtlichen Geraden des Büschels getilgt werden; an dem so 
umgebildeten Komplexe sind dann alle Rundreisen zu zählen, in denen 
B direkt auf C folgt, eine Aufgabe, die durch Formel (I) gelöst 
wird. Da dieselbe Betrachtung auf jedes andere Punktepaar, zwischen 
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welches A sich einschalten lafst^ Anwendung findet^ so ist damit ein 
neues Bekursionsprinzip zur Zahlung der Bundreisen eines Komplexes 
aufgestellt. 

Es folgen einige Anwendungen: 

1) Soll die Zahl der Rundreisen des schon mehrfach betrachteten 
Komplexes Fig. 7 auf diese neue Weise gewonnen werden, so ^Lhlt 
man hier zunächst (n — a — 1) mit A nicht verbundene Punkte, die 
auf i "~o " ) fache Weise zu zweien kombiniert werden können. In 

ebensovielen Komplexen Ton n — 1 unverbundenen Punkten, die man 
durch Tilgung yon A nebst dem Geradenbüschel erhalt, sind deshalb 





Fig. 7. Flg. 8. 

alle diejenigen Rundreisen zu zählen, die Elemente je eines bestimmten 
Punktepaares enthalten. Nun giebt es in einem jener Komplexe (n — 3)! 
solche Rundreisen, weshalb der Komplex Fig. 7 

Rundreisen in sich schliefst, ein Ergebnis, das mit dem in Nr. 5 ge- 
fandenen übereinstimmt 

2) Ebenso wird man bei Zählung der auf Fig. 8 möglichen Rund- 
reisen wieder auf ( ""o ~ ) ^®^® Komplexe geführt, in denen der Punkt 

A mit seinem Qeradenbüschel fehlt. In jedem dieser Komplexe giebt 
es nach 1) 

Rundreisen, in denen Elemente eines bestinunten Pnnktepaares der 
Schar von n — a — 1 Ponkten enthalten sind, weshalb der Komplex 
Fig. 8 

Rundreisen gestattet. 
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Daraus ergiebt sich folgende Yerallgemeinerang: 

3) Sind in einem Komplexe h Geradenbüschel mit den Geraden- 
zahlen a^y a^y ' ' ', üj^ so geordnet; dafs die Strahlen des i-ten Büschels 
Endpunkte der Geraden des (i — l)ten verbinden (Fig. 9), so ist die 
Zahl der Rundreisen, wie man durch wiederholte Anwendung der vor- 
hergehenden Betrachtung findet: 

w ij(,..,,...,r 2*-("-r>c-r')-r*r*'">-2*-i)! 

Hieraus läfst sich weiter ableiten^ dafs ein Komplex, in welchem 
a Punkte allseitig mit einander verbunden sind, während alle übrigen 

unverbunden bleiben, \(^~^\al(n — a — 1)1 Rundreisen in sich 
schliefst. 

4) In Fig. 10 zerfallen die mit A nicht verbundenen Punkte in 




Fig. 9. 



Fig. 10. 



Fig. 11. 



zwei Gruppen, einmal die ganz unverbundenen Punkte, (n — o — c — 1) 
an Zahl, sodann die c Punkte, von denen Gerade nach B hinführen. 
A kami nun treten 

a) zwischen zwei Punkte der ersten Ghuppe. Solcher Rundreisen 

giebt es so viele, als deren inf**"~"T"^"" \ Komplexen vorhanden sind, 
von denen jeder 

Rnndreisen enthalt, also im ganzen 2( ~^ ~ ~ )( ~" I" "~ )(w — 5)1 

ß) zwischen zwei Punkte der zweiten Gruppe. Hier findet man 

durch eine analoge Betrachtung ^f^jP"" T^~ )(^~~5)! Rundreisen. 

y) zwischen einen Punkt der ersten und einen der zweiten Gbnppe. 
Hier sind Rundreisen in c(n — a — c — 1) Komplexen zu zählen, 
zwischen deren (n — 1) Punkten (b + c) Gerade wie in Fig. 11 an- 
geordnet sind. Die gestrichelte Gerade bezieht sich auf das in jeder 
der zu zahlenden Reisen vorhandene Elementenpaar. Durch Anwendung 
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von Formel (I) findet man als Zahl der Bandreisen eines dieser Kom- 
plexe: 

«,.-.,..,-„ + Jic-MH-., - [("-"7"") + ("-'r'-*» - =•)' 

Durch Addition ergiebt sich die Zahl der Rundreisen auf Fig. 10, 
nämlich: 

+ [(n-a-c-l)c+2QJ'-'-'-')\(n-iy. 
oder vereinfacht: 

(« - a - 2)[(« - « - c - l)('-^7''-») + c(^-'r~")](- - 5)! 

Wird n — a — 1 = c, so vereinfiwjht sich der Ausdruck zu: 
2( j( ^ j(»— 5)!, ein auch durch folgende Überlegung zu ge- 
winnendes Ergebnis: 

Wie Punkt A nur von c Punkten aus zu erreichen ist, so Punkt 
B nur von (n — & — c — 2) anderen, zwischen deren zweien er liegen 
mufs. Läfst man daher Ä und B beide weg und zählt wegen Kom- 
bination der Punkte der genannten Scharen zu zweien in (5j(**"~ T^~") 

Komplexen von (n — 2) Punkten diejenigen Rundreisen, in deren jedem 
die Elemente zweier bestimmten, von einander getrennten Elementen- 
paare vorkommen, so wird man auf dasselbe Endergebnis gefQhrt. 

Daraus folgende Verallgemeinerung: Besitzt ein Komplex k Punkte, 
deren jedem eine (Jruppe von Punkten zugeordnet werden kann, von 
denen er allein erreichbar ist, während im übrigen von Punkt zu 
Punkt gesprungen werden kann, so ist, wenn a^, o^, • • -, at die Zahl 
der Punkte in den k Ghuppen ist, die Zahl der Rundreisen: 

W 2*-'. (?)(?)... O- 2* -1)! 

7. Anwendungen. — 1) Unter den Spezialffillen der betrachteten 
Aufgabe ist wohl die, welcher auch Verfasser seine Anregung verdankt, 
die Frage nach der Anzahl der Rösselsprünge auf dem 64-feldrigen 
Schachbrett, die interessanteste. Auch hier unterscheidet man un- 
geschlossene Wege und Rundreisen, je nachdem nämlich das letzte 
Feld eines Rösselsprunges einen Sprung auf das Anfangsfeld zurück 
gestattet oder nicht. Der Komplex enthält in diesem Falle zwischen 
seinen 64 Punkten 1848 Gerade in bestimmter, durch die Lagenver- 
hältnisse des Schachbretts und die Gangart des Springers gegebener 
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Anordnung; und die Zählung der Rösselsprünge ist offenbar mit der Frage 
nach der Zahl der Wege und Rundreisen dieses Komplexes identisch^ 
konnte also auch mit den Rekursionsmitteln der voranstehenden Unter- 
suchungen, sogar auf yerschiedenfache Art, in Angriff genommen werden. 
Es scheint jedoch unter den gebotenen Wegen keiner vorhanden zu 
sein, auf welchem sich der Gang der Rechnung einfach genug gestaltet. 
Zeigen doch die in Nr. 4 und 5 behandelten Beispiele, in welchem 
Ma&e die Formeln sich oft schon komplizieren, wenn nur einige 
Scharen gleichartiger Geraden im Komplex vorhanden sind. 

Vielleicht empfiehlt sich folgender Weg oder kann als Fingerzeig 
zur Auffindung eines noch besser abkürzenden Verfahrens dienen: 

Da dem Springer ein Sprung zwischen gleichfarbigen Feldern 
des Brettes nicht gestattet ist, so stelle man, den weiTsen und den 
schwarzen Feldern entsprechend, die Punkte des Komplexes in zwei 
Gruppen von je 32 zusammen und verbinde die sämtlichen je einer 
Gruppe angehörigen Punkte durch alle zwischen ihnen möglichen Ge- 
raden. Die Zahl der Wege dieses Komplexes ist ^[(y) M ^uid die der 

Rundreisen: ßTMY) M • Trägt man nun in diesen Komplex als Aus- 

gangskomplex weitere Büschel gleichartiger oder ungleichartiger Ge- 
raden ein, so lassen sich die zu den nacheinander entstehenden Kom- 
plexen gehörigen Wege und Rundreisen mittels des im zweiten Teil 
unter Nr. 6 aufgestellten Rekursionsprinzipes durch Formeln ermitteln^ 
die nicht komplizierter ausfallen, als wenn man von einem Komplex 
mit unverhundenen Punkten seinen Ausgang nimmt. Der Zahl der 
Punkte einer Ghuppe entsprechend würde man nach 32 Rekursionen, 
die sich freilich bald verwickelt gestalten, am Ziele anlangen. Auch 
würden in jede der nacheinander auftretenden Formeln Substitutionen 
aus den vorangehenden zu machen sein, inmierhin ein sehr mühsames 
und trotz einiger Vorteile, die man dabei beohachten kann, überaus 
langwieriges Verfahren, zu dem man sich erst entschliefsen wird, wenn 
sich kein kürzerer Weg zum Ziele erschliefst. 

2) Während der bisher befolgte Gedankengang die Kennzeichnung 
der nicht zu beschreitenden Elementenpaare durch Gerade erforderte^ 
wird diese Darstellungsweise unübersichtlich, wenn zwischen den 
Punkten eines Komplexes verhältnismäisig nur wenig Sprünge gestattet 
sind. Bei Behandlung des letzten Beispieles wird folgende, etwas ver- 
änderte übersichtlicher sein: 

In Figur 12 sollen die gestrichelten Linien die einzigen zu den 
Punkten P^ und P, führenden Zugringe bedeuten, während zwischen 
den Punkten A^ A^, A^, . . . und B, B^, B^, . . , alle Sprünge gestattet 
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sein soUezL Denkt man sich solcher Punkte wie P^ und P^ noch 
andere mit a,, a^^ - - -, ak Aus^^Lngen zur Figur hinzu^ so ergiebt sich 
die Zahl der Rundreisen aus Formel (X)^ oder abgekürzt ist sie gleich 

2*~'(?)(?) •/■•(♦• -2* -1)1 

In wievielen von diesen Reisen ist das Elementenpaar AB vorhanden? 

Man kann folgende Gruppen unterscheiden: 

a) solche Rundreisen, in denen die Punkt- 
folge P^ABP^ in direktem oder umgekehrtem 
Sinne vorkommt; deren giebt es: 

(A)2^-*ia,-l){a,-l).f.(n-2k-2)\ 

ß) solche, in denen das Elementenpaar 
AP^ nicht vorkommt, dadurch zu zahlen, dafe 
man unter Tilgung der Geraden AP^ das Ele- 
mentenpaar AB in Punkt B vereinigt Aus 
jeder Rundreise des neuen Komplexes ergiebt 
sich eine der hier zu zahlenden Reisen, wenn 
man A neben B einschiebt. (Für die Reisen, 
die nicht von B nach P, führen, kann immer 
ein bestimmtes Wegelement des Paares AB, 
etwa stets AB^ eingeschoben werden, wodurch dann die Zählung der 
Reisen mit dem anderen Wegelement BA auf die dritte Gruppe ent- 
fallt.) So ergeben sich weitere: 

(B) 2*-»(*^-')(J)./-(n-2*-2)! 

Rundreisen. 

y) endlich solche, wo das Elementenpaar BP^ fehlt, in der 
Anzahl: 

Durch Addition von (A), (B), (C) gelangt man zu der Zahl von 

2*-«(ai - l)'(as - !)• •/*•(«- 2ft - 2)! 

Rundreisen, welche sich, wenn o^ = 2 ist, zu 2^''\a^ — !)*• f- {n — 2k—2)\ 
vereinfacht. Im letzteren Falle kann keine der gezählten Rundreisen 
ein anderes von A nach einem der Punkte 2?^, J?g, • • • führendes Ele- 
mentenpaar enthalten, da sonst P^ nicht in die Reise eingeschlossen 
werden könnte. 

Daher giebt es auf Fig. 13, die man sich um die Punkte mit 
a^, ' ' ', ttk Ausgängen erweitert denken mufs, wenn stets eins der durch 
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Pfeile heryorgehobenen von A ausgehenden Elementenpaare bereist 
werden soU^ im ganzen 

(XI) 2*-\n - 2* - 2)! (^)(J) • • • ('J)^AK - Ifj- 
Rundreisen. Subiotihierl; man dies Ton (X), so erhalt man in 



t— » 



(Xn) 2 (n-2i- 



2)! ft) . • • m2(n-2k-l) -^ß,ia,-lY^ 



alle Rundreisen, in denen die darch PfeUe gekennzeichneten Elementen- 
paare nicht beschritten werden sollen. 

Formel (XU) reicht aas zur Behandlung folgenden Beispiels: Sollen 
in den auf Fig. 14 zu zählenden Rundreisen alle durch Pfeile be- 
zeichneten Elementenpaare fehlen, so giebt es deren 4320 nach (XII). 




«/ / 






Fig. 18. 




Pig. 14. 



Um von dieser Zahl noch die Rundreisen mit dem Elementen- 
paar GC auszuschliefsen^ müssen diese gezählt werden, zu welchem 
Zwecke folgende neuen Figuren aus Fig. 14 entwickelt werden: die- 
jenigen Reisen, welche von G über C nicht nach P, weiterführen, 
können an Fig. 15a, wo Punkt C unter gleichzeitiger Verlegung einer 
Pfeilrichtung mit Punkt G vereinigt ist^ in der vorigen Weise gezahlt 
werden; die von F über Pj, ö, C, Pj nach D führenden Reisen zahlt 
man an Fig. 15 b, worin die Verbindung zwischen den Punkten F und 
D über einen eingeschobenen Punkt X hinweg eine leichtere An- 
wendung der wegen des hinzukommenden Punktes E etwas zu er- 
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weitemden Formel (Xu) ennöglicht; Fig. 15c endlich dient entsprechend 
zur Zahlung der von F über Pj nach 6r, C> P, und E führenden Wege. 



P.< 




^Pz 



Für Fig. 15a fanden sich 264, für Fig. 15b 132 und für Fig. 15c 
168, zusammen 564 Bundreisen. 

Auf dieselbe Weise wurden alle die Elementenpaare GEy GB 
und GK enthaltenden Rundreisen der Fig. 14 gezählt und für sie 



P,<^: 



-^ 



/ 




r 

V 

p. 


1 


Fig. 15b. 





n- 




Flg. 16 c. 



zusammen mit den 564 die Zahl von 2004 ermittelt Subtrahiert man 
diese von den früher gezählten 4320, so bleiben 2316 Rundreisen übrig, 
in denen auch noch die yier genannten von G ausgehenden Elementen- 
paare der Fig. 14 fehlen. 

Unter diesen 2316 Rundreisen sind, wie sich bei Fortsetzimg des 
nunmehr komplizierter werdenden Verfahrens herausstellt, wieder 1084, 
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in denen die Yon B ausgehenden Elementenpaare BE, BS und BK 
enthalten sind, so dafs sich schliefslich als Zahl aller Rundreisen der 



I \ 



^<-. 

•^ 




Fig.l«. 



%. 16, auf welcher alle Sprünge zwischen den Punkten Ä, B, , . ., K 
mit Ausnahme der durch Pfeile gekennzeichneten gestattet sein sollen^ 
die Zahl von 1232 findet. 

München-Oladbach, den 21. Januar 1901. 
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über eine Permütationsaiifgabe. 

Von G. Landsberg in Heidelberg. 

Die Att7Alil der Permutationen von n Elementen^ nnter denen 

sich % gleiche Elemente einer^ a^ Elemente einer zweiten, . . ., a, 

Elemente einer t/ten Art befinden, ist bekanntlich 

n\ 
ot^l a^\ ... tty! 

Sieht man femer zwei Permutationen als identisch an, die aus ein- 
ander durch cyklische Vertauschimg herrorgehen und sich daher nicht 
von einander unterscheiden , wenn man die Elemente in einem Kreise 
anordnet, so erhalt man, falls n eine Primzahl ist^ die Anzahl dieser 
„Ereispermutationen^^ aus der vorher angegebenen einfach durch 
Division mit n, wie Gaufs in seinem Beweise des Fermatschen 
Lehrsatzes gezeigt hat (Disqu. arithm. 41). Schwieriger wird die Be- 
stimmung der Anzahl der Kreispermutationen bei Aufhebung aller Ein- 
schränkungen fftr die Zahlen n, %, o,, . . ., et,. 

Ist d irgend ein gemeinschaftlicher Teiler der Zahlen a^, o,, . . ., a,, 
so bedürfen wir im folgenden für die Bestimmung der Anzahl der 
Kreispermutationen der Ausdrücke 



(A) ♦» 



m'm'-(^)'' 



wobei die Bezeichnung ^(d) darauf hinweisen soll, dafs cc^, a^y . . ., a^ sls 
gegeben und darum fest, d allein als veranderungsfahig angesehen wird. Ist 
nun Oq o^ o^ . . . an^i irgend eine der zu bildenden ^(1) Permutationen, 
und unterwirft man dieselbe einer Folge cyklischer Vertauschungen, 
so erhält man entweder n verschiedene Permutationen, oder aber es 

kehrt schon nach -j cyklischen Vertauschungen die Anfangspermuta- 
tion wieder. Im ersten Falle entspricht einem Komplexe von n, im 
zweiten einem Komplexe von -j verschiedenen Permutationen eine 

einzige Kreispermutation. Betrachtet man den zweiten, allgemeineren 
FaU genauer, so erkennt man leicht, dafs die Permutation in d identische 

sich wiederholende Teilpermutationen von je ^ Elementen zerlegt werden 

kann; die Zahl d mufs somit ein Teiler von «i, «i, • . ., a^, also auch von n 
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seilt Zu jeder Permutation gehört somit eine bestimmte Zahl d, welche 
wir den y,Index der Permutation*^ nennen wollen, und welche definiert 
werden kann als die gröiste Anzahl identischer Teilpermutationen, in 
welche die gegebene Permutation zerlegt werden kann. Wir wollen 
die Anzahl der gewöhnlichen Permutationen, welche zum Index d ge- 
hören, mit x(d) bezeichnen; da in einer Ereispermutation vom Index d 

inmier -j gewöhnliche Permutationen zusammengefallen sind, so ist 
X(d) durch -j teilbar. Die gesuchte Permutationszahl P ist also 

(B) P = i2Md^, 

d 

worin die Summe über alle gemeinschaftlichen Teiler d von a^, «j, . . ., a^ 
zu erstrecken ist. 

Zur Bestimmung der Punktion %(d) fuhrt nun die folgende Über- 
legung. Der Definition zufolge ist 

(1) 2t{^-i>(X)- 

d 

Allgemeiner aber erkennt man, dafs, wenn ö irgend einen gemein- 
schafiilichen Teiler von o^, a,, . . ., Uv bedeutet, die Gleichung gilt: 

(2) ^ti^-^iP), 

worin die Summe über diejenigen gemeinschaftlichen Teiler d von 
cifi, o,, . . ., «y zu erstrecken ist, welche Vielfache von S sind. In der 
That stellt die Summe auf der linken Seite der Gleichung (2) die An- 
zahl aller Permutationen dar, welche sich in ö identische Teilpermuta- 
tionen zerlegen lassen; jede dieser Teilpermutationen erhalt man aber, 
indem man jede der v Arten gleicher Elemente in S Teilsysteme zer- 
legt und aus diesen Teilsystemen, die aus y Elementen, nämlich aus 
y Elementen erster, -y Elementen zweiter, • • > -y Elementen vter 

Art bestehen, die Permutationen bildet, deren Anzahl ja ^(d) ist. 

Die Gleichungen (1) und (2) genügen zur Berechnung von %(d); 
man findet so, wie beiläufig erwähnt sein mag, 

Ö 

worin S alle Zahlen. zu durchlaufen hat, für welche dd ein gemein- 
schaftlicher Teiler von o^, «,,..., a, wird, und sj ein Symbol be- 
deutet, welches den Wert Null erhält, wenn S mehrere gleiche Prim- 

ArchiT dar MAthamfttlk und Physik, in. Beihe. m. 11 
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üaktoren enthält^ und den Wert (— 1)^^ wenn d aas q nn^eichen 
Primfaktoren zusammengesetzt ist. 

Man kann aber auch aus den Gleichungen (1) und (2) direkt zur 
Bestimmung der die Zahl P darstellenden Summe gelangen, wenn man 
berücksichtigt, dafs fClr die in der Zahlentheorie benatzte 9 -Funktion 
die Gleichung gut ^ _ V^C*), 

ö/d 

wobei in der Summe d alle Teiler ron d durchlauft Hiemach folgt 
nämUch aus (B): ^ ^ ^^^^^^^^^^^ 

d ö/d 

oder bei Umkehrung der Summationsfolge: 

ü d^it 

worin d alle gemeinschaftlichen Teiler von c^, o,, ..., Uy, d aber nur 
diejenigen, welche Vielfache von ö sind, zu durchlaufen hat. Mit Be- 
nutzung von (2) erhält man abo die gewünschte Anzahlbestimmung 
in folgender Gestalt, welche von allen die einfachste ist, 

(C) P=j:^9{ff)Wh 

worin also d alle gemeinschaftlichen Teiler von «1,0^...,«, durch- 
lauft, g>{d) die Anzahl der Zahlen bedeutet, welche zu d teilerfremd 
imd nicht gröfser als d sind, und die Permutationszahl ^(d) durch die 
Gleichung (A) erklärt ist; da P eine ganze Zahl ist, so ist die Summe 
stets durch n teilbar. 

Ist z. B. n =^ 8, «1 = a, «= 4, so ist d « 1,2, 4, 
9(d)=-l, 1,2, *(d)-70, 6, 2, 
also p« 1(70 + 6 + 4) =10. 

Heidelberg, den 30. April 1901. 



Zusatz. Durch das kürzlich erschienene ,, Lehrbuch der Kombinatorik*^ des 
Herrn E. Netto (Leipzig 1901; § 121) wurde ich nachträglich darauf aufmerksam, 
dafs der Gegenstand dieser Note bereits 1892 von Herrn E. Jablonski in einer 
gröfseren Abhandlung, die ich zur Zeit nicht kannte, untersucht worden ist. (Theorie 
des permutations et des arrangements circulaires complets; Liouv. J. (4), 8, 
p. 331 — 349.) Der Verfasser bestimmt im ersten Teile der Arbeit die Permutaiions- 
zahl P in speziellen Fällen und gelangt im zweiten auch zu der allgemeinen Formel (C), 
welche alle früheren umfafst; das gefundene Resultat ist also nicht mehr neu, aber 
die hier gegebene Ableitung ist viel einfacher als die der erwähnten Abhandlung. 

Heidelberg, den 80. März 1902. 
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Die partiellen Bifferentialgleiohimgen der Mathematisohen Physik. 

Nach Biemanns Vorlesnngeii in vierter Auflage nen bearbeitet von 
Heinrich Weber. Braunschweig 1900—1901, Friedrich Vieweg und 
Sohn. Zwei Bände, XVin u. 506, XH u. 527 S. gr. 8®. 

Es ist eine in der deutschen mathematischen Litteratur sehr seltene 
Erscheinung, dafs ein Forscher ersten Ranges ein Handbuch oder Lehrbuch 
eines Teiles seiner Wissenschaft publiziert. Wenn sie eintritt, so bewirkt 
sie eine Befruchtung des Studiums derjenigen Generationen von Studierenden, 
die das Glück haben, durch solche Lehrbücher geleitet werden zu können. 
Ein derartiges Handbuch bilden die vorliegenden Vorlesungen des berühmten 
Ver£BLSser8, der für dasselbe den Titel einer vierten Auflage der Biemannschen 
Vorlesungen über partielle Differentialgleichungen gewählt, in Wirklichkeit 
aber ein durchaus neues, ihm eigentümlich zugehöriges Werk geschaffen hat. 
Seit dem Jahre 1869, in welchem die bekannten Biemannschen Vorlesungen 
zum ersten Male durch Hattendorff veröffentlicht wurden, hat die mathe- 
matische Physik, vornehmlich nach der Seite der Elektrizit&tslehre, aber 
auch nach anderen Bichtungen, so umfassende Ver&nderungen ihrer da- 
maligen Grestalt erlitten, dafs in der Web ersehen Neuarbeit kaum noch 
Spuren der Biemannschen Vorarbeit zu entdecken sind. 

Das Werk selbst zerfallt in zwei Bände, jeder Band in Bücher, der 
erste in drei, der zweite in fünf Bücher, jedes Buch in Abschnitte. 

Das erste Buch des ersten Bandes trägt die Überschrift: Analytische 
Hilfsmittel und umfalst acht Abschnitte: Bestimmte Litegrale, Fourier scher 
Lehrsatz, unendliche Beihen, Fouri ersehe Beihen, mehrfache Litegrale, 
Funktionen komplexer Argumente, Differentialgleichungen, Besselsche Funk- 
tionen. Alle diese HiKsmittel werden in originaler imd meisterhafter Dar- 
stellung vorgelegt, aber auch mit einer Knappheit, welche als ein Vorzug 
des Werkes zu betrachten ist, da sie das Nachdenken des Lesers dauernd 
wach erhält, und schliefslich stets die Übereinstimmung mit der Ausdrucks- 
weise des Autors erzwingt. 

Das zweite Buch behandelt die geometrischen und mechanischen Grund- 
sätze in den Abschnitten: Lineare infinitesimale Deformation, Vektoren, 
Potentiale, Beispiele zum Potential, Kugelfunktionen, Überblick über die 
Grundsätze der Mechanik. 

Ln dritten Buche finden sich die Abschnitte: Elektrostatik, Probleme 
der Elektrostatik, Magnetismus, Elektrokinetik, Elektrolytische Leitung, 
Stationäre elektrische Ströme, Strömung der Elektrizität in Platten, Strömung 
der Elektrizität im Baume, Elektrolytische Verschiebungen. Dieses Buch 

!!♦ 
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enthalt die Herleitung der Maxwellschen Gleichungen und stete Hin- 
weisungen auf die modernen Theorien der Elektrizität. 

Die fOnf Bücher des zweiten Bandes teilen sich wiederum in einzelne 
Abschnitte, deren Übersicht aufs neue die grofse Reichhaltigkeit des zum 
Vortrag gebrachten Stoffes ergeben wird. 

Das erste Buch enth&lt Hilfsmittel aus der Analjsis, deren meisterhafte 
und knappe Darstellung abermals zu bewundem ist. Die einzelnen Abschnitte 
desselben behandeln die Integration durch hypergeometrische Reihen, die 
Integration durch bestimmte Integrale, die P- Funktion von Riemann, die 
Oszillationstheoreme. 

Das zweite Buch handelt von der Wärmeleitung, und zerßLllt in die 
Abschnitte: Die Differentialgleichung der Wärmeleitung, Probleme der Wärme- 
leitung, die nur von einer Koordinate abhängig sind, Wänneleitung in der 
Kugel. 

Im dritten Buche wird die Elastizitätstheorie vorgetragen, nach den 
Abschnitten gegliedert: Allgemeine Theorie der Elastizität, statische Probleme, 
Druck auf eine elastische Unterlage, Bewegung der gespannten Saiten, die 
Riemann sehe Integrationsmethode, Schwingungen einer Membran, allgemeine 
Theorie der schwingenden Membran. 

In dem vierten Buche, das die elektrischen Schwingungen behandelt, 
gemäfs der Maxwellschen Theorie, finden wir die Abschnitte: Elektrische 
Wellen, lineare elektrische Ströme, Reflexion elektrischer Schwingungen. 

Das fOnfte und letzte Buch schliefslich enthält die Theorie der Hydro- 
dynamik und umfafst die Abschnitte: Allgemeine Grundsätze, Bewegung 
eines starren Körpers in einer Flüssigkeit (hydrodynamischer Teil), Bewegung 
eines festen Körpers in einer Flüssigkeit (mechanischer Teil), unstete Be- 
wegung von Flüssigkeiten, Fortpflanzung von StöGsen in einem Gase, Luft- 
schwingungen von endlicher Amplitude. 

Aus diesem Verzeichnis des überaus reichen Inhaltes des Werkes ist 
zu erkennen, welche umfangreichen Gebiete der mathematischen Physik der 
Herr Verfasser zum Vortrage bringt, mit Berücksichtigung der modernsten 
Anschauungen und Hilfsmittel , aber in originaler, strenger und mustergiltiger 
Darstellung. Der Herr Verfasser hat in der Einleitung des Werkes besonders 
hervorgehoben, dafs dasselbe kein physikalisches Lehrbuch sein soll, sondern 
seinen Schwerpunkt in die mathematische Behandlung der einzelnen Pro- 
bleme legen will. Die kurzen Entwickelungen der einzelnen physikalischen 
Theorien machen keinen Anspruch auf Vollständigkeit. — Wir haben ge- 
glaubt, einer Beibringung von Beispielen der Behandlung einzelner Probleme, 
die uns mannigfache Belehrung bot, absehen zu sollen, da wir die Empfindung 
haben, dafs das Werk über unserem Lobe steht. 

Charlottenburg. J. Weingabten. 

Heinrieh Mfiller. Die Mathematik anf den Gymnasien und Beal- 

BOhulen. Erster Teil: Die Unterstufe. H. Aufl. Leipzig 1902, B. G. 

Teubner. Ausgabe A: Für Gymnasien und Progymnasien. Ausgabe B: 

Für reale Anstalten und Beformschulen. 

Das ÄuTsere hat bei dem neuen Verlage in Bezug auf die Figuren 

gewonnen. Doch sind dringend noch weitere Verbesserungen nötig (beson- 
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dera Fig. 2, 36, 142—144, 154—157). Referent möchte, statt hier auf 
Einzelheiten einzugehen, darauf hinweisen, dafs sich leider ähnlich mangel- 
hafte Figuren nicht selten in Schulhüchem finden. Die Figuren eines 
Schulhuches sollen aber mehr sein als Skizzen; sie sollen zugleich vorbildlich 
sein xmd die Schüler anregen, anch ihrerseits recht sorgfältig zu zeichnen. 
Aach in Bezug auf die Figuren ist das Beste für unsere Schüler nur gerade 
gut genug. 

, Die Stoffauswahl, seine Anordnung und Gesamtbehandlung zeigen die 
geschickte Hand des erfahrenen Schulmannes. Hervorgehoben sei, dab sich 
zahlreiche Übungsbeispiele finden, und dafs diese auch in der Geometrie an 
bestimmte Zahlen geknüpft sind und so leicht zu der oben hervorgehobenen 
Wertschätzung recht exakten Zeichnens hinleiten können. Nicht glücklich 
ist die Behandlung der abgekürzten Dezimalbruchrechnung A S. 110/1, 
B S. 115/6. Es wird nur die Multiplikation und Division behandelt. Die 
Multiplikanden der Teilprodukte sind stets untere Grenzwerte.^) Ein solcher 
ist dann auch das Gesamtprodukt, während der Quotient als oberer Grenz- 
wert erscheint. Müllers Verfahren vergrölsert im Vergleich mit dem sonst 
üblichen die Fehlergrenze und ist durchaus nicht zu empfehlen. Dafs die 
S. 110 angegebene Fehlergrenze falsch ist, zeigt der Verfasser selbst durch 
sein Beispiel. Sein Produkt ist 234, 132; dabei soll der Fehler „weniger 
als die Hälfte einer Einheit der letzten Stelle'* sein. Der Fehler beträgt aber, 
da der genaue Wert 234,133 748 38 ist, 1,748 38 Einheiten der letzten 
Stelle. In der Ausgabe B ist Abschnitt IV S. 167—199 fOr die Beform- 
gymnasien überflüssig. Die Stereometrie ist in den Beformgymnasien erst in 
Prima zu behandeln, wenn auch sonst infolge der in Sekunda und Prima 
nim doch verkürzten Stundenzahl die Pensen leider nach unten verschoben 
werden müssen. Vielleicht ist im Bedürfiiisfalle hier die Einrichtung einer 
dritten Ausgabe C zu erwägen, da sich der stereometrische Abschnitt ja 
leicht abtrennen läfst. 

In der Ausdrucksweise strebt der Verfasser überall nach Klarheit und 
Einfachheit unter thunlichster Vermeidung von Fremdwörtern. S. 4 wäre wohl 
„Halbstrahl" (vgl. Beye, Geom. d. Lage S. 19) statt „Strahl" angemessener. 
Die gegebene Erklärung des Strahls, die man vielfach findet, pafst zwar 
allein zum Ursprung des Wortes, reicht aber schon in der Schulgeometrie 
nicht aus. In den Bemerkungen über die Bezeichnung der Zahlen A S. 91, 
B S. 96 vennifst Beferent die Hervorhebung des Begriffes „Positionssystem". 
Die Unterscheidung zwischen Dezimalzahl und Dezimalbruch A S. 109/110, 
B 8. 114/115 möchte Beferent nicht empfehlen, noch weniger aber den 
Ausdruck „ausführbar** A. S. 121, B S. 126. 

Einige Druckfehler und dem gleich zu achtende Unebenheiten werden 
sich leicht beseitigen lassen. 

Schöneberg b. Berlin. Ernst Küllrich. 



1) Es ist Abkäizungsart I S. 6 in der Programmabhandlung 1898 der Real- 
schule zn Schöneberg. 
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H« Müller und IL Kntnewsky. Sammlung Yon Anijsaben aiu der 
Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie, n. Teil. Ausgabe A 
fOr Gymnasien; Ausgabe B für reale Anstalten und Befonnschulen. 
Leipzig und Berlin 1902, B. G. Teubner. 
Das in neuerer Zeit mehrfach hervorgetretene Bestreben, den mathe- 
matischen Unterricht durch Aufgabensammlungen zu fordern, welche sich 
auf das gesamte in den mittleren und oberen Klassen unserer höheren 
Schulen notwendige Übungsmaterial erstrecken, ist nicht nur für die Schüler, 
sondern sicherlich auch f&r den Lehrer von praktischem Nutzen, während 
zugleich dadurch dem Konzentrationsprinzip Vorschub geleistet werden 
kann. Von diesem Standpunkte aus ist das Erscheinen des zweiten Teils 
dieser Sanmilung durchaus zu billigen, obwohl an Aufgaben fltr die ein- 
zelnen im Titel genannten Disziplinen kein Mangel herrscht. Da Ausgabe A 
als verkürzter Abdruck der Ausgabe B angesehen werden kann, so genügt 
es, letztere allein zu besprechen. 

An den Gesichtspunkten, nadi denen die Sammlung in ihrem ersten 
Teile angelegt wurde, ist mit Recht auch hier festgehalten worden. 

Dafs die Verf. einen grofsen Teil der Aufgaben nicht selbständig er- 
dacht, sondern an bekannte spezielle Sammlungen sich angelehnt haben, 
kann ihnen nicht zum Vorwurf gemacht werden. Bef. hätte sogar ge- 
wünscht, dafs sie darin noch weiter, als es der Fall ist, gegangen wären. 
Für eine methodische Verarbeitung von Aufgaben z. B. über Mazima und 
Minima, welche das herangezogene Lüdtkesche Programm (Iserlohn 1898) 
nicht liefern will, wäre die Schrift von A. Maurer (Berlin 1897, 
J. Springer) nützlicher gewesen, welche Lüdtke ja auch nicht unbenutzt 
gelassen hat. Physikalische Aufgaben, über deren Bedeutung für den 
rechnenden Unterricht kein Zweifel herrscht, fehlen im zweiten Abschnitt 
gänzlich, und welche Fülle von Übungsbeispielen bietet gerade die Physik 
der Trigonometrie dar! Ln 9. Kapitel Nr. 12 wird z. B. die Gleichung 

a sina? -f h cos« « c 

behandelt. Hier lag es doch nahe, Aufgaben aus der Lehre von der 
Reibung heranzuziehen, zumal da in einer Anmerkung durch eine Substitu- 
tion, welche die Gleichung 2. Grades umgehen lehrt, geradezu der sogenannte 
Reibungswinkel eingeführt worden ist. Da die Verf. eine systematische Ver- 
wendung der aus der Naturlehre bekannten Thatsachen, besonders der 
physikalischen Gesetze, zum Ziele sich gesetzt haben, so wäre es wünschens- 
wert, daüs die Aufgaben den in den Pensen vorgeschriebenen Gebieten sich 
enger anschlössen; es sollte das Nützliche von dem Unnötigen noch mehr 
getrennt werden, besonders aber dann, wenn die Gesetze einem arith- 
metischen Ausdruck zulieb aus zwar guten, aber älteren Lehrbüchern her- 
geholt werden müssen (vgl. S. 63, Fufsnote). Das bei den Verf. beliebte 
Zitieren von Lehrbüchern sollte überhaupt in solchen Aufgabensammlungen 
vermieden werden. 

Um das Werk den neuesten Lehrplänen anzupassen, haben die 
Verf. aus dem ersten Teil diejenigen Gebiete herübergenommen, welche 
von dem Pensum der Untersekunda getrennt und demjenigen der Ober- 
sekunda einverleibt worden sind. Hierbei hätte aber noch sorgfältigere 
Kritik geübt oder mehr ausgemerzt werden müssen, als es geschehen ist 
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(vgl. bes. die Gleichnngen auf 8. 3). Femer sind bekanntlich durch die 
Lebrpläne Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung zum Gegenstände 
des Unterrichts wieder gemacht worden. Bef. hätte gerade hier eine 
gröfsere Vielseitigkeit in den Aufgaben gewünscht, um diese Kapitel dem 
Lernenden schmackhafb zu machen, und um den Nutzen dieser Disziplinen den- 
jenigen vor Augen zu bringen, welche von der Wiedereinführung derselben 
sich keinen Erfolg versprechen. Endlich ist zu bemerken, dafs die ana- 
lytische Geometrie im 4. Abschnitt zwar herangezogen ist, dafs es sich aber 
nicht rechtfertigen lä&t, wenn für Bealanstalten (Ausgabe B) der Stoff in 
demselben MaTse wie fOr das Gymnasium (Ausgabe A) begrenzt wird. 

Zum Schluis sei besonders hervorgehoben, dafs dieser zweite Teil gegen 
den ersten durch die verhältnismäfsig verschwindende Zahl von Druckfehlem 
sich vorteilhaft abhebt. 

Berlin. H. Opitz. 



H. Fenkner. ArithmetiBche Aufgaben. Unter besonderer Berücksich- 
tigung von Anwendungen aus dem Gebiete der Geometrie, Physik und 
Chemie. Ausgabe A, vornehmlich für den Gebrauch in Gymnasien, Real- 
gymnasien und Oberrealschulen. Teil I: Pensum der Untertertia, Ober- 
tertia und Untersekunda. 4. durchgesehene Auflage. Berlin 1901, 
0. Salle. 
Für den Wert dieser Sammlung spricht gewifs die Thatsache, dafs 
seit Ende 1889 bereits die 4. Auflage erschienen ist. Obgleich das Buch 
ein vollständiges Lehrbuch der Algebra nicht ersetzen soll, weil „die Beweise der 
den Aufgabengruppen voraufgehenden Lehrsätze vielfach nur durch Anwen- 
dung auf Zahlenbeispiele erläutert sind'^, so hält Bef. es dennoch für über- 
flüssig, ein Lehrbuch neben dieser Sammlung einzuführen. Durch die 
höchst geschickte Anordnung des Stoffes und die Vielseitigkeit der An- 
wendungen wird das Werk einen hervorragenden Platz unter den neueren 
methodischen Aufgabensammlungen bewahren. 

Berlin. H. Opitz. 

y. Bjerknes. Vorlesungen über hydrodynamisohe Femkräfte nach 
0. A. Bjerknes' Theorie. Bd. L 338 S. mit 40 Figuren im Text. 
Leipzig 1900, J. A. Barth. 
Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die V. B j e r k n e s , 
der Sohn und vieljährige Mitarbeiter von C. A. Bjerknes, über die bisher 
nicht im Zusammenhange publizierten Untersuchungen des letzteren an der 
Universität Stockholm gehalten hat. C. A. Bjerknes wurde bei seinen 
hydrodynamischen Untersuchungen von dem Gesichtspunkte geleitet, dafs man, 
mn sidi ein zusammenhängendes Bild von den physikalischen Erscheinungen 
— insbesondere den elektromagnetischen — zu machen, dieselben durchweg 
auf meehanisü^e Vorgänge reduzieren müsse, und dafs dabei die Femkräfte 
auf die unserem Vorstellungsvermögen vertrauteren Berührungskräflie zurück- 
zuführen seien. Zu diesem Zwecke wird ein raumerfüllendes Medium an- 
genommen, dem die Eigenschaften einer homogenen, reibungslosen, inkom- 
pressiblen Flüssigkeit beigelegt werden. In dieser Flüssigkeit denkt sich 
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Bjerknes ein System von beliebig vielen Kugeln schwimmend, welche auiser 
Translationsbewegungen auch Kontraktions- nnd Ezpansionsbewegongen ans- 
ftthren können. Die Kugeln werden sich dann durch Yermittelung der Be- 
wegungen der Flüssigkeit gegenseitig beeinflussen, und ein Beobachter, 
welcher wohl die Kugeln, aber nicht die Flüssigkeit wahrnehmen kann, wird 
den Eindruck haben, dals die ersteren Fernkräfte auf einander ausüben. 
Die eingehende Untersuchung dieser scheinbaren Femkrftfte bildet den Inhalt 
des vorliegenden Buches. Ganz abgesehen von den sich dabei ergebenden 
Analogien zu den elektrischen und magnetischen Wirkungen ist die Unter- 
suchung an sich von Interesse als ein vollständig durchgeführtes Beispiel 
zu dem von H. Hertz seiner Mechanik zu Ghrunde gelegten Prinzip der 
Zurückführung oXkr Krftfte auf verborgene Bewegungen, Es ist übrigens zu 
bemerken, dafs die .Bjerkn esschen Arbeiten längst abgeschlossen waren, als 
die Hertz sehe Mechanik erschien, und dafs die Grundidee derselben aus 
einer Zeit stammt, wo noch nicht durch Maxwells bahnbrechende Forschungen 
die Überlegenheit der Feldwirkungsvorstellung über die Femwirkungs- 
Vorstellung zur Geltung gebracht war. 

Der Gang der im vorliegenden Bande enthaltenen Entwickelungen ist 
im wesentlichen folgender. Nachdem im 1. Teil die zu benutzenden all- 
gemeinen Voraussetzungen aus der Theorie der Vektorfelder und die Grund- 
gleichungen der Hydrodynamik zusammengestellt sind, wird im 2. Teil die 
rein Itmematische Untersuchung der durch gegebene Bewegungen (Volum- 
änderungen und Translationen) der Kugeln verursachten Flüssigkeitsströmungen 
durchgeführt Nachdem der Einflufs einer einzelnen Kugel auf einen be- 
liebigen sie treffenden Flüssigkeitsstrom behandelt ist — wobei die Strömungs- 
linien in den charakteristischen Fällen stets graphisch veranschaulicht 
werden — , wird das Geschwindigkeitspotential für den allgemeinen Fall 
beliebig vieler Kugeln durch successive Annäherung gebildet, immer unter 
der Voraussetzung, dafs die Radien der Kugeln klein sind gegen ihre gegen- 
seitigen Abstände. Die Annäherung wird jedoch höchstens bis mun 3. Grade 
getrieben, wobei die Bückwirkimg der übrigen n — 1 Kugeln auf cKe von 
der nten in ihrer Umgebung erzeugten Strömung eben noch berück- 
sichtigt wird. 

Es folgt im 3. Teil die Berechnung des Druckes, welchen eine einzelne 
unter Volumänderung bewegte Kugel in einem gegebenen Flüssigkeitsstrome 
erfährt, und des Einflusses dieses Druckes auf die Bewegung der Kugel. 
Von besonderer Wichtigkeit erweist sich hier die Zerlegung der hydro- 
dynamischen Druckkraft (d. h. der aus dem Flüssigkeitsdruck resultierenden 
Krafb) in zwei Partialkräfte, deren erste ein totaler Differentialquotient nach 
der Zeit ist und von Bjerknes als Induktionskraft bezeichnet wird, während 
die Komponenten der zweiten, welche Energiekraft genannt wird, aus Pro- 
dukten von Geschwindigkeiten zusammengesetzt erscheinen imd sich als 
partielle Ableitungen der kinetischen Energie der Flüssigkeit nach den 
Koordinaten des Kugelmittelpunktes darstellen lassen. Es ergiebt sich 
nämlich, dafs im Falle schwingender Bewegungen mit Amplituden, die klein 
sind im Vergleich zum Radius der Kugel, die „Induktionskraft" selbst zwar 
sehr grois ist im Verhältnis zur „Energiekraft", aber den Mittelwert Null 
hat, während derjenige der „Energiekraft" im allgemeinen von Null ver- 
schieden ist; insbesondere wird in dem Falle, dafs die Flüssigkeitsbewegung 
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von Sffndironen Schwingungen (Pulsationen, Oszillationen) des Kugelsystems 
berröhrt, die „Energiekraft" nach Richtung und Vorzeichen konstant und nur 
der Intensität nach periodisch schwankend. Die „Induktionskraft" bestimmt 
also die gegenseitige Beeinflussung der Schwingungen der Kugeln, der Mittel- 
wert der „Energiekrafb" hingegen deren dauernde gegenseitige Einwirkungen. 
Die letzteren sind für einen Beobachter, welcher die Meinen Schwingungen der 
Kngeln sowie die Flüssigkeit nicht wahrnehmen kann, die einzigen beobachtbaren 
Wirkungen — sie sind dann die gesamten „scheinbaren Fernkräfie^ zwischen 
den Kugeln. — 

Im 4. Teile werden die hydrodynamischen Femkrftffce zunächst all- 
gemein — ohne die spezielle Annahme periodischer Bewegungen — be- 
handelt. Dabei wird die Induktionskraft zerlegt in die „selbstinduzierende", 
welche nur von der Bewegung der einen behandelten Kugel abhängt und 
lediglich eine scheinbare Vermehrung ihrer Trägheit bewirkt, tmd in die 
„fremdinduzierende", welche von der durch die anderen Kugeln erzeugten 
Flfissigkeitsströmung abhängt und daher der scheinbaren Femkraft zu- 
zurechnen ist. 

Die energetischen Femkräfte werden ihrerseits in „permanente" und 
„temporäre" eingeteilt; letztere sind in Bezug auf das Verhältnis der Kugel- 
radien zu den Kugelabständen von 5. bis 7. Ordnung und werden daher auch 
als „Femkräfte höherer Ordnung" den „induzierenden" und „permanent- 
energetischen", welche von 2. bis 4. Ordnung sind, gegenübergestellt. Nur die 
letzteren — die Femkräfte niederer Ordnung — besitzen die Eigenschaft 
der Superponierbarkeit; es tritt daher eine grolse Vereinfachung ein, wenn 
sie zunächst für sich betrachtet werden. Es zeigt sich nun, daiJs für den 
energetischen Teil dieser Kräfte niederer Ordnung, welcher, wie schon oben 
betont wurde, im Falle kleiner Schwingungen allein zur Wirkung kommt, 
überhaupt die Grundeigenschaften gelten, welche in der Oalil ei -Newtonschen 
Mechanik fELr die Femkräfte zwischen materiellen Punkten vorausgesetzt 
werden, insbesondere das gewöhnliche Trägheitsprinzip, die Unabhängigkeit 
der Kraft von der Bewegung ihres Angriffspimktes und die Oleichheit von 
Wirkung und Gegenwirkung. 

Indem nun speziell die scheinbaren Femkräfte niederer Ordnung zwischen 
synchron schwingenden Kugeln untersucht werden, ergeben sich grofse Ana- 
logien mit den elektrischen und magnetischen ponderomotorischen Kräften; und 
zwar wirken pulsierende Kugeln wie elektrische hezw. magnetische Massenpirnkte^ 
deren Masse der mittleren Volumänderungsgeschwindigkeit, und oszillierende 
Kugeln wie magnetische Moleküle , deren Moment dem Produkte aus dem 
Volumen und der mittleren Lineargeschwindigkeit der Kugeln proportional 
ist; die Analogie ist jedoch eine inverse^ insofern mit gleicher Phase pulsierende 
bezw. oszillierende Kugeln auf einander wirken wie entgegengesetzte Pole 
bezw. entgegengesetzt gerichtete Elementarmagnete. Aufserdem sind die 
Wechselwirkungen der Flüssigkeitsdichte proportional, welche somit die Bolle 
der Dielektrizitätskonstante oder magnetischen Permeabilität des Zwischen- 
mediums spielt. Auch die hydrodynamischen Femkräfte höherer Ordnung 
zwischen synchron schwingenden Kugeln finden ihr (inverses) Analogon in 
elektrischen und magnetischen Kräften, nämlich in den Wirkungen auf ur- 
sprünglich neutrale kleine Kugeln, welche ^iu-ch das Feld der Pole bezw. 
Elementarmagnete ein induziertes (^„ten^poräres^^) elektrisches oder magnetisches 



Digitized by 



Google 



162 fiezensionen. 

Moment erhalten haben. Hierbei zeigen die Kugehi, je nachdem ihre Dichte 
kleiner oder gröüser ist als die der Flüssigkeit, eine entsprechende Ver- 
schiedenheit des Verhaltens, wie paramagnetische und diamagnetische Körper 
im Magnetfelde. Eine Folge dieser Femkrafte höherer Ordnung, welche an 
sich von Interesse ist, da sie z. B. die Erklärung der Kundtscken Staub- 
figuren enthält, ist die, dafs sich ursprünglich ruhende und regellos verteilte 
Kugeln in einem oszillierenden Strom in Flächen senkrecht zur Oszillations- 
richtung anordnen. 

Im letzten Abschnitt des Bandes giebt der Verf. eine Übersicht der 
historischen Entwickelung der Theorie der hydrodynamischen Femkräfte, 
wobei besonders auch die Stellung der von Bjerknes bevorzugten rein 
hydrodynamischen üntersuchungsmethode zu der von Lord Kelvin und 
Kirchhoff angewandten Methode des Hamilton sehen Prinzips erörtert wird. 
Während die letztere Methode nur die gleichzeitige Betrachtung des ganzen 
Systems der in der Flüssigkeit vorhandenen starren Körper gestattet, ist die 
erstere auch brauchbar, um den Einfluls eines gegebenen Flüssigkeitsstromes 
auf eine einzelne Kugel zu untersuchen. Die sich an diese Untersuchung 
knüpfende Frage nach den Analogien der hydrodynamischen Stromfelder mit 
den elektrischen und magnetischen Feldern soll im 2. Bande, der aufserdem 
eine Darstellung der expernnenteUen Untersuchungen der hydrodynamischen 
Femki^UPte enthalten wird, eingehend behandelt werden. 

Heidelberg. F. Pockels. 



John Schröder. Darstellende (Geometrie, I. Teil. Elemente der 
darstellenden Geometrie. Sammlung Schubert XII. Leipzig 1901, 
G. J. Göschen. 282 Seiten. 
Auf den ersten 10 Bogen werden die Projektionen von Punkten, 
Geraden und Ebenen erörtert und die sogenannten Fundamentalaufgaben 
gelöst, auf den nächsten 5 Bogen die gewonnenen Ergebnisse auf die 
Darstellung ebener Vielflache angewendet, worauf ein mit dem Vorigen nur 
lose in Zusammenhang stehender Abschnitt über Kegelschnitte sowie über 
angenäherte zeichnerische Tangentenkonstruktion und Rektifikation ebener 
Kurven folgt. Die Darstellung ist im allgemeinen durchsichtig und sorg- 
fältig, nur manchmal etwas zu weitschweifig; sie wird durch eine sehr 
grofse Anzahl von Figuren unterstützt. Die allzukonsequente Durchführung 
der einmal gewählten Bezeichnimgsweise, ohne Bücksicht auf Häufung der 
Indices, scheint dem Beferenten kaum geeignet, das Studium der Figuren zu 
erleichtem; sie hat auch etliche störende Druckfehler verschuldet. Sachliche 
Fehler finden sich z. B. auf S. 80 u. 93, wo übereinstimmend der merkwürdige 
Satz gelehrt wird, eine Ebene könne nicht gleichzeitig auf drei Projektions- 
ebenen senkrecht stehen, von denen keine zwei einander parallel sind. 

Alles in allem dürfte das Buch für den Anfäger ein ganz angenehmes 
Unterrichtsmittel und zum Selbststudium wohl zu empfehlen sein. 

Haiensee. R, Skütsch. 



Digitized by 



Google 



Rezensionen. 163 

Ludwig Schlesinger. Binffihmng in die Theorie der Difrerential- 
gleiohuxigen mit einer unabhängigen Varisbeln. Leipzig, G. J. Göschen 
(Sammlung Schubert). Vm + 309 S. 8^. 

Der vorliegende Band der „Sammlung Schubert*' reiht sich den be- 
reits erschienenen Bänden würdig an; sein Charakter ist hauptsächlich 
dadurch gekennzeichnet, dafs er eine im wesentlichen unveränderte Wieder- 
gabe der Vorlesungen ist, die Verf. im W. S. 1899 an der Universität 
Klansenbnrg gehalten hat. Dadurch ist bedingt, dafs Verf. bei der Ab- 
fassung seines Buches mehr methodisch als systematisch zu Werke gegangen 
ist und sich von dem Prinzip „non multa, sed multum'^ hat leiten lassen. 
Des Leser wird daher vieles in dem Buche nicht finden, was in anderen 
Werken über Differentialgleichungen behandelt wird, so z. B. die Theorie 
des Eul er sehen Multiplikators, die geometrischen Untersuchungen von 
Darboux, Picard und Poincarä und die nichtlinearen Differential- 
gleichungen höherer als erster Ordnung. Aber was er dort findet, ist so 
gründlich durchgearbeitet, dafs er mehr Nutzen davon hat^ als wenn er 
irgend ein umfassendes Kompendium benutzt; denn er wird dadurch in den 
Stand gesetzt, das Wesen der Forschungsmethode kennen zu lernen. Bef. 
kann daher dem Verf. nur beistimmen, wenn dieser in dem Vorwort sagt: 
„Es konmit für den Anfänger nicht so sehr darauf an, dafs er gleich die 
ganze Tragweite einer bestimmten Methode kennen lernt, als vielmehr 
darauf, dafs er zunächst ihr Wesen richtig erfafst. Um dieses Ziel zu er- 
reichen, genügt es aber, die betreffende Methode an Beispielen zu entwickeln, 
die einerseits so allgemein sind, dafe keine der Schwierigkeiten, die durch 
das Wesen jener Methode überwunden werden sollen, fehlt, und andererseits 
so speziell, daüs Schwierigkeiten accessorischer Natur möglichst vermieden 
werden.** — Verf. hat sich also, abgesehen von der Einleitung, ausschliefs- 
lich auf die fnnktionentheoretische Behandlung der linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, an denen er aber die ganze Theorie der all- 
gemeinen linearen Differentialgleichungen entwickelt, und der algebraischen 
Differentialgleichungen erster Ordnung beschränkt, „während darüber hinaus- 
gehende Fragen nur kurz formuliert und durch Litteratumachweise belegt 
sind". Dabei war ihm der Gesichtspunkt mafsgebend, dafs die Grundlage 
for einen systematischen Aufbau der Theorie der Differentialgleichungen in 
der Unterscheidung zwischen festen und mit den Anfangswerten verschieb- 
baren Singularitäten zu finden ist. 

Trotz der Beschränkung, die Verf. sich auferlegt, hat der Stoff sich 
noch reichhaltig genug gestaltet, und er ist durchweg mit Benutzung der 
neuesten, stets vom Verf. angegebenen Litteratur behandelt, so daüs der 
Leser auf der Höhe der Wissenschaft steht tmd sich über Gebiete, die ihn 
besonders interessieren, weiter unterrichten kann — ein nicht zu unter- 
schätzender Vorteil. — Allerdings wird nur derjenige „Anfönger" den ge- 
wünschten Nutzen von dem Buche haben, der nicht nur, wie Verf. in der 
Einleitung meint, mit den „Elementen" der Lofinitesimalrechnung, sondern 
auch mit den Hauptgebieten der Funktionentheorie wohl vertraut ist 

Charlottenburg. G. Wallenbero. 
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Laurent. L'^limination. Sammlung Scientia. Paris 1900, Gane et 
Naud. 8® 75 S. 
Znnächst wird gezeigt, wie man durch die Division fp\x) / (p{x) die 
Potenzsmnmen der Wurzeln der Gleichung g>(x) ^ und daraus als ge- 
wisse Determinante das Produkt der Wurzeln finden kann. Die Reihen- 
entwicklung ^{x)g>'{x) / g>{x) führt in entsprechender Weise zu dem Produkt 
J7^(a). Durch dieses Produkt wird die Resultante B{q>^ t/;) erklärt und 
ihre Berechnung wird durch die vorher abgeleiteten Formeln auf möglichst 
einfache Weise versucht. Es folgen die allgemeinen Eliminationsmethoden 
und die Eigenschaften von B, Der Übergang zur Eliminante und die Auf- 
lösung zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten schliefst den ersten Teil. 
Der zweite Teil behandelt dieselben Fragen fär mehrere Veränderliche und 
bringt in dieses Gebiet gehörige Formeln, wie die Jaco bischen Formeln und 
die Interpolation. Einige besondere Fälle, z. B. Störungsgleichung, homogene 
Gleichungen, sowie ein kurzer Ausblick in die Elimination bei transzendenten 
Gleichungen, schlieüsen das interessante kleine Werk, das mit grofser Schärfe 
und Klarheit geschrieben ist Leider wird allerdings die Lektüre durch die 
vielen Druckfehler arg beeinflufst. 

Dortmund. H. Kühne. 



6. Holzmflller. Elemente der Stereometrie, n. Leipzig 1900, 
G. J. Göschen. 8®. 477 S. 

Der zweite Teil enthält die Berechnung einfach gestalteter Körper. 
Er bietet eine aufserordentliche Fülle von Formeln und Übungsmaterial 
dar. Die beiden ersten Abschnitte betreffen prismatische und pyramiden- 
artige Körper und ihre Abschrägungen. Besonders reichhaltig ist der dritte 
Abschnitt, der die unregelmäfsigen Vielflache und darunter genauer das 
Yierflach behandelt und der mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips auch 
nichtebenflächige Körper in den Kreis seiner Betrachtung zieht. Den letzten 
Abschnitt bildet die Kugel mit ihren mannigfachen astronomischen, nau- 
tischen und geodätischen Anwendungen. Die Aufgaben nehmen durchweg 
Bücksicht auf die Anwendungen der Mathematik und umfassen alle Gebiete. 
Die der Darstellung eingestreuten geschichtlichen Bemerkungen werden 
manchem Leser willkommen sein. Überhaupt bietet dieser Band durch 
seine Reichhaltigkeit eine Fülle von Anregungen. 

Dortmund. H. Kühne. 



J. Henrici und P. Treutlein. Lehrbuoh der SIementar-Gteometrie. 

m, 2. Auflage, Leipzig 1901, B. G. Teubner. 8®. 192 S. 
Li dieser Neubearbeitung prägt sich der Grundgedanke, die geome- 
trischen Wahrheiten von der Anschauung her durch den Begriff des Ab- 
bildens abzuleiten, noch schärfer aus. Der erste Abschnitt enthält die 
Elemente der Stereometrie, dabei in Verbindung mit der Kegelfläche, die 
Erklärung der Kegelschnitte und im Anschlufs an das Dreikant die Kugel- 
dreiecksrechnung. Der folgende Abschnitt behandelt die einfachen Körper. Der 
dritte endlich ist der Abbildung einer Ebene auf eine andere gewidmet 
und enthält hauptsächlich eine Betrachtung der Kegelschnitte. Die Auf- 
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gabensammlimg ist vennehrt und um einige Aufgaben der darstellenden 
Geometrie bereichert. 

Dortmund. H. Kühne. 

W. Pfli^er. Elementare Flaniinetrie. Sammlung Schubert. Leipzig 
1901, G. J. Göschen. S^. 430 S. 

Dem praktischen Bedürfnis trägt der Verf. insofern Rechnung, als er 
die geometrischen Begriffe ihrer sonst üblichen abstrakten Form entkleidet 
und sie durch mechanische imd andere Anschauungsmittel zum Verständnis 
zu fuhren sucht. Nach den Grundgebilden werden die Begriffe der Sym- 
metrie, Kongruenz, Gleichheit erläutert. Es folgen die elementaren Kreis- 
sätze und i^i Anschlufs daran die Erklärung des Winkels als eines Sektors 
eines unendlich grolsen Kreises. Diese Erklärung mag manches Gute haben, 
für ein Lehrbuch, das mit leicht anschaulichen Mitteln arbeitet, halte ich 
sie für zu umständlich. Auch glaube ich nicht, dafs „der Winkel that- 
sächlich wie ein Sektor gemessen und verglichen'^ ¥nrd, sondern dafs es 
mit dem Bogen geschieht. Die Begriffe Sektor und Bogen sind aber doch 
sehr verschieden. Es folgen die Parallele und der Streifen, d. h. das Ge- 
biet zwischen zwei Parallelen und im weiteren Verfaufe die üblichen ein- 
fachen planimetrischen Lehrsätze. Im Anschluis an die harmonischen Ge- 
bilde befindet sich eine gute Darstellung der Kreisverwandtschaft;. Das 
Lehrbuch ist einfach und klar geschrieben, auch regen die beigefügten 
Übungen zur Weiterbildung an. 

Dortmund. H. Kühne. 

F. Bolte. Die Nantik in elementarer Behandlung. Stuttgart 1900, 
J. Majer. 8®. 196 S. 

In übersichtlicher und leicht verständlicher Weise fahrt der Verf. 
in die Grundbegriffe und -lehren der Nautik ein. Worterklärungen und 
mathematische Begründungen begleiten die Darstellung. Die in der Praxis 
vorkommenden Aufgaben sind durch eine Reihe gelöster Beispiele erläutert; 
anfserdem enthält das Buch eine Sammlung ungelöster Aufgaben, die ihrer 
Anschaulichkeit wegen den Lehrern der Trigonometrie empfohlen seien. 
Nach der Besprechung von Kompafs und Logge und ihrer Bedeutung für 
Fahrtrichtung (Kurs) und durchfahrene Strecke (Distanz) wird zunächst die 
Küstenschiffahrt behandelt. Es folgt die Besteckrechnung, die Beziehungen 
zwischen Kurs und Distanz, einerseits Anfang und Ende der Bewegung 
andererseits lierstellt. Der nächste Abschnitt behandelt die Schiffahrt nach 
astronomischen Beobachtungen und gipfelt schliefslich in der Lagen- 
bestimmung [Standlinie] eines Schiffes durch eine oder zwei Gestimhöhen. 
Hieran schlieM sich die Ermittelung der Elemente der Kompafsmifsweisung. 
Für die Rechnung nötige Tafeln vervollständigen das Buch. Darstellung 
und Begriffsbest^nmiung des Buches sind klar und scharf mit Ausnahme 
der Stellen^ an denen der Verf mechanische Begriffe streift. Ich würde 
z, B. bei der Stromschiffahrt nicht von einem Kräfte-, sondern von einem 
Geschwindigkeitsparallelogramm sprechen. Im übrigen dürfte das Buch für 
den Lehrer der Mathematik von grofsem Interesse sein, weil es eine Fülle 
anschaulicher Anwendungen dieser Wissenschaft zeigt. 

Portmund. H. Kühne. 
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m (Aufgaben) und IV (Ergeb- 

L*«?r ^TrziHU den die X^rtasjohe Ssunmlnng beim Untemcbt gewährt, 
iimi «ixe A3r**!ruur «xxui FTrininikr. die sie den jüngeren Mathematik- 
''j*ttL3:§«*]it*a •iarr}L*^t«t:. w^riifa öjtfra^ anerkannt. Es ist deshalb sehr 
4<'iidcz«dLiw*?r^ 'ia^ -ier V^ri. fuiii >iis- leiiraabenden nnd mühseligen Arbeit 
n«:«:a eimnal mtenüsr*n and »»Lae Fzrts^cnmg der ersten Arbeit geliefert 
häU. L'it» Fjraetannj -fcniiia anr<Hr V^jO Nnmmem 1363 Anfgaben, die 
iit ii mir «ier L>r«*it?<:k3r^n n ang . -iiär Korp^rlehre, den Reihen, der Kugel- 

iirPT>*t irgrm'hmTT f and i'^r X 'h?»»ni"MTTn Vhr^ beschäftigen. 

L»«.rtm:ii.i H. Kühne. 



na« ¥M TNtkft. Dm liitMfiki niBJfifcmg Berlin 1900, Wilhehn 
Eruic 4 Sohn. S**. 61 S. 

D«r Ter£. nenns di<* Turlies^end«» Aboawilnng önen Versuch. Ich 
/lanbe, er hücte diesen Verbuch onteriassen, wenn er die grofse Mühe, die 
die Arbeit ihm siciier g^mAohs hat« dazu renrendet hätte, sich vorher die 
h^ kannten Auil«:äiing^giii<?tzicd«?n der kubischen Gleichungen anzueignen. Das 
in ^em H-Jt^e mit groter Weitsehirei^keit und vieler Rechnung ausein- 
ArAf'Tzfi^izze Vertutrea i5t feiendes: Ersetzt man in der Gleichung 
x^ T fixr T hz -^ t ^0 X durvh A — y a, so verwandelt sie sich in 
A^ — ZiA —6 = 0. IHe weitere Substitution A^Y^y würde zu 
y^ — 3y — £ = fuhren. Ein veraünttiger Gedanke wäre es nun, für 
ff^ — 3jf ab Funktion von jr eine Tabelle aufzustellen, aus der sich y bei 
b^kacatem K ablesen und x bestimmen lie£se. Statt dessen setzt der 
VVrf. A^y^z und stellt für y * 3 — r - j als Funktion von z eine Tabelle 
aaf. rso bestimmt er s und x. I>ie bei der Radizierung auftretende Zwei- 
deutigkeit fuhrt den Verf. zu dem sonderbaren Begriff der Neben wurzeln. 
Aus^führliche Tabellen für K beschüefsen die Arbeit. 

Dortmund. H. Kühne. 

E. Joe kmuu^ 0. HemeB und J. Spies. Ghnmdiilb der Bzperimental- 
phjirilL Berlin 1900, Winokelmann k S. 8^. XIX + 523 S. 

Die vorliegende vierzehnte Auflage des bekannten und beliebten Lehr- 
buches hat durch die Umarbeitung seitens seiner Herausgeber wiederum 
namhafte Verbesserungen erfahren, die sich hauptsächlich in seinem Ab- 
schnitte über Elektrizität bemerkbar machen. 

Gerade dieser Abschnitt ist infolge der stetig sich mehrenden Neu- 
entdeckungen und seiner immer engeren Verknüpfung mit der modernen 
Technik zu einem der wichtigsten der naturwissenschaftlichen Lehrgebiete 
geworden; er wird am ehesten durch veränderte Anschauungen veralten 
und ständiger Durchsicht bedürfen. 

Li der allgemeinen Anordnung des Stoffes ist nichts Wesentliches ge- 
ändert. Ln Paragraphen 4 finden wir neben den Grundmafsen als Hilfs- 
mittel der Messung den Nonius erwähnt Unserer Meinung nach könnte 
dieser Vorrichtung, die heute bereits ein Gemeingut der gesamten Technik 
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geworden ist, ein etwas breiterer Baum gewidmet werden, dieses Hülfs- 
mittel in seinem Prinzip genau besprochen und durch einige klarere 
Abbildungen erläutert werden. Eine Schubleere würde die vorhandene 
Figur mit Vorteil ersetzen. Die trefflich zusammengestellten chemischen 
Grundbegriffe bedürfen keines Kommentars. 

Als Überschrift des § 31 würde der Referent statt des Wortes ,^e- 
harrungsvennögen^^, das heute so ziemlich aus der Sprache der Physik ver- 
bannt ist, das Wort „Tragheit^^ vorgezogen wissen. In enger Anlehnung 
an den Versuch und mit bemerkenswerter Klarheit sind die Fallgesetze 
erl&utert. Bei den Flaschenzügen wäre die Erwähnung des vielbenutzten 
Schraubenflaschenzuges und damit die Besprechung des Schraubengetriebes 
wohl erwünscht. Beim § 56 konmit in der Anmerkung mit einemmale 
der Begriff „Gentripetalkraffc^^ vor, ohne dafs seine Identität mit dem sonst 
gebrauchten Ausdruck „Centralkraffc^^ festgestellt wäre. Die üngenauigkeit 
hat jedenfalls nicht im Interesse des Herausgebers gelegen. 

Im § 63 ist die Figur 58 unrichtig. Sie war bereits in der neunten 
Auflage falsch, ist zum Teil, aber nicht ganz, richtig gestellt worden. 
Das Steigerad hat zu viele und zu kleine Zähne. Der Ankerbügel ist 
zu weit offen, sodafs beim Austritt des Ankers aus dem Rad an der 
rechten Seite das Rad ganz freigegeben wird, ehe sich die Sperre an 
der linken Seite einlegt. Gerade solche Abbildungen müTsten absolut 
korrekt sein, damit sie dem Schüler eventuell die richtige Nachahmung 
gestatten. Bei den Luftpumpen § 97 gefällt dem Referenten nicht, 
dals so gar nicht auf die Konstruktionen der Technik Bedacht ge- 
nommen ist. Das Blasenventil, das heute wohl kaum mehr angewandt 
wird, ist dagegen ausführlich beschrieben. Prinzipiell wichtige Dinge zur 
Steigerung des Vakuums wie das Pumpen eines Cjlinders in den anderen 
sind gar nicht erwähnt. Als Quecksilberluftpumpe würde die Beschreibimg 
einer richtigen Töpler-Hagen-Pumpe empfehlenswerter sein, wie auch an 
dieser Stelle die Sprengel pumpe angeführt werden müfste und nicht im 
§ 105, wo sie gar nicht hingehört. Die Besprechung der Klangfarbe und 
des Phonographen bilden notwendige Bereicherungen des Inhaltes. Im § 232 
ist bei Besprechung der Wärmeleitfähigkeit auf einen Versuch mit Loosers 
Differentialthermoskop hingewiesen und zur Orientierung die Publikation 
herangezogen. Für den Rahmen eines Werkes wie der „Jochmann" hält 
Beferent das nicht fOr richtig, weil die angezogene Veröffentlichung wohl 
nur einem kleinen Leserkreise zur Verfügung stehen dürfte. Man sollte 
den Apparat entweder kurz beschreiben oder füglich ganz fortlassen. Der 
Platz, den die Beschreibung des Spielzeuges Trevelyans beansprucht, 
würde für eine kurze Erklärung des Thermoskopes wohl genügen. 

Vortrefflich ist dem Herausgeber die Erklärung der Influenzmaschine 
gelungen und die begleitende Abbildung zur Verdeutlichung des Vorganges 
in ihrer Einfachheit höchst instruktiv. Ebenso gut sind die Umarbeitungen 
der folgenden Abschnitte, welche die Kondensatoren und den Entladungs- 
yorgang behandeln. Die Bezugnahme auf das Gesetz von der Erhaltung der 
Energie bei der Besprechung der Volt aschen Gesetze ist höchst wichtig, weil 
dadurch ein für allemal Mifsverständnissen über Stromerzeugung vorgebeugt 
wird, die sich wohl gewöhnlich bei der bisherigen Darstellung bei dem 
Lernenden einstellten. Im Paragraphen 3l5a ist ein Kraftlinienbild 265a 



Digitized by 



Google 



168 ReceiiBionen. 

dargestellt, das wirklich zweckm&fsig durch eine photographische Reproduktion 
ersetzt werden sollte; dasselbe entspricht einmal nicht der Wirklichkeit und 
vermag die leidige Anschauang^ als sei eine joiagnetische Kraftlinie eine Art 
von Zwirnsfaden noch so recht zu unterstützen. Im Anschlufs an den § 316 a 
vermisse ich die Besprechung des Galvanometers nach Deprez-d'Arsonval 
resp. Weston, die heute einer genauen Erklärung wohl wert sind; sie sind 
im nächsten Abschnitt erwähnt, würden aber organisch sich besser in den 
vorhergehenden einfügen. Die Abbildung der Röntgenröhre mit ihrem 
Strahlengang ist nicht gut gewählt; die Eathodenstrahlen vereinigen sich 
auf einen Punkt der Antikathode, das Bündel der Röntgenstrahlen geht 
dagegen von der ganzen Antikathodenoberfläche aus. Man soUte stets an- 
deuten, dafs die Röntgenstrahlen, die von einer planen Antikathode aus- 
gehen, ein Bündel bilden, das über die ganze Halbkugekone gleichmäfsig 
verteilt ist. Bei der Nernstlampe ist Magnesia als Leuchtmaterial genannt; 
der Ausdruck Oxyd der seltenen Erde wäre jedenfalls treffender. Wichtig 
war die Besprechung des Accummulators und endlich und hauptsachlich 
die der klassischen Arbeiten von Hertz. 

Zu den folgenden Abschnitten des Buches, welche mathematische Geo- 
graphie und Astronomie behandeln, sind wesentliche Abänderungen in der 
Darstellung gegenüber den früheren Auflagen nicht vorgenommen; sie waren 
ohnehin von jeher durch Klarheit und Schärfe des Ausdrucks ausgezeichnet. 
Im allgemeinen hat das Werk in wesentlichen Punkten durch seine Um- 
arbeitung gewonnen. 

Es sollte den Referenten freuen, wenn seine hier und da ausgesprodienen 
Wünsche eine geneigte Beachtung in der Zukunft fänden. Jedenfalls wird 
das Buch jedem, der es zu ernstem Studium in die Hand ninunt, voll und 
ganz das halten, was er sich versprochen, und wird sich so einen immer 
weiteren Freundeskreis sichern. 

Berlin. H. Boas (Oberingenieur). 

Federico Amodeo. Axitmetioa partioolare e generale. Volume I degli 
Elementi di matematica. Opera destinata alle scuole secondarie del 
regno dltalia. Napoli 1900, Luigi Pierro. XV + 415 p. 
Seit Cremona im Jahre 1865 Baltzers Elementarlehrbücher ins 
Italienische übersetzte, hat sich auch in Italien eine strengere Art, die 
grundlegenden Sätze der Mathematik zu sichern, eingebürgert. Hr. Amodeo 
versichert dieses in seiner Vorrede, und zahlreiche italienische Schriften be- 
stätigen es. Das heute uns vorliegende Buch ist eine neue Bestätigung. 
Es behandelt die Lehren der niederen Arithmetik mit vollkommener Strenge, 
so dafs man fast zu der Frage gelangen könnte, ob denn Schüler im stände 
seien, dieses Lehrbuch zu verstehen? Der Lehrer wird es unzweifelhaft 
auch aufserhalb Italien mit grofsem Interesse lesen und seinem Unterrichte 
so viel davon einverleiben, als er seinen Schülern bieten zu dürfen glaubt. 
Er wird dabei allerdings auf die Richtigkeit der Beispiele einige Auünerk- 
samkeit verwenden müssen, auch nachdem die im Druckfehlerverzeichnisse 
angegebenen Verbesserungen vorgenommen sind, da noch zahlreiche weitere 
Irrtümer recht störend wirken. 

Heidelberg. M. Ca2«tor, 
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1. Aufgaben und Lelursätze. Lösungen. 
A. Aufgaben und Lehrgatse. 

48. Es ist ein Kreis vom Badius k gegeben, und es wird diejenige 
Kurve (Traktorie) gesucht, deren bis zum Schnitt mit dem Kreis verlängerte 
Tangenten eine gegebene Länge a besitzen. — Die Aufgabe ist, soweit dem 
Einsender bekannt, nur in dem Spezialfall a «= k näher behandelt und kann 

unter der allgemeinen Voraussetzung a = A; den Herren Fachgenossen als 

Übungsaufgabe (oder etwa zur Semestralprüfnng) vorgeschlagen werden. 

Es soll insbesondere bewiesen werden: 

L Ist X; >• a, so giebt es zwei verschiedene Kurven, die der Aufgabe 
genügen. 

1. Die eine derselben beginnt auJGserhalb des Kreises in der Entfernung 
h -\- a von dessen Zentrum, tritt später in den Kreis ein und wird zu einer 
Spirale mit unendlich vielen sich stets verengenden Windungen, welche sich 
schlieÜBlich einem, dem gegebenen konzentrischen, Kreise vom Badius yk^ — a* 
asymptotisch nähern. Die Tangente (a) ist in der Bichtung (dem Sinne) 
der Kurve zu zeichnen. 

2. Die andere beginnt im Inneren des Kreises in der Entfernung k — a 
von dessen Zentrum imd bildet ebenfalls eine Spirale mit unendlich vielen 
sich aber vergröfsemden Windimgen, welche sich (von innen) demselben 
Kreise asymptotisch nähern. Die Tangente (a) ist entgegengesetzt zur Bichtung 
der Kurve zu ziehen. 

n. Ist Ä; » a, so wird die erste Kurve zu einer Spirale, deren Windungen 
sich dem Mittelpunkt des gegebenen Kreises asymptotisch nähern, und die 
zweite Kurve schrumpft zum Mittelpunkt selbst zusammen. 

m. Ist A; < a, so beginnt die Traktorie in der Entfemimg a + k und 
endet in der Entfernung a — k vom Kreiszentrum; sie ist wiederum eine 
Spirale, aber mit einer endlichen — ganzen* oder gebrochenen — Anzahl 
von Windungen, welche sich mit der Vergröfserung von a bis zur Grenz- 
ahl I (für a «= cx>) verringert. Die Kurve verläuft ganz auTserhalb des 
Kreises oder schneidet ihn einmal und endet innerhalb desselben, je nachdem 
a>2k oder a<C2k ist; in beiden Fällen geht die hinreichend verlängerte 
Tangente im letzten Kurvenelement sowie diejenige im ersten Kurvenelement 
durch den Mittelpunkt des Kreises. Der vom Kreiszentrum ausgehende 
Radius vector der Traktorie bildet also anfangs imd zuletzt mit dem Kurven- 

▲rchiT d0T Hatbematik and Phjtik. m. Beihe. III. 12 
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element den Winkel Null» dAzwiidien mid zwar genau nach der Hälfte der 
Windungen erreicht dieser Winkel ein Maximum (kleiner als 90^). 

Alle hier beschriebenen Knrren, mit Ausnahme derjenigen unter 1,2 
besitzen einen Inflexionspnnkt, und die durch ihn gezc^ne Tangente (Wende- 
tangente) berührt zugleich den Ereis. 

Königsberg L Pr. L. Saalschütz. 



49. Gegeben sei ein Tetraeder T. Zu jedem Raumpnnkte P gehört 
ein-eindentig ein anderer Q^ so dais P, Q die Brennpunkte einer T ein- 
beschiiebenen Rotationsfläche 2. Ordnung sind. Dann sind P, Q zugleich 
konjugiert in Bezug auf das Flichennetz 2. Ordnung, dessen 8 Gmndpunkte 
die 8 Mittelpunkte der T einbeschriebenen Kugeln sind. Und umgekehrt 

Königsberg L Pr. W. Fr. Meyer. 



60. Soit S Tun des centres de similitude de deux oercles C et C\ Une 
droite variable passant par S rencontre C suiyant la corde ÄB^ et C suiyant 
la corde A'B\ Trouyer les lieux des centres de similitude des cercles ajant 
pour diametres AB et Ä'B^. 

Constantinople. E. N. Barisien. 

51. On donne une parabole de sommet et un point fixe P pris 
sur Faxe de la parabole. Par le point P on mene une droite variable qui 
rencontre la parabole en A et B, Montrer que le lieu des centres de quatre 
cercles tangents aux trois cotes du triangle AOB est une quartique. Deter- 
miner la position du point P pour que cette quartique se däcompose en 
deux droites doubles. 

Constantinople. E. N. Barisien. 

52. Untersuchung der Gestalt der Kurve y » yx ; Bestimmung der 
Zahlwerte der Koordinaten ihrer Wendepunkte auf fünf Stellen. 

Berlin. E. Lampe. 



58, Von dem Punkte C in der Ebene einer Parabel zieht man die 
Tangenten CB^ und CB^ (P^ und B^ die Berührungspunkte) an die KmTe 
und errichtet in B^ und B^ die Normalen, welche sich in F schneiden 
mögen. Die Koordinaten |, t^ von F aus denen von C (ac, y) zu berechnen 
und dann die Verwandtschaft zu untersuchen, in welcher den Punkten C 
die Punkte F entsprechen; insbesondere einfache sich entsprechende Kurven- 
seharen zu bestimmen. Welche Punkte C fallen mit ihren entsprechenden 
F zusammen? 

Gleiche Fragen ffir die Ellipse und die Hyperbel. 

Berlin. E. Lampe. 
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54. Der Ausschlag a eines Pendels gegen die Bnhelage beträgt 179^ 5 9^ 
Wie Yerh&lt sich seine Schwingungsdauer T zu der Schwingungsdauer T^ 
ftb* unendlich kleine Schwingungen? (Für a = 180^ ist bekanntlich T » oo). 

Berlin. E. Lampb. 



B. LSsnngen. 



Zu 32 (Bd. n, S. 213) (Ed. Janisch). Zweite Lösung. Wir zeigen 
zunächst, dafs die drei Punkte (ma\ hc), {fnc\ ab), 8 in einer Geraden 
liegen. Dies ist der Fall nach dem Pascalschen Satze, angewendet auf 
das Sechseck c'ma'ahc. Derselbe Satz, angewendet auf das Sechseck 
h'maacbj beweist, dab auch die drei Punkte (ma', bc), (fnh\ ac)^ s in 
einer Geraden liegen. Dies gilt fOr jeden Punkt von JT, folglich auch fOr m\ 
Wir zeigen nun, dafs auch die Punkte (ma^ ^'c')? {^'h ^'^O? (w»'c, a'6') 
auf f& liegen. Zu dem Zwecke betrachten wir das Seckseck m'acc'h'm. 
Nach dem Pascalschen Satze liegen die drei Punkte (m'a, b'c'), {fnh\ ac\ 8 
in einer Geraden; folglich alle sechs bisher betrachteten Punkte. Vertauscht 
man in sämtlichen Sechsecken a mit a\ b mit h\ c mit c', so erhält man 
den Beweis fär die Gerade fi\ 

Durch den Strahlenbüschel um 8 sind die Punktreihen tn und 9?»' in- 
Tolutorisch gepaart mit 8 als Involutionszeutrum. 

Bezeichnen wir kurz die Strahlenbüschel durch ihre Mittelpunkte, so 
erkennt man leicht^ daijs s{ii) J\ ^(f^O ^^' ^^ folgt. Es ist z. B. c(m) 
A a(m) und c(in) A «(f*)» da sie dieselbe Punktreihe auf a'h' projizieren. 
Ebenfalls ist a'(m) A ^W? ^ sie dieselbe Punktreihe auf bc projizieren. 
Demnach ist auch s{(a) A ^(f^O* Die Strahlenbüschel (i und fi' sind daher 
projektiv und inrolutorisch, da sich je zwei Strahlen, wie oben gezeigt 
wurde, gegenseitig entsprechen. 

Der duale Satz lautet: Sind abc und a'Vc zwei Perspektive, einem 
Kegelschnitt K umbeschriebene Dreiseite und ist m eine beliebige Tangente 
an K^ dann gehen die drei Geraden {ma\ bc), (mb\ cd), i^<^\ o^) durch 
einen Punkt ft, welcher auf der Schnittgeraden 8 der homologen Seiten der 
Dreiseite liegt. Ist m' die zweite Tangente, welche aus dem Schnittpunkte 
Yon m und ^ an iT gelegt wird, dann schneiden sich in demselben Punkte ^ 
die drei Geraden (w'a, b'c), (m'6, c'a'), (w'c, ab^. Umgekehrt gehen 
durch einen anderen auf 8 liegenden Punkt ^' die sechs Geraden {fn'a\ bc), 
(m'5', c(i), (w'c', ab), (ma, b'c'), {mb, c'a), {mc, a'b'), — Die Strahleur 
paare (m, m*) und die Punktepaare (fi, f*') bilden derart zwei projektive 
involutorische Gebilde. 

Der direkte Beweis wird genau wie oben geführt, indem man statt der 
Punkte stets Geraden setzt, und umgekehrt. 

Einbeck. B. Neubndorff. 



Zu 36 (Bd. n, S. 214) (H. Bertram). — Die Strahlenbüschel um 
und 0^ sind projektiv aufeinander bezogen, wenn man die Strahlen einander 
zuweist, welche denselben Punkt des Kegelschnitts projizieren. Dadurch 
sind dann auch die Punktreihen, welche die Strahlenbüschel in der Geraden /i» 
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durch G eiiudmeiden, fwojekür aofmiuindcr besogen. Sei H der ßcbnitt* 
pnnkt (fi, 00|), so entsprechen die Punkte H und G einander doppelt*, 
denn ist 00^ ein Strahl des Bfisehels um 0, so entspricht ihm die Tangente 
in O^y mid umgekehrt. Demnach sind die projekÜTen Pnnktreihen in- 
Tolntorisch. 

Ist die Gerade GH parallel einer Asymptote, so ist der unendlich 
ferne Punkt ein Doppelelement der Involution ebenso wie der Schnittpunkt M 
mit der Kurve. Da demnach je zwei konjugierte Punkte durch M und den 
unendlich fernen Punkt hannonisch getrennt werden, so müssen ae gleichen 
Abstand von Jf haben* 

Die in der Au^be angegebene Konstruktion liefert in der That eine 
Hyperbel, da die Strahlenbüschel um und Oj entgegengesetzt projektiv 
sind (die Punktinvolution auf fi besitzt zwei reelle Doppelelemente) und 
denmach 2 Paar konjugierte parallele Strahlen besitzen, welche die unendlich 
fernen Punkte der Hyperbel liefern. Trägt man die Strecke OH von 0^ in 
entgegengesetzter Bichtnng auf 00^ ab bis H^, so ist GH^ die Richtung 
der zweiten Asymptote; denn zieht man durch und 0^ Parallelen zu GH^y 
so liegen deren Schnittpunkte gleich weit von M entfernt, da die einzelnen 
Strecken proportional sind. — H f&llt mit H^ zusammen, wenn H der 
Mittelpunkt von 00^ ist. In diesem Falle hat die Kurve nur einen un- 
endlich fernen Punkt (zwei zusanmienfdlende), ist also eine Parabel. 

unmittelbar folgt daraus die Konstruktion einer Parabel, von welcher 
zwei Tangenten mit ihren Berührungspunkten und 0^ gegeben sind. Man 
halbiere die Sehne 00^ in H. Den Schnittpunkt der Tangenten G ver- 
bindet man mit H und halbiert GH in M, Dann bezieht man 2 Strahlen- 
büschel um und 0^ so projektiv aufeinander, daJs je 2 Strahlen kon- 
jugiert sind, welche 2 gleich weit von M entfernte, auf GH liegende 
Punkte projizieren. Diese Strahlenbüschel erzeugen die Parabel. 

Einbeck. B. Neuendorff. 



Auszug aus einem Sdireibm an Herrn F. Meyer, 

Zu 87 (Bd n, S. 356) (S. Gundelfinger). Anknüpfend an den Satz 
des Herrn Gundelfinger, dafs die Lemniskate analog dem Kreise fttr jeden 
Punkt eine „Potenz^\ d. h. ein konstantes Produkt der Sehnenabschnitte liefert, 
kann man nach allen algebraischen Kurven dieser Art fragen. Ist J^ (x, y) = 
die Gleichung einer solchen in rechtwinkligen Koordinaten, so müssen die 
Wurzeln J des Systems F{a +6cos9? + ijsin9, ft + lsin^ — i^cosy) — O,ij=*0 
d. h. der Gleichung F{a -f g cos 9, 6 -f | sin 9) =» ein von tp unab- 
hängiges Produkt haben. Das Produkt der Wurzeln ist :^, ^^^^-r^ — r, wenn 

f{xy y) das Aggregat der Glieder höchster Ordnung von F{x^ y) ist Es 
mufs also f{x^ y) konstant sein, wenn a;* + y* = 1 ist; d. h. f{x^ y) = c(a?* -f y*)* : 
die gesuchten Kurven sind die „zyklischen", welche keine anderen un- 
endlich fernen Punkte als die Kreispunkte haben. Dieser Satz ist sofort 
auf mehr Dimensionen zu übertragen, entweder durch Betrachtung der 
ebenen Schnitte, die Kurven von der ge^ndenen Art sein müssen, oder 



durch einen dem obigen analogen Beweis; denn z. B. aus f(x^ y^z) =^ konst., 
für ic» + y« + ^» =. 1 folgt f{x, y, z) = c{(x^ + y* + z^\ Die 
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Digitized by 



Google 



Vermiachte Mitteilungen. 173 

Fl&chen im Bamne sind also diejenigen, die keine unendlich ferne Kurve 
als den EugeUcreis haben, z. 6. die Zykliden. 

Abe> wie heilst der analoge Satz fi!kr Baumkurven etc.? Übrigens Iftfst 
der Satz die affine Verallgemeinerung zu: Mifst man jede Strecke mit dem 
zu ihr parallelen Badixis der ,,Aichfläche" arc* + &y* + Cjb* = 1, so liefern 
die und nur die Fl&chen für jeden Punkt eine konstante Potenz, deren 
Glieder höchster Ordnung die Form haben: C{ax^ + hy^ + cz^\ 

Königsberg i. Pr. Th. Vahlen. 



2. Spreclisaal fnr die Encyklopädie der HathematiBclien WiBsenscliaften. 

[EiüBendmigen fQi den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, Königsberg i. Pr., 

Mitteltragheim 51.] 

Zu I A 2. Kombinatorik 

I. S. 40, Anm. 84 ist beizufCLgen: 

A. Hurwitz, Zur Invariantentheorie, Math. Annalen 45 (1894), 
389. Es sei gestattet, bei dieser Gelegenheit auch auf die erst nach 
Erscheinen des Heftes der Encyklopädie publizierte Arbeit von Cyp. 
Stephan OS, Sur une extension du calcul des substitutions lineaires, 
Joum. de math., 5® ser., 6 (1900) zu verweisen. — Im Texte wftre 
vieUeicht erwünscht, noch eine Art der mehrfachen Verknüpfung einer 
Determinante mit sich selbst zu erwähnen; für einen Spezialfall bezeichnet 
Pascal in seinen Determinanten (Deutsche Ausg. Leipzig, 1900) diese 
Beziehung als Scholtzschen Satz. Litteratur bei Pascal, a. a. 0., S. 104. 
Beizufügen zu der von Pascal angefahrten Litteratur ist noch A. Hurwitz, 
Math. Annalen, 45, S. 390. Man bezeichnet die fragliche Determinante 
passend nach Hurwitz als die Determinante der so und sovielten Potenz- 
transformation. 

L S. 43, letzte Zeile. Das Symbol (1, 2, . . ., n) tritt schon bei Jacobi 
auf und zwar an dem in Anm. 105 angefOhrten Orte, wozu noch bei- 
zufügen: Jacobi, Joum. f. d. r. u. ang. Math., 29, 237. 

LS. 43, Anm. 105. Beweise für den Gay ley sehen Satz haben auch 
Scheibner, Über Halbdeterminanten, Sächsische Berichte (1859), Mertens, 
Joum. f. d. r. u. ang. Math., 82 gegeben. 



Zu IA6. Endliche diskrete Gruppen. 

L S. 218, Anm. 75. Da der Satz nur implizite bei 0. Jordan a. a. 0. 
steht, so wäre Gay ley, Americ. J. 1 (1878), 50 = coli. math. papers, 
X, 8. 403 anzufahren; Gay ley hat den fraglichen Satz wohl zum ersten 
Male explizite angegeben. Ferner wäre vor Dyck anzuführen: Fro- 
benins und Stickelberger, Über Gruppen von vertauschbaren Ele- 
menten, Joum. f. d. r. u. ang. Math., 86, S. 230 Anmerkung. 

L S. 220, Z. 6 V. u. des Textes: Lies BAB-^, 

L S. 224, Z. 9 V. u. Gole hat die Gruppen bis zur Ordnungszahl 660 
behandelt. 
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Zu IB3a. Separation und Approximation der Wurzeln. 

I. S. 408, Z. 21 ▼. 0. Lies a + wA ^ h, 

I. S. 409, Z. 5 y. o. Nach den eingehenden Auseinandersetzungen von 
G. Darboux (Oeuvres de Fourier, Bd. II, 8. 310) verdient das Theorem 
nur den Namen Fourier s zu führen. 

I. 8. 411, Z. 14 y. u. Der Satz, „dafs mit wachsendem x die Anzahl der 
Zeichenwechsel beim Passieren einer Wurzel der Gleichung um eine un- 
gerade Zahl abnimmt und sonst nur um eine gerade Zahl abnehmen 
kann,^^ setzt voraus, dafs die passierte Wurzel einfieushe Wurzel der 
Gleichung ist. Es wäre auch Z. 7 y. u. zu bemerken, daCs beim 
Fouri ersehen Satze bei der Bestimmung der Zahl der Wurzeln einer 
Gleichung f(x) =»0, die zwischen einer beliebigen Zahl Xi und einer 
gröüseren Zahl x^ liegen, eine jede Wurzel so oft zu zählen ist, vne der 
Grad ihrer Vielfachheit es angiebt Dieselbe Bemerkung gilt auch for 
S. 411, letzte Zeile des Textes. 

I. S. 411, Anm. 7. Es wäre noch beizufügen: Fourier, Sur Tosage dn 
th^oreme de Des carte s dans la recherche des limites des racines (1820). 
Oeuvres de Fourier 11, S. 291. 

I. S. 412, Anm. 8. Hier wäre auch die Besprechimg von Fouriers Ana- 
lyse des equ. determ. von Gaufs, ges. Werke IQ, S. 120 zu erwähnen. 

I. S. 428, Z. 10 y. u. Der angeführte Satz ist aus der Arbeit von Cajley, 
Jonm. de math., 11, 297 zu entnehmen; explizite ausgesprochen vnirde 
er von Borchardt, ebenda, 12, 58 (1847). 

I. S. 433, Z. 6 y. u. Fourier hat thatsächlich die Funktion f{x) durch 
Funktionen zweiten und höheren Grades ersetzt. Vorzüglich hat er auf 
diese Weise Betrachtungen fOr die durch Funktionen zweiten Grades 
vermittelte Annäherung, die den in I, 8. 416 angeführten Sätzen über 
die lineare Annäherung ähnlich sind, angestellt. Vgl. Fourier, Analyse 
des equ. determ.: Artikel 33, 34, 41 ff. des zweiten Baches. (Deutsche 
Ausglühe von A. LoewyinOstwalds Klassikern der exakten Wiss. Nr. 127.) 

I. S. 439, Z. 1 y. 0. Es sollte nicht nur von der gröfsten Wurzel die Rede 
sein. Da die Notiz über Eettenbrüche sehr kurz ist, sei gestattet, das 
Folgende zur Ergänzung anzugeben: 

Ist die in einen Eettenbruch zu entwickelnde positive Wurzel der 
Gleichung f(x) = mit x bezeichnet, so bestimme man die nächst kleinere 

positive ganze Zahl a und setze : x^a-\ Die sich für y ergebende 

Gleichimg, die mit fi(y) ^ bezeichnet sei, hat soviel reelle positive 
Wurzeln, die > 1 sind, als f{x) « reelle positive Wurzeln zvnschen a 
und a + 1 hat Man bestimmt eine ganze positive Zahl o^ ^ I9 so dafs 
zwischen a^ und a^ + 1 eine Wurzel von /"^ (y) «• liegt. Setzt man 

y = Ol H — , so genügt y^ einer Gleichung f^ (y^) = , die soviel reelle 

Wurzeln, die > 1 sind, besitzt, wie fi{y) == reelle Wurzeln zwischen o^ 
und 0^ + 1 ^a.t. Fährt man so fort, so weisen nach einer gevnssen An- 
zahl von Schritten die transformierten Gleichungen nur einen einzigen 
Zeichenwechsel auf und besitzen daher nach dem Satze von Descartes 
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nur eine einzige positive Wurzel.^) — Vincent hat auch an dem 
unter 1) angefahrten Orte gezeigt: Setzt man in eine Gleichung ohne 
mehrfache Wurzeln entsprechend dem Lagrang eschen Prozefs der 
Reihe nach: 

«-a + i; »-«i + y^; yi = «, + y^, •••, 

80 gelangt man, wie auch immer sonst die Zahlen a, o^, . . ., die nur 
positiy und gröfser als 1 vorausgesetzt sind, sein mögen, schliefslich zu 
transformierten Gleichungen, die entweder nur Zeichenfolgen oder einen 
einzigen Zeichenwechsel aufweisen. Im zweiten Falle hat die vor- 

gelegte Gleichung den Kettenbruch ^ + Jd zur Wurzel; der 

erste Fall tritt jedesmal dann ein, wenn der angegebene Eettenbruch 
keine Wurzel der vorgelegten Gleichung ist. — Lagrange hat auch ein 
Verfahren angegeben, um die Teilnenner a des Eettenbruches, wenn einige 
derselben bekannt sind, ohne Probieren zu finden (Oeuvres 8, S. 120); 
ist die Rechnung weit genug vorgeschritten, so liefert eine einzige 
Operation bald mehrere Teilnenner. Vgl. auch Legendre, Thforie des 
nombres, 3* ed., I, S. 143; femer M. A. Stern, Theorie der Kettenbrüche 
und ihre Anwendung, Joum. f. d. r. u. ang. Math., 11, S. 277. — Die 
ganzzahligen quadratischen Gleichungen und die periodischen Kettenbrüche 
sind in I A3 (S. 132) behandelt. Die Frage nach den irreduktiblen 
Gleichungen, welche die Eigenschaft haben, dafs, wenn man ihre reellen 
Wurzeln nach Lagranges Methode in Kettenbrüche entwickelt, zwei 
oder mehrere der sich ergebenden Kettenbrüche schliefslich dieselben Teil- 
nenner aufweisen, wurde von Vincent, a. a. 0., angeregt und von 
J. A. Serret, Developpements sur une classe d'equations, Joum. de 
math., 16, 152 (1850), erledigt. Vgl. J. A. Serret, Cours d'algibre, H, 
S. 515 ff. (3® ed. 1866). Bezüglich der Gleichungen dritten Grades 
dieser Art vgl. Lobatto, Note sur une propriete relative aux racines 
d'nne classe particuliere d'^quations du troisi^me degr^, Joum. de math. 
9, 177. 
L S. 439, Z. 6 V. 0. Bernoullis Verfahren. Die allgemein D. BernouUi 
zugeschriebene Methode geht in Wahrheit auf Lagrange (Traite de la 
res. des iqn, numeriques, Note 6, Sur la methode d'approximation tiree 
des series recurrentes, Oeuvres de Lagrange, 8, S. 168) zurück. 
Bernoulli behandelt an dem in Anm. 34 erwähnten Orte die Berech- 
nung der Gleichungswurzeln durch rekurrente Reihen. Er giebt den Satz 
(a. a. 0. S. 98): Hat man die Gleichung: 

rc* = OiX""'^ + a^x^"^ + • • • + «n 

und bildet in rekurrenter Weise: 

Pn + t^aiPn-i-yl + ajP« + .r-iH 1- anPr (»=1,2,...)» 

1) Lagrange, Traite de la rdsolution des ^qu. numeriques, Chap. 3 sowie 
Note 12 (Oeuvres de Lagranee, Bd. 8). Vincent, Note sur la räsolution des 
^uations, Joum. de Liouville, 1, 341 (1836). 
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wobei Pj, P,, . . ., Pn n willkürliche GröfBen sind, so nähert sich der 

Quotient — ~- mit wachsendem v, falls nicht zwei Wurzeln der Gleichung 

"*% 
denselben gröDsten absoluten Betrag haben, einem Grenzwerte, der die grölste 
Wurzel der Gleichung ist Ein anidoges Theorem giebt Bernoulli (a. a. O. 
S. 92) für die absolut kleinste Wurzel der Gleichung. — Die Methode des 
Textes, wobei die Py die vten Potenzsummen 8y der Gleichungswurzeln and, 
findet sich erst bei Lagrange (Oeuvres 8, S. 170) mit der Bemerkung 
„Cette mäthode rentre dans celle que Daniel Bernoulli a deduite de la 
consid^ration des suites recurrentes et qu' Euler a ezposee en detail dans 
son Introduction." Die ims heute so geläufige Thatsache, dafs sich durch 
die ersten n Potenzsnmmen der Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
fiten Grades die folgenden in rekurrenter Weise ausdrücken lassen, war 
D. Bernoulli, als er 1728 die fragliche Arbeit veröffentlichte, überhaupt 
vielleicht nicht bekannt; jedenfalls war dieses Resultat noch nicht pu- 
bliziert. Die Arithmetica universalis, die 1707 erschienen war, enthält 
die Newtonschen Formeln bis zur sechsten Potenz mit der Bemerkung 
et sie in infinitum observata serie progressionis ohne Beweis. Die 
Summen der (n + 1) ten und folgenden Potenzen, auf die es bei der 
rekurrenten Beziehung ankommt, drücken sich ein wenig anders aus; 
man kann daher sogar vielleicht zweifeln, ob Newton selbst das Gesetz 
für die Summen der höheren als n ten Potenzen kannte. Bewiesen wurden 
die Newtonschen Formeln erst 1745 von G. F. Bärmann (Bärmanns 
Arbeit ist abgedruckt in Newtons Arithmetica universalis, ed. Gastillio- 
neus (1761), Add., S. 110.) Vor Bärmann erwähnt nur Johann Ber- 
noulli, dals er einen Beweis filr das sehr elegante, von Newton ohne 
Beweis gegebene Theorem besitze. (Opera IV, S. 22 (ed. 1742)). — An 
weiterer Litteratur wäre in Anmerkung 34 aufeer Lagrange noch bei- 
zufügen: Legendre, Theorie des nombres I, Artikel 113, S. 168, 3® ed. 
— Eine Fortbildung der Methode zur Berechnung sämtlicher Gleichungs- 
wurzeln ist zuerst von Fourier, Analyse des ^qu. d^term. (Deutsche 
Ausgabe in Ostwalds Klassikern der exakt. Wiss. Nr. 127, S. 63ff.) 
angedeutet worden; ausgeführt wurde sie von M. A. Stern, Joum. f. d. 
r. u. ang. Math., 11, 294 und Jacobi, ebenda, 13, 349. Vgl. noch 
vorzüglich die in Anm. 36 zitierte Arbeit von F. Cohn. 



Zu I B 3b. Bationale Funktionen der Wurzeln. Symmetrische 
und Affektfunktionen. 

I. S. 451, Anm. 6 ist beizufügen: 

Lagrange, Trait^ de la resol. des equ. numeriques. Note 6, Oeuvres 

de Lagrange 8, S. 168. — Grunert, Supplemente zu Elügels math. 

Wörterbuche, 11, S. 424. — Auf die zwei genannten Autoren scheinen 

die heute üblichen Beweise der Newtonschen Formeln zurückzugehen. 

Freiburg i. B. A. Lobwy. 
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Gedächtnisrede anf Immanuel Lazarns Fnchs 

(geb. am 5. Mai 1833, gest. am 26. April 1902). 

Von M. Hambukger. 

Crehalten im Mathematisclien Yerein der Universität Berlin am 6. Mai 1902. 

Als vor fünf Jahren der greise Weierstrafs in dem unbestrittenen 
Ruhme des ersten Analysten seiner Zeit aus dem Leben schied^ da war 
bereits seit lange glänzender Ersatz gescha£Fen in dem Manne ^ dessen 
plötzlichen Heimgang wir jetzt beklagen^ in Fuchs, dessen Name in 
der Geschichte der Mathematik mit einer der wichtigsten Disziplinen 
der Analysis, der Theorie der linearen Differentialgleichungen, stets 
ruhmreich verknüpft sein wird. 

Das oft zitierte Wort aus der Erwiderung auf seine Antrittsrede 
als Mitglied der Berliner Akademie der Wissenschaften, dafs er dem 
mathematischen Königreiche eine neue Provinz hinzugefiigt habe, konnte 
später bei der Überschau der grofsen Reibe bedeutnngBYoUer Ergeb- 
nisse, die bei dem Aufbau und der Durchforschung des Gebietes in 
regster Wechselbeziehung mit den verwandten Disziplinen gewonnen 
wurden, dahin ergänzt werden, dah die Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen seit ihrer Begründung einem grofsen und wichtigen 
Teile der analytischen Forschung ihr Gepräge aufgedrückt hat. 

Die Darstellimg der wissenschaftlichen Leistungen von Fuchs, 
die nicht allein durch die Zahl ihrer Ergebnisse, sondern auch durch 
die Stellung neuer Probleme und Einführung neuer Methoden hervor- 
ragen, ist eine Aufgabe, von der ich mir nur zu wohl bewufst bin, 
wie wenig ich ihr gewachsen bin, und wenn ich der ehrenvollen Auf- 
forderang des Mathematischen Vereins, die Gedächtnisrede zu halten, 
gefolgt bin, so hab^ ich meine Bedenken zurückgedrängt in dem tiefen 
Gefühl der Dankbarkeit für die Freundschaft, die der Dahingesdiiedene, 
zu dem ich stets mit Yerehrung aufgeblickt, mehr als 50 Jahre mir 
geschenkt hat. 

Immanuel Lazarus Fuchs ist den 5. Mai 1833 zu Moschin in 
der Provinz Posen geboren. Schon in dem frühen Alter von 14 Jahren 

AzohlT dar lUthematik und Physik, m. Baihe. HL 13 
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yerliefs er das EltemhanS; nm das Friedrich -Wilhelms -Oymnasiiun in 
Posen zu besuchen, wobei er genötigt war, bei den dürftigen Ver- 
hältnissen, in denen sich seine £ltem befanden, neben der Arbeit fiir 
die Schule für seinen Unterhalt zu sorgen. Die ausgezeichneten Fort- 
schritte, die er trotz mangelhafter Vorbereitung auf dem Gymnasium 
machte, ermöglichten es ihm sehr bald, durch Unterricht sich Erwerb 
zu schaffen. Er war ein gesuchter Lehrer, ausgezeichnet durch die 
Kunst, im Schüler die yerborgenen Fähigkeiten zu erwecken und zn 
entwickeln, und den Eltern empfohlen durch den Emst^ zu dem er in 
dem schwierigen Kampfe mit der Not des Lebens weit vor seinen 
Altersgenossen herangereift war. Zu dieser Zeit war es, wo er zuerst 
mit Koenigsberger in Berührung kam. Als Erzieher in dessen 
Haus berufen, verstand er es, in seinem Zögling das Literesse für 
Mathematik zu erwecken. Der machtige Einfiufs, den er dadurch über 
ihn gewann, war ausschlaggebend daftLr, dafs sich Koenigsberger 
der wissenschaftlichen Berufsbahn zuwendete, die sich so glänzend ge- 
stalten sollte. 

1853 erhielt er das Zeugnis der Reife, blieb aber dann zunächst 
ein Jahr in Posen ab Hauslehrer im Koenigsbergerschen Hause. 
Auf der Universität hatte er noch das Glück, zu den FüTsen Dirichlets 
zu sitzen. Aufserdem hörte er Kummer, Borchardt und von 1856 
an Weierstrafs. Neben dem Hören von Vorlesungen studierte er 
fleüjsig Gaufs' Disquisitiones arithmeticae, sowie die Werke der fran- 
zösischen Meister, wie Fourier, Laplace. Hervorheben möchte ich 
noch, dafs ich als junger Student ihn besonders eifrig mit Gauchys 
Ezercices beschäftigt fand, die er als aufserordentlich instruktiv pries. 
Es scheint mir das vorbedeutend für seine spätere wissenschaftliche 
Richtung, die ja doch vornehmlich von den Gauchyschen Prinzipien 
bestimmt wurde. Auf der Universität machte er sich bemerkbar durch 
eine Bewerbung um eine Preisaufgabe, bei der er den zweiten Preis 
davontrug. Sie betraf das Gebiet der Geometrie, und zwar den Teil 
desselben, der mit der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
zusanmienhängt. Mit dieser Arbeit promovierte er auch 1858. Ab- 
gesehen von einer zweiten Arbeit auf demselben Gebiete bewegten sich 
seine ersten selbständigen Arbeiten auf dem Felde der Zahlentheorie. 
Die Wahl der Aufgabe in einer derselben, die Bestimmung der Klassen- 
zahl der aus den Einheitswurzeln gebildeten komplexen Zahlen von 
periodischem Verhalten, zeigt, wie tief er in die Ku mm ersehe Theorie 
eingedrungen war. 

Nachdem er an mehreren Anstalten Hil&lehrer gewesen war, auch 
an der Vereinigten Artillerie- und Ligenieurschule Unterricht erteilt 
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hatte, trat er in das KoUegium der Friedrichs -Werderschen Gewerbe- 
schule ein. 1865 habilitierte er sich an der hiesigen Universität als 
Priyatdozeni Zu Ostern desselben Jahres erschien in dem Programm 
der Friedrichs -Werderschen Gewerbeschule eine Arbeit von Fuchs 
unter dem Titel: „Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit 
Teränderlichen Koeffizienten^^, die zuerst die Aufinerksamkeit der 
mathematischen Welt auf ihn lenkte und ihm auch bald darauf die 
aolserordentliche Professur eintrug. Sie begründet die moderne 
Theorie der linearen Differentialgleichungen. Das neue Licht, das von 
Riemanns wegen der Originalität und Tiefe gleich bewrmdemswerten 
Methoden und Prinzipien ausging und auf alle Gebiete der Analysis 
seine glänzenden Strahlen warf, sollte auch hier seine zündende Kraft 
bewähren. Die ihm eigentümliche Bestimmungsweise einer Funktion 
durch Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen hatte Riemann, wie in der 
Theorie der Ab eischen Funktionen, so auch für die Untersuchung der durch 
die G aufs sehe Reihe darstellbaren Funktionen in Anwendung gebracht. 
Die Abhandlung über den letzteren Gegenstand war schon im Jahre 
1857 erschienen. Doch noch war die neue Denk- und Anschauungs- 
weise zu wenig in weitere Kreise eingedrungen, und so blieb diese 
jetzt so berühmte Schrift ohne merkbaren Einflufs. Selbst Kummer, 
mit dessen Arbeit über die hypergeometrische Reihe die Abhandlung 
die nächste Beziehung hatte, konnte Fuchs auf sein Befragen keine 
Auskunft über den Inhalt derselben geben. Das eindringliche Studium 
dieser Schrift veranlaTste Fuchs zu seinen Untersuchungen über lineare 
Differentialgleichungen. Hier entwickelt er zum ersten Male präzis 
den Begriff eines Fundamentalsystems von Integralen, zeigt, dafs die 
Integrale eines solchen Systems bei Umläufen der unabhängigen Va- 
riablen um die singulären Punkte, die hier mit den Koeffizienten der 
Differentialgleichung gegeben sind, in lineare homogene Verbindungen 
ihrer selbst übergehen, woraus dann folgt, dafs es stets Integrale giebt, 
die bei einer Umkreisung eines singulären Punktes in sich selbst mit 
einer Konstanten multipliziert übergehen. Der Augenblick ist mir in 
lebhafter Erinnerung, da Fuchs den Satz fand. Wir wohnten zur Zeit 
vorübergehend zusammen, und ich hörte, wie er, mitten in der Arbeit 
sich aufrichtend, in freudiger Erregung sagte: „Eben habe ich einen 
sehönen Satz gefunden." Da er vor der Veröffentlichung einer Arbeit 
sich nie über dieselbe äufserte, so mufste ich mich schon gedulden, bis 
die Arbeit publiziert war. Dieser Satz war in der That fundamental 
fBr die Theorie der linearen Differentialgleichungen; denn er führte 
munittelbar zu dem Ergebnis, dafs sich die Integrale in der Umgebung 
der singulären Punkte wie Potenzen und Logarithmen verhalten. Von 
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der grolsten Wichtigkeit war die Abgrenzung einer gewissen wohldefi- 
nierten^ jetzt sogenannten Fuchsschen Klasse von linearen Differential- 
gleichungen, bei der nach dem heutigen Ausdruck die Int^prale keine 
Unbestimmtheitsstellen besitzen und daher in ihren Eigenschaften den 
algebraischen Funktionen am nächsten kommen. Für sie beherrscht 
man das Verhalten der Integrale für alle Werte der unabhängigen 
Variablen. Namentlich konnte man auf algebraischem Wege die Ex- 
ponenten des An&ngsgliedes in der Entwickelung der Integrale in der 
Umgebung der singulären Punkte bestimmen. 

Nachdem die Grundlagen der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen entwickelt war^ zeigte sich bald, dals dieselbe nicht nur 
auf bereits erforschte Gebiete neues Licht warf, sondern auch zu neuen 
Problemen und Zielen hinzufÖhren geeignet war. In einer nach- 
folgenden Abhandlung betrachtet Fuchs die Periodizitätsmoduln des 
hyperelliptischen Int^^rals als Funktionen eines Parameters, indem die 
Verzweigungspunkte des Integrals als von einem Parameter abhangig 
angenommen werden. Diese Funktionen genügen einer linearen Differential- 
gleichung der Fuchsschen Klasse, deren Herleitung gegeben wird. 
Um aber die Anwendung der neu gewonnenen Prinzipien fruchtbar zu 
gestalten, wird das neue Problem gestellt, aus der Integralform selbst 
die Veränderungen zu bestimmen, die die Funktion bei beliebigen Um- 
läufen erfährt. Die Lösung dieses Problems mittels der yon ihm be- 
gründeten Methode der veränderlichen Integrationswege, kombiniert mit 
den erwähnten Prinzipien, bietet das Mittel dar, die Periodiziiätsmoduln 
als lineare homogene Funktionen der Elemente eines beliebig fixierten 
Fundamentalsystems der Integrale der linearen Differentialgleichung 
darzustellen. Die erhaltenen Resultate werden später auf die Periodizitäts- 
moduln Abelscher Integrale ausgedehnt. Für die Periodiziiätsmoduln 
eines elliptischen Integrals ab Funktionen des Moduls führt Fuchs 
die Untersuchung in einem klassischen Aufsatz, der an Hermite ge- 
richtet ist, weiter fort, und indem er umgekehrt den Modul als 
Funktion des Quotienten der Periodizitätsmoduln betrachtet, gewinnt 
er für den Fall, dafs das elliptische Integral yon der ersten Gattung 
ist^ den Eingang in die Theorie der Modulfunktionen, för deren schon 
bekannte Eigenschaften, die aber hier aus einem weit allgemeineren 
Theorem abgeleitet werden, er so die wahre Quelle entdeckt. Damit im 
Zusammenhange steht eine neue Reihe von Untersuchungen, die die Ver- 
allgemeinerung des Jacob i sehen Umkehrungsproblems im Auge haben, 
und wo es sich um die Frage handelt, welcher Art die Funktionen 
sein müssen, die die Stelle der algebraischen Funktionen einnehmen 
dürfen, wenn die Umkehrbarkeit erhalten bleiben soll. Ich hebe 
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daraufi nur den Fall herroT; wo es sich nm Funktionen handelt^ die 
dnrcb ümkehrung der Integrale zweier Lösuii^en linearer Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung entstehen. Hier wird ebenfalls die un- 
abhängige Variable ab Funktion des Quotienten der beiden Lösungen 
eingefBhrt und einer eingehenden Behandlung unterworfen^ wobei sich 
Bliebt, dals dieselbe unter den fiir die ümkehrbarkeit erfilllten Be- 
dingungen eine eindeutige Funktion dieses Quotienten ist. Diese 
Arbeit hat Herrn Poincar^ zu seinen ausgezeichneten Untersuchungen 
über die Funktionen, welche durch lineare Substitutionen unverändert 
bleiben, den direkten AnlaGs gegeben. Mit Hilfe dieser Funktionen, 
Yon denen er eine gewisse Elasse mit dem Namen der Fuchsschen 
Funktionen bezeichnet, gelingt es ihm zur Bewunderung der mathe- 
matischen Welt zu zeigen, wie man abhängige und unabhängige Variable 
einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Koeffizienten und 
ebenso zwei durch eine beliebige algebraische Gleichung yerknüpfte 
Verand^Hche als eindeutige Funktionen eines Parameters darstellen kann. 
Die Frage nach der algebraischen Integrierbarkeit linearer Diffe- 
rentialgleichungen war fär die spezielle Differentialgleichung, der die 
Graufssche Reihe genügt, zum ersten Male von Herrn Schwarz in 
einer berühmten Abhandlung gelöst worden. Fuchs löste diese Frage 
fBr die allgemeine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die 
Methode, die er dabei anwandte, ergab Beziehungen zur Invarianten- 
theorie algebraischer Fonnen. Bei Gelegenheit der Herstellung der 
dabei in Frage kommenden sogenannten Primformen stellt er den Al- 
gebraikem das Problem, die Formen nten Grades zu bestimmen, deren 
Eoyarianten yon niedrigerem als nten Grade verschwinden. Denn 
durch diese Eigenschaft konnten die Primformen definiert werden. 
Die Lösung dieses Problems würde ihm die Bestimmung der Prim- 
formen, die er auf einem anderen Wege gab, erleichtert haben. Herr 
Gordan löste in der That später das gestellte Problem. Für die 
linearen Differentialgleichungen höherer als zweiter Ordnung nahm 
Fuchs die Frage auf andere Weise in Angriff, indem er die Voraus- 
setzung machte, die für algebraische integrierbare Differentialgleichungen 
stets erfüllt ist, dafs zwischen den Elementen eines Fundamental- 
systems eine oder mehrere homogene Gleichungen höheren als ersten 
Grades bestehen, und sich die Aufgabe stellte, die Natur der Integrale 
unter dieser Voraussetzung zu ergründen. Er führte die Untersuchung 
für den Fall der dritten Ordnung aus, wo nicht mehr als eine solche 
Relation bestehen kann. Ohne auf das Nähere hier einzugehen, will 
ich nur bemerken, daCs gerade diese Arbeit eine grofse Anzahl yon 
Mathematikern zur Nachfolge anregte. Die Differentialausdrücke in- 
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▼arimnter Naiar, die liier eine Bolle spielen, die aogenannteii Diffe- 
TentiaiinTBrimteii, sind infolge dieser Anregimg Gegensfamd eingdiender 
Untersachni^en geworden. 

Aach suf nichtlineaie Differentijigleidiimgeali richteie Fuchs seine 
AnfmerksamkeiL Hier ist wiedemm die priiise Fragesielliuig and der 
methodische Gang seiner Untenackong hexeichnend. Die linearen 
Differentialgleichongen sind dadnreh ansgcieichnety dab die Yer- 
zweigongsponkte ihrer Integrale ron den gewählten Anfiingswerten 
unabhängig sind. Fuchs stellt nun die Frage allgemein nach den 
Differential^eichungen, deren Integrale sich derselben Eigenschaften 
erfreuen, und beantwortet sie f&r die Differentialgleichungen erster 
Ordnung, indem er die Form einer solchen Differentialgleichung und 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen f&r die Eoefißzienten 
genau feststellt Es zeigt sich dabei, dals das Geschlecht der Diffe- 
rentialgleichung als algebraischer Gleichung f&r die Funktion und ihre 
erste Ableitung, in der die unabhängige Yanable als Parameter ange- 
sehen wird, eine Bolle spielt Diesoi Gedankoi fabt Herr Poincare 
auf und gelangt su der überraschenden Entdeckung, dab, fiaJls das 
Geschlecht grölser als Eins ist, das Integral einer solchoi Differential- 
gleichung stets algebraisch ist Eine schöne Reihe yon Arbeiten deut- 
scher und frunzosischer Mathematiker, die der betretenen Bahn folgten 
und die Methode auf Differentialgleichungen höherer Ordnung auszu- 
dehnen suchten, wobei allerdings so abschliebende Resultate nicht zu 
erlangen waren, zeigt die Fruchtbarkeit der gewählten Fragestellung. 
Denn das ist eben das Bemerkenswerte an dem Gange seiner Unter- 
suchungen, dafs sie auch den mitstrebenden Mathematikern ein dank- 
bares Arbeitsfeld erschlielsen. Kurz berühren will ich noch die An- 
regung, die Fuchs ebenfalls auf dem Gebiete der nicht linearen 
Differentialgleichungen dadurch zur weiteren Forschung gegeben hat^ 
dafs er auf manche Lücke in den Entwickelungen von Briot und 
Bouquet aufinerksam gemacht hat, namentlich in der Frage, ob das 
holomorphe Integral, das durch gewisse Anfangswerte definiert ist^ 
auch wirklich das einzige ist, welches diesen AnfEUigsbedingungen ge- 
nügt, wie Briot und Bouquet bewiesen zu haben glaubten. Die 
Untersuchung ergab, dafs es in der That im allgemeinen mehr als ein 
Integral giebt, das Yorgeschriebenen Anfangsbedingungen entspricht. 

Eine ganz neue Reihe yon höchst folgenreichen Untersuchungen 
über lineare Differentialgleichungen beginnt mit der Einführung der 
sogenannten Assoziierten einer linearen Differentialgleichung, denen die 
Unterdeterminanten, die aus der Determinante eines Fundamentakystems 
von Integralen der ursprünglichen Differentialgleichung gebildet werden 
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können^ genügeiL Hier fafst Fachs besonders den Fall ins Ange^ 
dafs die ursprüngliche Differentialgleichung zu denen gehört^ deren 
Substitutionsgruppe yon einem in den Koeffizienten auftretenden Para- 
meter unabhängig ist. Nun gehören zu den Differentialgleichungen 
der bezeichneten Kategorie diejenigen, welchen die Periodizitätsmoduln 
der hyperelliptischen und überhaupt der Abelschen Integrale genügen. 
Für den Fall, dafs das Geschlecht gleich 2 ist, findet Fuchs die Bedukti- 
bilitat der zweiten Assoziierten in dem yon Herrn Frobenius fixierten 
Sinne, dem man überhaupt die Einführung des wichtigen Begriffs der 
Beduktibilitat in die Theorie der linearen Differentialgleichungen verdankt. 
Hieraus ergeben sich die Weierstrafsschen Relationen zwischen den 
Periodizitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale erster und zweiter 
Gattung, so dals auch für diese berühmten Relationen eine neue Quelle 
in der Theorie der linearen Differentialgleichungen gefunden war. Fuchs 
hatte die grolse Freude, dafs sein Sohn in seiner Doktordissertation 
die analoge Untersuchung für die Differentialgleichungen, denen die 
Periodizitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale von beliebigem Ge- 
schlecht genügen, durchführte, indem er den Beduktibiliiätssatz auf 
alle Assoziierten ausdehnte. Aus den Ergebnissen dieser Untersuchung 
folgen die Weierstrafsschen Relationen im allgemeinen Falle. 

Abgesehen von dieser Anwendung ist die Betrachtung der Kategorie 
von linearen Differentialgleichungen, deren Substitutionsgruppe yon einem 
in den Koeffizienten auftretenden Parameter unabhängig ist, an sich nach 
zwei Seiten hin yon Wichtigkeit. Einmal giebt sie AufschluTs über die 
Eigenschaften gewisser simultaner partieller Differentialgleichungen, die 
bereits yon anderer Seite her den Mathematikern sich dargeboten hatten, 
und hier hatte wieder Fuchs die Freude, dafs die jüngst im Programm 
des Bismarck-Gymnasiums erschienene Arbeit seines Sohnes es sich zur 
dankenswerten Aufgabe machte, die Darstellung der bezüglichen Unter- 
suchungen in einer durchsichtigen, weiteren Kreisen zugänglichen 
Weise zu geben, wobei er den Gegenstand yon neuen Gesichtspunkten 
aus behandelt und zu einem wichtigen ohne Beweis gegebenen Satze 
den Beweis hinzufügt. Andrerseits ergiebt sich die allgemeine Bedeu- 
tung der bezeichneten Kategorie yon Differentialgleichungen durch die 
neuesten Arbeiten des Herrn Schlesinger, in denen er ein Problem, 
das bereits Riemann, wie aus seinen nachgelassenen Schriften hervor- 
geht, beschäftigt hatte, mit den neu gewonnenen Hilfsmitteln wieder 
aufcdnimt. Das Problem besteht darin, ein System von n Funktionen 
zu bestimmen, für welche die Li^ ihrer Yerzweigungspunkte und die 
Gruppe der linearen Substitutionen, welche sie bei Umläufen der unab- 
hängigen Variablen erfahren sollen, willkürlich vorgeschrieben sind. 
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Unter gewissen Bedingungen^ die nur die Substitutionen betreflfen, 
erbringt Herr Schlesinger den Existeuzbeweis fcLr die Funktionen, 
dieselben genügen einer linearen Differentialgleichung nter Ordnung. 
Betrachtet man jetzt die Substitutionen als fest g^eben^ die Yer- 
Zweigungspunkte aber als yariabel, etwa als Funktionen eines Para- 
meters; so werden wir hier gerade auf Differentialgleichungen geföhrt, 
deren Substitutionsgruppe yon dem in ihren Koeffizienten enthaltenen 
Parameter unabhängig sind. Demnach erscheinen, wenn man yom 
Riemannschen Problem ausgeht, die Differentialgleichungen der be- 
zeichneten Eat^orie als der allgemeine Fall, während sie, yon Seiten 
der Differentialgleichung angesehen, sich als besonderen Fall dar- 
stellen — eine Erscheinung, die auch auf anderen (Gebieten der Mathe- 
matik oft beobachtet wird. 

Indem ich hiermit die gegenüber der Fülle des Stoffs nur zu 
lückenhafte Schilderung der wissenschaftlichen Werke yon Fuchs 
schliefse, ist es mein Wunsch, dais es mir gelungen sein möge, Ihnen 
yon dem Reichtum, der Tiefe und der Fruchtbarkeit seiner Schöpfungen 
eine Vorstellung zu geben. 

Sein Lebensgang erfuhr 1869 eine Wendung, indem er nach 
Greifswald als ordentlicher Professor berufen wurde. Vorher aber 
war ein beglückendes Ereignis in sein Leben eingetreten, indem er die 
Erkorene seines Herzens, Marie Anders, als Gktttin heimführte. Sie 
yerlieh der zweiten Hälfte seines Lebens sonnigen Glanz durch die 
sorglichste Pflege, die sie in unbegrenzter Verehrung ihm widmete, und 
durch die muntere Lebhaftigkeit ihres Geistes, mit der sie sein Gemüt 
erhellte und, alles Widrige yon ihm fernhaltend, die Bahn lOr sein 
geistiges Schaffen ebnete. 1874 kam er nach Göttingen und im Jahre 
darauf nach Heidelberg, der Stadt, in der seine Erinnerungen am 
liebsten weilten. Hier traf auch alles zusammen, was seinem Geist 
und Gemüt im Innersten zusagte: Herrlichkeit der Naturumgebung, f&r 
die er bei seinem ausgeprägten tiefen Naturgefühl besonders empfang- 
lich war, der persönliche Verkehr mit den Studenten, die Freiheit, mit 
der er als der einzige ordentliche Professor in seinem Fache seiner 
wissenschaftlichen Denkweise Geltung yerschaffen konnte — wie denn 
auch die meisten Schüler, die sich einen Namen gemacht haben, yon 
da entstanmien — endlich und nicht zum mindesten die herzlichen 
Beziehungen zu den Kollegen aus den yerschiedensten Fakultäten, die 
auch über die Zeit seines Aufenthalts erhalten blieben. 1884 kehrte 
er, einem ehrenvollen Rufe folgend, nach Berlin zurück, wo er 
denn allerdings erst den seiner Bedeutung angemessenen Wirkungs- 
kreis fand. 
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Von seiner Lehrthätigkeit als Dozent rühmen seine Hörer die 
Klarheit seines Vortrags, der in langsamer Rede dahinflofs. Es kam 
ihm nicht darauf an, seine Hörer mit einer Fülle von fertigen Resul- 
taten zu belasten; er war vielmehr darauf bedacht^ ihnen den Weg zur 
präadsen Stellung des Problems zu weisen und die entsprechende 
Methode der Untersuchung einzupragen — die beste Weise, den 
Empfangenden zur selbständigen Forschung anzuregen. Als bemerkens- 
wert verdient hervorgehoben zu werden, dafs Fuchs in Berlin zuerst 
in seinen Vorlesungen die Studierenden in die Riemannsche An- 
schauungsweise einführte, für deren Kenntnis sie vor ihm auf Lehr- 
bücher angewiesen waren. 

Wie er in der Wissenschaft auf Strenge hielt, so war er auch 
als Mensch durch Gediegenheit seines Wesens und Liebe zur Wahrheit 
ausgezeichnet. Bei allen Fragen seines Faches hatte er nur die Sache 
und die Würde der Wissenschaft im Auge, persönliche Rücksichten 
lagen ihm fem. Für seine Person strebte er nicht nach äuTseren 
Ehren. Er war stets der Ansicht, dafs der wahre Lohn der Arbeit in 
der Freude an dieser selbst liege. ,J)ieser Lohn^, so schrieb er mir 
einmal, „ist invariabel und namentlich keine Funktion des Wohlwollens 
der Mitmenschen.^^ Wahres Verdienst erkannte er gern bei anderen 
an. Namentlich verfolgte er mit grofser Teilnahme die Fortschritte 
jüngerer Talente, die er in jeder Beziehung zu fordern suchte. Für 
seme Studierenden war sein gastfreies Haus jederzeit offen. Viele 
werden gern der geselligen Zusammenkünfte in seinem Hause gedenken, 
wo er durch sein gemütliches Wesen im Verein mit der Liebens- 
würdigkeit seiner Gattin eine wohlthuende Behaglichkeit um sich ver- 
breitete, gewürzt durch einen feinen Humor, mit dem er aus dem 
reichen Schatz seiner Erinnerungen so manches zum Besten gab. 

Er hatte ein weiches Gemüt, das sich demjenigen erschlofs, der 
das Glück hatte, ihm lüher zu treten, und in der Frexmdschaft erwies 
er sich treu wie Gold. Er war ein überaus zärtlicher Gatte und Vater, 
und seine Liebe wurde ihm von den Angehörigen mit Verehrung und 
Dankbarkeit vergolten. Das reine Glück, das er in der Familie fand, 
wurde durch einen schweren Schlag getrübt, da ihm ein prächt^ ent- 
wickeltes Eind, der Liebling des Hauses, im zarten Alter durch den 
Tod entrissen wurde. Den Schmerz darüber hat er nie verwunden 
und das Andenken an den Heimgegangenen bis zu seinem letzten Atem- 
zuge heilig gehalten. 

Wenn er aber in den letzten Tagen seines Lebens an der Seite 
der geliebten Gattin um sich blickte, so konnte er wohl die vollste 
Befiriedigung empfinden. Zwei liebe Töchter waren an treffliche 
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Männer yerheiratet, und zwei Enkelinnen durfte er in seine Arme 
drücken. Drei erwachsene wohlgeratene Sohne bildeten seinen Stolz, 
den ältesten sah er bereits in Amt und Würden und als treuen und 
erfolgreichen Mitarbeiter in der Wissenschaft seines Faches. Die 
jüngste Tochter, der Sonnenstrahl des Hauses, war die . Erquicknng 
seines Herzens. Er selbst war noch in rüstiger Schaffenskraft, voll 
Yon Gedanken und Entwürfen, als ihn der Genius des Todes mit 
sanftem Flügelschlag dem irdischen Sein entrückte. 

Das Bild des teuren Entschlafenen wird in unserem Herzen fort- 
leben, durch seine Werke hat er sich ein Denkmal für alle Zeiten 
errichtet. 
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Zur nichtenklidischen Geometrie. 

Von Paul Stäckel in KieL 

In der Euklidischen Geometrie gilt ftlr die Projektionen einer 
Strecke aof eine Gerade der Satz: 

Wenn eine Gerolde AB von konstanter Länge in der Ebene derart 
verschoben wird, dafs der eine Endpunkt A in einer zweiten Geraden 
A^A bleibt, während der Winkd A^AB beständig wächst, ohne jedoch 
einen Bechten ssu überschreiten, so hat die Brojektion A^B^ von AB auf eine 
gu A^A senkrechte Gerade die Eigenschaft ä>enfalls beständig eu wachsen. 

Zu den Paradoxien der Lobatschefskij- 
schen Geometrie gehört es, daCs in ihr die 
Projektionen einer Strecke konstanter Länge 
eiQ ganz anderes Verhalten zeigen. 

Von B möge auf A^A das Lot BC ge- 
fallt werden. Man bezeichne AB, BC, CA 
der Reihe nach mit e, a, b und setze A^A = d, 
^A^AB^a, AiBi=x. Da das Viereck 
B^A^CB in B^, \, C rechte Winkel hat, 
so gilt in der Lobatschefskijschen Geo- 
metrie die Gleichung^): 

cos n(x) =« sin n{d — 6) cos n(a) 

"" 1 — C08 Jl(<^ cos JI(&) 
Nun ist in der Euklidischen Geometrie 
x=^CBma. 

Man wird deshalb die Gleichung für cosi7(a?) in der Form schreiben: 

_/ V TT/ \ • fiiii ^(<^ «hi n(b) coB nCa) 

COBn(x) = COsiJ(c)sma ' ^ _ eoe i7(d) cos ZI(6) ' ^-^^Ys^' 



d-h 




1) Yergl. F. Engel: N. J. LohcOsehefskij , ewei geometrische Abhandlungen. 
Zweiter Teil, Leipzig 1899. S. 347. Die Regel Engels, nach der man die Rela- 
tionen zwischen den fünf Stücken eines Vierecks mit drei rechten Winkeln sofort 
hinschreiben kann, wird anch von Herrn P. Barbarin in dem Bnche: Etudes de 
geomärie andUfHque non euclidienne. Bmxellea 1900. S. 7 angegeben, der sie 
durch Herrn de Lagrandval in Bordeaux kennen gelernt hatte. 
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Für das rechtwixiklige Dreieck ABC besiehen aber die Relationen: 

tgi7(c) = §inÄtgiI(a), sin JJ(c) = sin JT(a) sin il (6), 

aus denen sofort herrorgeht^ daSk der dritte Faktor in dem Ansdrucke 
f&r eoBn(x) den Wert 1 hat Beachtet man noch die Relation: 

cos n(b) = cos n(c) cos a, 

so ergiebt sich: 

n/ \ rr/ \ sin « siii J7(d) 

co8i7(a;)-co8/7(c) ^ _ ^^^^^^ . co.,co.n(d) - 

Um die Untersuchung zu yereinfftcheU; soll angenommen werden, 
dals zwischen d und a die Relation 

cos a cos i7(d) = cos A 

bestehe, in der X einen g^ebenen spitzen Winkel bedeute. Damit 
diese Relation erfüllt sein kann, mufs n(d) ^ X sein. Es sei etwa 
n(d^ » Jl; die durch A^ in dem Abstände A^A^ = d^ von A^B^^ unter 
dem Winkel l gezogene Gerade ist damo. asymptotisch zu A^B^. 
Wächst d Ton d^ bis cx), so nimmt n(d) Ton A bis ab, a nimmt 
also von bis Jl zu. Wenn man daher den Punkt A auf A^A Ton A^ 
bis ins Unendliche yerschiebt, so wächst der Winkel A^AB Ton bis iL. 
Die Projektion x von AB wird durch die Gleichung gegeben: 

COB fl(x)-C08g(c) • ^ '^^^tsl ' 

die erkennen läfst, dals C08i7(a;) und damit x selbst fOi d^ d^ (w^n 
a — 0) und fOr d = oo (wegen sin i7(c0 = 0) yerschwindet. Weiter 
ergiebt sich leicht, dab der Ausdruck sinasini7(d), wenn zwischen a 
und d die Relation cos a cos n(d) = cos il besteht, für a » n(d) den 
grdfsten Wert annimmt, und zwar wird dann 



cos a =■ ycosT. 
Hieraus folgt schliefslich, dafs allerdings cosi7(a;) von bis 

cos n(c) r =r^ r 

^ ''1 — cos n{c) cobX 

zunimmt, wenn a von bis zu dem Werte arccos(ycösl) wächst, wo 
a « J7(d) wird, wo also die Gerade AB Asymptote zu -^iJS^ wird, 
während vorher die Yerlängerong von AB die Verlängerung von A^B^ 
geschnitten hatte. Wenn a aber über den Wert arc cos (]/cos k) hinaus 
wächst, so nimmt x von dem Maximalwerte bis zu Null ab; die Ver- 
längerungen von AB und A^B^ sind dann divergent. 

Kiel, den 29. Januar 1902. 
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Eine einfache Lösnng des 
Apollonischen Berührongsproblems in der Ebene/) 

Von A. Massfelleb in Montabaur. 

(AuB dem Jahresbericlit des Kaiser Wilhelms Gymnasiums zu Montabaur, 

Ostern 1901). 

Die gegebenen Kreise K^^ K^^ K^ mögen von einem gesuchten 
Kreise X in den Punkten T^, T,, T, berührt werden; die zu der Be- 
rührung gehörige Ahnlichkeitsachse sei a. Dann geht T^ T^ durch den 




auf a liegenden Ahnlichkeitspunkt A^ von K^ und K^^ T^T^ durch 
den eben&lls auf a liegenden Ähnlichkeitspunkt A^ von K^ und K^, 
Jetzt wähle man auf Ky beliebig den Punkt B^ und ziehe die Ähnlich- 
keitsstrahlen A^By und A^B^y welche die Kreise K^ und K^ in den 

1) Heir J. Lange, dem ich von meiner Lüsimg Kenntnis gab, war so freund- 
lich, mir einige YereinfaMhungen vorzuschlagen, die ich mit Dank acceptiert habe. 
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so B^ inTenen Punkten jB^ nnd B^ sdineiden, und lege durch die 
Punkte B^, B^, B^ den HfilfiikTeiB K Dann ist w^^ J^T^- J^T, 
» A^Bj^ ' A^B^ und Ä^T^ • A^T^ » A^B^ • A^B^ die Ähnlichkeitsachse 
a die Potenzlinie der Kreise 2 nnd H. H schneidet stets alle 
3 Kreise, wenn er nicht schon zofillig der gesachte Kreis ist; seine 
mit K^ gemeinsame Sehne trifft a im Potenzpunkt Q von K^y H und 
X; daher geht auch die Potenzlinie Ton K^ und X, d. i. die gemein- 
schaftliche Tangente derselben in Tj, durch den Punkt Q. Dadurch 
ist aber 7^ gegeben und mit ihm T, und T^ Da Ton Q zwei Tangenten 
an K^ gezogen werden können, so erhalt man einen zweiten Kreis mit 
den Berfihmngspunkten T,', T'^, T^. 

Statt Ton dem gefimdenen Punkte Q an JT^ die Tangente za 
ziehen, ist es, wie Herr J. Lange mich aufinerksam macht, yorteilhafter^), 
an ^ die Tangente QR zu legen und um Q mit QB den Kreis zu be- 
schreiben, welcher wegen der Gleichheit yon QR und QT^ K^ m T^ 
und ly schneidet In diesem Falle labt sich nämlich die Losung 
Wort Ar Wort auf alle Sonderfalle anwenden und giebt dabei, was 
f&r die Schule yon besonderer Wichtigkeit ist, die bekannten Kon- 
struktionen.*) 

Zu dieser Losung steht die yon Oergonne in naher Beziehung 
und kann als Spezial£Edl betrachtet werden. Alle zur Ähnlichkeits- 
achse a gehörigen Hülfskreise H bilden einen Büschel, welcher auTser 
dem gesuchten Kreise X auch den Orthogonalkreis enthalt Wählt 
man diesen als Hülfskreis, so ist ^Q die Polare yon in Bezug auf 
JC^; folglich geht die Polare yon Q, d. i. T^T[j durch 0. Auf dieser 
Geraden liegt aber auch der Pol yon a in Bezug auf K^. Hieraus 
ergiebt sich die bekannte Konstruktion: Man suche die Pole yon a in 
Bezug auf die gegebenen Kreise und yerbinde sie mit dem Potenzpunkt 
0, dann schneiden diese Linien die Kreise in den gesuchten Berührungs- 
punkten. 

Montabaur, den 5. Februar 1902. 



1) Dadurch gewinnt die LOsiing einige Vorzüge vor deijenigen, welche Herr 
Fouchö (Nonv. Ann. 1S92; vgl. auch Boucbä et de GomberousBe, Trait^ de G^m^trie 
1, 297, 1900) mitgeteilt hat, mit welcher sie sonst im wesentlichen übereinstimmt. 
(Anm. der Red.) 

2) Zu derselben Lösung gelangt y. Miorini auf dem Wege r&umlicher Kon- 
struktion in dem Jahresberichte der K. K. Marine-Unterrealschule zu Pola 1897, 
wie mir nachträglich bekannt geworden ist. 
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Beiträge zur Oeometrographie I. 

Von R. GüNTSCHE in Berlin. 

Herr E. Lemoine hat seit 1888 Prinzipien aufgestellt; nach denen 
sich die verschiedenen Eonstraktionen einer geometrischen Aufgabe in 
Bezug auf ihre Einfachheit mit eioander vergleichen lassen. Das über- 
raschende Ergebnis der daran geknüpften Untersuchungen war; dafs 
bei fast sämtlichen^ auch ganz elementaren^ Aufgaben den gebräuch- 
lichen klassischen Konstruktionen neue^ einfachere an die Seite gestellt 
werden können. Der glänzende Aufschwung; den die so entstandene 
neue Lehre, die ihr Begründer Geometrographie genannt hat; in Frank- 
reich nahm; ist trotz ihrer wissenschaftlichen und pädagogischen Be- 
deutung in Deutschland wenig beachtet worden; bis Herr E. Lemoine 
in einer Abhandlung dieser Zeitschrift^) ihre Grundgedanken nebst 
einer Reihe von Beispielen entwickelte. Diese Prinzipien sollen zu- 
nächst kurz wiederholt werden; im übrigen sei auf diese Abhandlung 
hingewiesen. 

Anlegen des Lineals (r^gle) an einen bestimmten Punkt der Zeich- 
nungsebene ist die Operation R^, kurz Op: (12^); Ziehen einer Linie 
längs des Lineals ist Op: (R^)] Einsetzen einer Spitze des Zirkels 
(compas) in einem bestimmten Punkte ist Op: (C7^); Einsetzen einer 
Zirkelspitze in einem unbestimmten Punkte einer gezeichneten Linie 
ist Op: (C,); Beschreiben eines Kreises ist Op: (C,). Jede Konstruk- 
tion läfst sich nunmehr; wenn man die Anzahl der gleichartigen Opera- 
tionen feststellt; ausdrücken durch das Symbol: 

Op: {l^R, + kli, + ^Ci + m^C^ + w,C,); 

hierbei wird li + lf + fn^ + fn^ + m^ der Einfachheitskoeffizient 8 (Sim- 
pUcit^ und li + m^ + m^ der Genauigkeitskoeffizient E (Exactitude) 
genannt; l^ und m^ geben bezw. die Anzahl der gezeichneten Geraden 
nnd Kreise an. Von den bekannten Konstruktionen einer Aufgabe 



1) £. Lemoine: Principea de Q^om^trografie. Archiv (3) 1, 1901, S. 99 ff; 
auf diese Abhandlang beziehen sich die im Text angegebenen Zitate. 
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IieiJDst diejenige (oder diejenigen) ^ ftlr welche 8 am kleinsten ist, gech 
metrographische Konstruktion, Yorausgesetzt^ dals sie allgemein gilt; 
solche ; die ein noch kleineres 8 haben , aber nur in gewissen Fällen 
anwendbar sind, werden partikuläre Konstruktionen genannt 

Zn einigen Aufgaben^ fOr welche in der erwähnten Abhandlnng 
einfache Konstruktionen angegeben sind, sollen im folgenden Eonstrnk- 
tionen mitgeteilt werden, die eine erweiterte Anwendbarkeit oder 
gröfsere Einfachheit besitzen. 

XVin» (S. 111). Die vierte Proportionale X eu drei gegAenen 

N ' P 
Sirecken M, N und P sfu konstruieren-^ X -= —g.- • 

{Partikuläre Konstruktion y Fig. 1). — Man nehme in der Ebene 

zwei beliebige Punkte und 0' an und beschreibe die Kreise 0{M) 

und 0'{N)y die sich in S und 8' schneiden 

-^L. (4Ci + 2(7j), sowie den Kreis S{P) 

^ (3Ci + C,), der O(Jtf) in zwei Punkten 

schneidet; von denen irgend einer T sei; 

man ziehe die Gerade 8'T (2Bj^ + iJ,), 

die 0\N) in U triflFt; da die Dreiecke 

80T und iSO'ü' einander ähnUch sind^), 

ist 8U die verlangte Strecke; Op: 

(2R, + It, + lC, + SC,y, 5:13; £:9; 

1 Gerade, 3 Kreise. 

Bemerkung: Da die Strecken N und 

P mit einander vertauscht werden können, 

ist diese partikuläre Konstruktion, von 

der weiter unten (XIV*) eine An- 

^* ' Wendung gegeben wird, ftlr J/'> P in 

P . 
allen Fällen zulässig, in denen Jlf > ^ i^; während die Konstruktion 

a. a. 0. auf S. 111 Jf >^ erfordert. 

XIX» (S. 111). Die dritte Proportionale X eu zwei gegebenen 

Sirecken N und M eu finden; X — -jj • 

{Partikuläre Konstruktiany ftlr den Fall 2M > JV, Fig. 2). — Man 
beschreibe um einen beliebigen Punkt der Ebene den Kreis 
0{M) (2Ci + Cj) und um irgend einen Punkt C von 0{M) den Kreis 
C{N) (2C^ + C; + Cj), der 0{M) in S und iS' schneidet; dann ziehe 
man die Gerade 8'C {2R^ + R^), die C{N) in C trifft; SU ist die ver- 




1) Vgl. A. F. MöbiuB, Statik § 118, S. 276 (Ges. W. m). 
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langte Strecke; Op: (2JSi + B, + 4Ci + C, + SCj); iS:10; Eil-, 1 Ge- 
rade, 2 Kreise. 

Der Einfachheitskoeffizient ist fQr diese Konstraktion um eine 
Einheit geringer als für die S. 111 angegebene. 

XIV» (S. 105). über einer gegebenen Strecke AB ais Sehne das 
Kreissegment jsu beschreiben, das eines gegebenen Winkels sya fähig ist 

(Auflöswng). — sei der Mittel- 
punkt des Sjreises, zu dem das verlangte ^ 
Segment gehört. Um einen beliebigen 
Punkt (o beschreibe man den Kreis, der 
durch y geht; hierdurch werden auf den 
Schenkeln des Winkels y die Punkte a 
und £ festgelegt. Die Dreiecke aa)€ und 
AOB sind ähnlich, da die Winkel (d und 

gleich 2y sind; folglich ist — = -jö* 

Man hat mithin ^0 als vierte Propor- 
tionale zu den bekannten Strecken üb, Fig. 2. 
o>€ und AB zvL konstruieren. Die parti- 
kuläre Konstruktion XYIII» ist hier anwendbar, da die Bedingung 
Ba > \AB stets erfEillt werden kann, wenn man nur ay groik genug 
wählt. 

(Geometrographische KonstnMion, Fig. 3). — Um einen beliebigen, 
von y hinreichend entfernten Punkt o der Ebene beschreibe man den 
Kreis ©(©y), der auf 
den Schenkeln des ge- 
gebenen Winkels die 
Punkte a und b fest- 
legt (Ol + Cj); alsdann 
beschreibe man den 
Kreis a{aB){2C^+ C^), 
der ©(©y) in b' triflEl, 
und b{AB)(^Ci + C^), 
der a(aa) in zwei Punk- 
ten schneidet, deren 
einer, gleichviel welcher, 
t sei; man ziehe die Gerade f'5(2iJi + iJ,), die ©(oy) in | trifft; nun 
zeichne man A(s^){3C^ + Cj) und B(b^)(C^ + Q); ^^"^ einen Schnitt- 
punkt dieser beiden Kreise beschreibe man 0(£|) (C^ -f Q); dieser 
Kreis bestimmt das gesuchte Segment; Op: (2R^ + B^+ 11C^+ 60^)-^ 
S: 20; E: 13; 1 Gerade, 6 Kreise. 




Fig. 9. 



ArehiT dar Mathematik und Physik, m. Beihe. m. 
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B. CrüvTscm: BeiMge xor Q«ometrographie L 



Für die Yorliegende Angabe wird hierdurch der bisherige Einfebch- 
heitskoeffizient um eine Einheit yermindert. (S. 341, Note 2). 

IV» und V» (Fig. 4). — Das Prinzip der Konstruktion XVIII* ist 
demjenigen analc^, das Herr Lemoine (S. 102) zur Konstruktion der 
Aufgabe lY: Die Länge des Radius eines Kreises «u findenj dessen 

Mükipunkt nidU gegeben ist, verwendet 
hat. Diese Konstruktion, die die Einfach- 
heit 7 besitzt, labt sich folgendermaben 
abändern: 

Um irgend einen Punkt P der Ebene 
beschreibe man mit einem beliebigen Ra- 
dius (f den Kreis P{Q)(C^)y der den ge- 
gebenen Kreis in Ä und B schneidet; 
hierauf ziehe man B(ff) (C^ + C,), der 
P((f) in zwei Punkten triflFk; irgend einen 
von beiden, etwa C, verbinde man mit Ä(2R^ + iZ,); ÄC schneide 
den gegebenen Kreis in 2); DB ist die verlangte Länge des Badios; 
Op: (2R^ + R^ + C^ + 2C,); i8f:6; E:3; 1 Gerade, 2 Kreise. 

Diese neue Konstruktion der Angabe lY wird ihre geometro- 
graphische Konstruktion. Hierdurch reduziert sich das Symbol der 
ersten geometrographischen Konstruktion der Aufgabe Y: den MiM- 
punkt eines Kreises eu finden, wenn dieser MüteJpunkt nidU geg^en istj 
von 12 auf 11. Die zweite Konstruktion derselben Angabe (S. 103), 
die das Symbol 12 beibehält, hört auf geometrographisch zu sein. 
Berlin, den 6. Februar 1902. (Fortsetzung folgt.) 




Pig.4. 
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Ober die Anzahl der Zerlegungen einer ganzen Zahl 
in sechs Snmmanden« 

Von R. V. Sterneck in Wien. 

Ffir die Anzahl der Zerlegungen einer positiven ganzen Zahl in 
sechs (verschiedene oder zum TeU gleiche) ganzzahlige positive Sum- 
manden sind bisher independente Formehi nicht aufgestellt worden; 
die Ableitung solcher Formeln auf vollkommen elementarem Wege 
bildet den Inhalt der folgenden Zeilen. 

Zieht man auch jene Zerlegungen in Betracht^ bei denen einige 
der Summanden gleich Null sind; so erhält man Darstellungen durch 
weniger als sechs Elemente; obwohl fSr die Anzahl der Zerlegungen 
einer Zahl in 3^ 4 oder 5 beliebige Summanden in den Arbeiten von 
Sylvester^); Zuchristian^ und Glösel') bereits Formeln aufgestellt 
worden sind; ist es doch des Zusammenhanges halber nötige auch auf 
diese Darstellungsanzahlen zurückzukommen. 

Zwei Darstellungen sollen als identisch angesehen werden^ wenn 
sie sich blofs in der Reihenfolge der Summanden von einander unter- 
scheiden. 

Wir bezeichnen (nach Yahlen) mit N(n = a + /3 + • • •) die Anzahl 
der Darstellungen der Zahl n in der Form cc + ß + '"] hierbei sei 
bemerkt, daSa in einer und derselben Formel durch zwei verschiedene 
griechische Buchstaben immer auch zwei von einander verschiedene 
Elemente bezeichnet werden. Femer bedeute [x] die gröfste in x ent- 
haltene ganze Zahl. 

Ordnet man die Darstellungen der Zahl n durch sechs und weniger 
Elemente nach den in denselben vorkommenden Gruppen gleicher 
Elemente, so lassen sich 29 verschiedene Typen unterscheiden; die 



1) Amer. Joum. of math. 5, 79 ff., 1882. 

2) Monatohefte f. Math. u. Ph. (Wien) 4, 186 ff., 1898. 
8) Ebenda, 7, 133 ff. u. 290, 1896. 
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Anzahl der Darstellungen dieser einzelnen 
(n)i bis (n)^ und zwar: 

(»)i -Nin-a), in\ - 

(«), -N{n~a+ß), (n), = 

in\ -iV(n -«+«+/?), (»), - 

(nX -2\^(n-a+c+a+a), (n)« = 

(n\ ^N(n-a+a+ß+ß), (n\^- 

(n),, - N{n - «+/J+y+d), («)„ - 

in\,^N{n~a+a+a+a+ß), (n^- 

(n)„-2\^(n-a+a+«+/J+y), (n)„ = 

(n)„-i^(n-a+a+/}+y+d), (n\,=- 

(nXg — ^(n — a+a+a+a+«+a), («)jo = 

(n)„ = 2V(n = a+a+a+a+/J+/J), (»)„ = 

{n)„~N{n^a+a+a+ß+ß+ß), (»)„- 

(»)26--Z^(» -«+«+«+/»+)'+ *), (n)„ = 

(n)„ = 2^(n - a+ß+r+9+e +t). 

Diese Anzahlen sollen im folgenden 
werden. 

Wi--y(«°«) °i- 



Typen bezeichnen wir mit 

2^(n -«+«), 

N(n-a+ß+y), 

N{n^a+a+a+ß), 

N(,n-a+a+ß+y), 

N{n'=tt+tt+a+tt+a), 

N(n-a+a+a+ß+ß), 

N(n-tt+a+ß+ß+Y), 
N(n~a+ß+y+S+e), 
N{n = a+a+a+a+a+ß), 
Nin-a+a+a+a+ß+r), 
Nin^-a+a+a+ß+ß+Y), 
N(n = a+a+ß+ß+r+y), 
Nln = a+a+ß+y-{-d+e), 

der Reihe nach bestimmt 



-[^]- 



(n),-JV(n-a + /i) = [;^^]. 

(»)s -■??•(» = c + g + /3) - 
Da /} mindestens den Wert 1 hat, so kann man dem a die Werte 
1, 2, . . ., [ **" J erteilen; dies liefert [ ~ 1 Darstellnngen, unter denen 
aber die Darstellung n — a + a + a auch vorkommt; es ist also: 

c»).-[t^']-(«).-[^]-B]+[t^]- 

{n\ ^Njn^a + ß + y), 
Hat a einen bestimmten Wert, so mufs n — ä in zwei verschiedene 

n — l 

Summanden zerlegt werden; es ist also ^(f^ — a\ zu bilden, in 



a = l 
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über die Anzahl der Zerlegungen einer ganzen Zahl in sechs Summanden. 197 

welcher offenbar jede Darstellung n^ a + ß + y dreimal (da wir jedes 
ilirer Elemente als a auffassen können)^ eine Darstellung n^ a + a + ß 
aber einmal gezahlt ist; daher besteht die Beziehung: 

ffir n =» 2fA ist: 
far n = 2ft + 1 ist: 

Es empfiehlt sich^ die einzelnen 2iahLformen des n (mod. 6) ge- 
sondert zu betrachten; man findet: 

(61»), -mP7 -Qp+l-{Sp-l)+2p-{2p-l)]-Sp*-3p+l, 

(61»+ 1), - i[(3i»)» -Sp-^p+2p-2p] - Zp*-2p, 

(6p+2), = \[{3p+ iy-6p-2+l-3p+2p-2p] - Sp'-p, 

(6p+S),~i[(Sp+iy-Sp-l-Sp-l+2p+l-2p]^Zp*, 

(6p+4\'-^[{dp+2y-6p-4+l-3p-l+2p+l-2p-l]^dp*+p, 

(6p+b\ = ^[i3p+2y-3p-2-5p-2+2p+l-2p-l]^3p*+2p. 

Die Anzahl der Daretelltmgeii der Zahl n durch drei beliebige 
Summanden, d. i. die Summe (n)^ + (n\ + (n)g ist nach einem be- 
kannten Satze mit (n + Z\ identisch; femer besagt der Satz Ton De 

Morgan-SylTester, dafs diese Anzahl der an j= zuiuchst li^enden 

ganzen Zahl gleich ist. 

(n)g - y(n =-« + « + « + ß) . 

— — , n — 1 

Da ß mindestens 1 sein muTs^ kann a die Werte 1; • • > -ö~~ haben; 

doch mufs der Fall ausgeschieden werden^ wo a mit ß zusammenfällt; 
es ist ako: 

(«).-[T^']-C«).-[^']-[i] + [^]- 
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(n), ~ fBr ongerade n. 
in)s-(j\-[^] ärgernden. 

Hier mnÜEi n — 2a auf alle möglichen Arten als Summe von zwei ver- 
schiedenen Summanden dargestellt werden; es ist also ^(n — 20), 

ZU bUden; doch sind in dieser die Darstellungen n^ a + a + a + ß 
mitgezählt^ deren Anzahl {n\ ist; somit folgt: 



a=l,«,. 



''[^-^+^-^']+[^]+••-[^]+[i]-["-f^] 



Um die Symbole f&r die grofsten ganzen Zahlen zu eliminieren^ müssen 
wir die zwölf Zahlformen des n (mod. 12) gesondert behandehi; es 
findet sich in einfacher Weise: 

(12i>),o -18i>«-13i) + 3, il2p+ lXo«18i>»- Ip, 

(12p + 2Xo=18i>«^ Ip, (12p + 3Xo = 18i>«- p, 

(12p + 4),o«18p»- p, (12p + 5)io-18ji*+ 5p, 

(12p + 6X0= 18p» + 5p, (12p + 7Xo=18p»+llp + l, 

(12p + 8),o-18p»+llp + 2, (12p + 9),o-18p»+17p + 4, 

(12p + 10),o -= 18p« + 17p + 3, (12p + 11X0 = 18p» + 2Sp + 7. 

Wii ^N(n=^a + ß + y + d). 

Stellen wir n — a auf alle möglichen Arten als Summe dreier 
verschiedener Summanden dar, so erhalten wir jede der gesuchten Dar- 
stellungen yiermal, da sich jedes der darin Yorkommenden Elemente 
als a auffassen läfst; überdies erhalten wir auch noch jede der in (n)io 
gezählten Darstellungen einfach; somit ist: 
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Zunaclist scheiden wir die einzelnen Formen des n (mod. 6) von 
einander; hat n die Form 6p + i, so leuchtet folgende Identität un- 
mittelbar ein: 

2"«. -§\6f»)« +§(6f» + 1), +5(6'* + 2). +2(6'* + ^)« 

2=sl 1<»1 /l=0 i(aO iUasO 



p-1 p-1 



Für t » Mlen die letzteren Glieder weg. Führt man nun die bereits 
ermittelten Werte für (ii)^ ein, so folgt: 

5W. =5(1^'»* - 3f» + 1) - 1 + (ßj»). + (ßP + 1)« 

+ --- + (6i) + i~l)e. 
Nun ist aber: 

80 dafs unsere Summe übergeht in: 

2«, - 18(11)' - iP* + il») - 3(ip« - ii>) + p - 1 + (6p), 

+.--- + (6p + i-l)t. 

Nach Subtraktion des Wertes von (n^, folgt hieraus fOr 4(n\i nach 
einfiuiher Reduktion: 

4(6i>)u - 6p» - 15p» + 12p - 3 -[^] + [?^i], 

4(6p + l)xi-6p»-12p» + 6p, 

4(6p + 2)„ - 6p« - 9p« + 4p - [?^^ - [5*±1], 

4(6p + 3X, = 6p»-6p«, 

4(6p + 4X.-6p'-3p«+l-[?^] + [?^^, 

4(6p + 5)11 = 6p» - 2p. 

TJm auch noch das Ton der Teilbarkeit durch 4 abhangige Glied 

- — r ~ [ zu entfernen, sondern wir die einzelnen Zahtformen des 

n (mod. 12), indem wir in die eben gefondenen Formeln statt p 
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Kunichst 2p y sodann 2p + 1 einf&hren; es ergiebt sich auf diese 
Weise: 

(12p\, =12;i»-15p*+6p~l, {I2p+ l\,^12p*-12p*+Zp, 

{12p+ 2\, = l2p*^ V+2l>, (12/)+ 3)n-12p^- Qp'y 

il2p+ 4X, = 12y- 3/>*, (I2p+ b\,^12p'- p, 

{12p+ 6\, = l2p^+ bp\ (I2p+ l\,^l2p*+ 6p', 

{I2p+ 8X, = 12/)»+ 9p'+2p, {I2p+ 9\, = 12p'+l2p'+3p, 

{12p+10\, = 12p'+rop'+6p+l, {l2p-rn)^^l2p'+lSp'+Sp+l. 

Die Gesamtzahl der Darstellungen der Zahl n durch 4 beliebige 
Elemente ist gegeben durch (n); + {n\ + {n\ + (n\Q + (n\i; überdies 
ist dieselbe AngAliI bekanntlich gleich der Anzahl der Darstellungen 
von n + 6 durch 4 yerschiedene Elemente, also gleich (n + 6\y 

[M J-) 

Werte erteilen, doch erhalten wir hierdurch auch die eventuell vor- 
handene Darstellung der Zahl n durch fünf gleiche Summanden; 

somit ist r»» — n r»»i . r*»— 11 

Hier mufs a = n (mod. 2) sein; da überdies ß mindestens = 1 
ist, darf 3a den Wert n — 2 nicht überschreiten; diesen beiden Be- 
dingungen genügen, wie eine einfache Überlegung zeigt, bei geradem n 

r ^~ J, bei ungeradem n 1 ^7" 1 Werte a; da in beiden Fällen wieder 

die etwaige Darstellung n= öa mil^zahlt ist, ergiebt sich: 

bei geradem n (n\^ = [^] - [f ] + [^] , 
bei ungeradem n {n\^ - [^] - [ J] + [^] • 

a kann einen beliebigen Wert haben; dann ist n — 3a noch auf 
eUb möglichen Arten als Summe zweier Elemente ß + y darzustellen; 
dies führt zum Ausdrucke: 



["-i^"]+[V]+[V]+ 
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in diesem sind aber ersichtlicher Weise anch die in (n\^, (n)^ und 
(^)u gezählten Darstellungen mitgezahlt; diese Anzahlen müssen daher 
in Abzug gebracht werden. Die eben gefundene Summe zerfällt in 
die beiden folgenden: 

([¥]-')+IV]-^)+([=?i]-')+--^([=r-]-«->) 

f=0,l,2,... 

und 

J7«l,»,... 

Diese beiden arithmetischen Reihen mit der Differenz 3 sind un- 
mittelbar zu summieren; fährt man dies durch und zieht, obiger Be- 
merkung entsprechend (w^, + (n\^ + (w)i4 ab, so ergeben sich für die 
yerschiedenen Zahlformen mod. 12 fönende Formeln: 

(12„)„ =12^«- 9p + 2 + \}^] -p^^], 

(12^+1). -I2p'- Ip +[^J^]-[1|?], 

(12p + 2), = 12p« - 6p + pi^^ - \}^], 

(12p + 3X, - 12p« - 3p + [^-!^»] - [^^], 

(12p + 4X, =12p«- p +[ü^*] -["^l 

(12p + 5X. =12p«+ p-l4-[^^^^] -[^^], 

(12p + 6), = 12p« + 3p + [^i^^] - [^^] , 

(12p + 7X, = 12p« + 5p + p^] - \}^] , 

(12p + 8), -12p«+ lp+l + \}M±^ -[^^l 

(12p + 9)„ »12p«+ 9p + l4-[i?^T -r-^]. 

(12p + lOV - 12p« + 11p + 2 + [i^i?] - p^], 

(12p + 11)„ - 12p« + 13p + 3 + [iH^^i] - [i?^"]. 

Diese Formeln enthalten allerdings noch das von der Teilbarkeit 
durch 5 abhängige Glied 1^1 ^ \ T 1? ^^ schien uns aber die Bei- 
behaltung dieses Gliedes gegenüber der anderen Möglichkeit, alle Zahl- 
foimen (mod. 60) von einander zu sondern, den Vorzug zu verdienen. 
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(n\,^ N(n^ a + a + ß + ß + yy 
Vor allem mnÜEi ;^ = n (mod. 2) sein; fBr jeden einzeliieii Wert 
y mulB T" ^ in sswei Snmnuinden a + /) zerfillt werden, was auf 

[ T" M Arten geschelien kann; aufser den gesachten werden hierdurch 

aber anch die Daratellnngen fi=-a + a + a+a+«, n^a + a+a+a+ß 
nnd n^a+a + a + ß + ß zam YoiBchein kommen; es ergiebt sich 
sonach: 

bei geradem n: 

(«)«-p^ + [^] + [^] + ----(«)«-(«)«-Hi, 

bei ungeradem n: 

(»)u-[^] + [^] + [^] + ----(«)u-(»)i.-(»»X*- 

Diese Summen hissen sich als arithmetische Reihen unmittelbar 
auswerten; indem wir auch hier wieder die 12 Zahlformen (mod. 12) 
gesondert betrachten, erhalten wir die Formeln: 

(12p\, =V- 81, + 2 + p^ -P^]' 

(12p + IX. -9p'- 6p +p^] -[^l 

ii2p + 2\, -V- 6p +p^T -\r^l 

(12j, + 3)« .9p«- 2p +p^ -P^> 

(12p + 4X. -9p«- 2p 4-p^*] -[^^^l, 

(12P + 5),. -9p«+ p-l + [^!£Jli] -p^*], 

(12p + 6)„ =9p«+ p +[i?^T -P^']' 

(12P + 7X. -9p«+ 4p +[^-?^'] -PV^], 

(12p + 8X. =9p»+ 4p +p^ -\!^^l 

(12P + 9X. =9p«+ 7p+l + [^^] -[i?^^, 

(12p + 10X.-9p»+ 7p + l + [^?£ii?]-[i!^«], 
(12p + IIX. - 9p« + 10p + 2 + \^^-^] - [^-^^ . 
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(n)i7 -^Nin^a + a + ß + y + S). 

Wir zerlegen n — 2a auf alle möglichen Arten in 3 verschiedene 
Elemente nnd bilden dementsprechend die Smnme ^(n — 2«)^; in 

«=1,2,... 

dieser sind anfser den gesachten Darstellungen auch noch diejenigen 
der Form n=^a+a+a + ß + y mitgezahlt; die Anzahl dieser letzteren, 
d. i. (n)i5, mofs also in Abzug gebracht werden; somit findet sich: 

«=1,8,... 

Wir unterscheiden nun zunächst die 6 verschiedenen Formen der 
Zahl n (mod. 6); mit Hilfe des früher ermittelten Ausdruckes für {n\ 
erhalten wir folgende Beziehungen: 

farn-6i,; ^(n-2a\-'^{Zx' + x) + ^(Sx* -x) 

«00 

p-1 £-1 



+2(3«* - 3x + 1) -2^(9x« - 3ic + 1) - 1, 

1 

für » - 6i) + 1; 2(« - 2«). - 5^^** + ^*) +^(ß*') 

«00 

+ '^(Sx*-2x)~'^(9x'), 



p J»-l 

fürn = 6i> + 2; ^(n - 2a). - ^'C^«* - 3« + 1) +2(^*" + ""^ 

«1 

+2'(3**-*)-5(9**-3« + l)-l + 3l'*-3i>+l, 



fOr » - 6i> + 3; ^(n - 2«), - ^(3x» - 2x) +5(3x» + 2«) 

«00 

+2'(3x») -§(9**) + 3^* - 2|), 



für « - 6p + 4; ^'C« - 2«), - ^(3«» - «) +^(3x» - 3* + 1) 

«Ol 
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204 fi^ ▼• SruncK: 

P 



fOrn - 61» + 5: ^{n - 2«), - ^(Sx*) +2(3«' - 2«) 

a 

+2'(3«* + 2x) -^(9x«) + 6|)« - 2i,. 



Hierin setzen wir: 



wodurch die Gleichungen entstehen: 

fttrn = 6i>; ^{n - 2«)^ - 3jp» - öj)« + 4i> - 1, . 

a 

farn-.6i»+l; 2'(«-2«)s-V-|j>' + |j>, 
für n = 6jp + 2; ^(n - 2a)e - 3i>» - 3j>« +p, 

a 

fBrn-6i) + 3; 2'('» " 2«)« " ^^ " »^ " »^' 
farn - 6i) + 4; ^C» " 2«)« - 3p», 

a 

förn - 6i) + 5; ^'C« " 2«)« - 3p» + |p» - \p. 

a 

Von diesen Werten ist (n\^ zn subtrahieren; dabei empfiehlt es 
sich wieder^ die einzelnen Zahlformen mod. 12 gesondert zu behandeb; 
man erhält nach einfachen Umformungen: 

(12p)„ = 24i,» - 36p« + 17p - 3 - [^*] + \}^} 

(12p + 1)„ = 24p» - 30p» + 10p - p^] + PI?], 

(12p + 2)„ - 24p» - 24p» + 7p - [^^] + [^^], 

(12p + 3)„ = 24p» - 18p» + 2p - [^^] + [i^-^, 

(12p + 4)„ - 24p» - 12p» + p - p^] + pJ£±J]. 

(12p + 5)„ =24p»- 6p»- 2p+l-\}^] +[i^*} 

(12p + 6)„ =24p»- p -PV-] +[^^']. 
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{l2p + %\, =24i.»+W+ p -[^?^T +P^'} 
(12i> + 9X, «24,,»+18^«+ 2p -[1?^^ +[i?^«], 
(12,>+10)„ = 242,» + 24y+ 7^ + l.[l?£il^] + [^?^^ 
(12p+ll)„^24,,» + 30j>«+10i,+ l-[l?^^] + [^^ 

n — a ist in vier yerschiedene Summanden zu zerlegen; thut man 
dies für alle Werte a, so erhalt man jede der gesuchten Darstellungen 
fftnfinal, weil jedes ihrer Elemente sich als a auffassen läTst; auberdem 
erhalt man aber auch noch die Darstellungen n=-a + a + /J + y + d, 
jede einmal gezahlt; es ist also: 

5 Wl8 -^{^ - «)ll - Wl7 • 
a = l,2,... 

Was nun die zu bestimmende Summe betrijBFt); so besteht ftir 
n » 12|> + i folgende Identität: 

a=l,2,... El x»l x=0 ««0 

+ ...+2;(12x+llX, + (12i,X, + (12i, + lX, + ... + (12i> + i-l^^^ 



»S-iO 



Setzt man die bereits ermittelten Werte von {i)^^ ein^ so ergiebt 
sich als Summe der ersten 12 Glieder: 



p-i 



2(144x» + 18x« + 29x + 1) + 1, 
nnd indem wir aufser den früher benutzten Formeln für ^'«^ ^Xy 



y^l noch die Formel: ^x^ = {i?* — Ip* + ^p^ verwenden; nimmt 



dieselbe Summe nach einfacher Transformation die Gestalt an: 
S6p^ ^ 66j)« + f y - ^^p + 1. 
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206 R. ▼. SrnmcK: 

Addiert man hierza noch ^(12j>+ j)ii» «nbtrahiert (n)„ und 

multipliziert zur Fortschaffung der Brüche mit 2, so ergeben sich für 
die einzelnen Formen des n folgende Resultate: 

mi2p\, - 12p' - 18011» + lööp« - 55j> + 8 + 2p|?] - 2pp'] 

10(12i> + IXe - 72j>* - 156j>» + 113j>» - 29p + 2p^'] - 2^^], 

10(12i> + 2X« - 72i>* - 132p» + 77p» -17p + 2p^-i-^] - 2[^^" 

10(12p + 3X3 - 72p*- 108p» + 47p»- 3p + 2[i?^] -2p^i-^ 

10(12p + 4X« =72p*- 84p» + 23p»- .p + 2p^] - 2pi^ 

10(12p + 5X3 -72p*- 60p» + 5p» + 5p-2 + 2[^?^] -2["^ + ' 



5 



10(12|, + 6X, -72J,*- 361,»- 7,«+ p + 2['-?^] - 2[^ 

10(121, + 7X8 -721,*- 12j»»- 13i)»+ 31, +2\^^^] - 2p?±^ 

10(121, + 8X, -721,*+ lay- 131»*- 31, +2['-?^i?] - 2[i?^ 

10(121, + 9Xg -721,*+ 36i,»- 71,»- p + 2[^-?^] -2[^ 

10(121, + 10)i8 - 721,* + 60i,»+ öl,»- 5p - 2 + 2[ "^ + ^"] - 2[^ 

10(121, + 11)„- 721,*+ 841,» + 231,» + P +^\r^T^]-2[^- 

Wieder sei bemerkt; daGs die gefundene Darstellungsanzahl der 
Zahl n durch 5 verschiedene Elemente auch zur Kenntnis der Gesamt- 
zahl der Darstellungen durch 6 beliebige Elemente ausreicht^ indem 
letztere durch (n -f 10)ig gegeben ist. 

Wi9 -^Nin^a + a + a + a + a + a) ^ [|] - [''^]. 

a kann f — - — ^1 Werte annehmen; doch ist dann auch die Dar- 
stellung n » 6a mitgezahlt; es ist daher: 

w»-F^']-[t]+[-?^} 
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{n\^ kann nur f&r gerade n von verschieden sein und ist dann 
gleich der Anzahl der Darstellungen von ^ ^ ^^^ Form a + a + ß, 
ftlso gleich (yjs; daraus folgt: 

(n)«-0 
für ungerade n, 



(♦»)«i = 

f&r gerade n. 



f- 



-[T] + ["-f^]-[V]-[T] + Ff^] 



Hat a einen bestimmten Wert; so ist n — 4a in zwei Summanden 
zn zerlegen; dabei kommen auch die in {n)^^, (n^Q und (n\g gezahlten 
Darstellungen zum Vorschein. Es ist daher: 

Man erhalt hieraus in einfacher Weise für die einzelnen Zahl- 
fonnen des n (mod. 12): 

il2p+l)„ -V- 3p -\}^], 
il2p + 2)„ =9p'- Sp -p^], 

(12|, + 4)„ -V -[^^l 

il2p + 5)„ =V+ Sp ~[^^*], 

il2p + 6)„ =V+ 3j,+ l-p^'], 

(12i, + 7)„ -V+ 6i,+ l-[i?£i?]. 

(12i) + 8)„ =9j,«+ 6i,+ l-pV^^, 

(12i,;+9)„ =91,«+ 9i, + 2-p^^, 

(12i»+10)„ = 9i,«+ 9i» + 2-[i?£i-^, 

(121, + 11)„ - 91»« + 121, + 4 - [i?^±i5]. 
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Diese Anzahl ist offenbar nur dann von yerschieden, wenn n 
durch 3 teilbar ist und ist dann mit der Anzahl der Darstellungen Yon 

y in der Form a + ß identisch; daraus folgt: 
(n)j5 = 0, wenn n = 1, 2 (mod. 3), 

(w)»s = [y] - (»)i9 = \rT^i ^^^ ^-^ ^^^' ^)- 

(nV ^N(n^a + a + a + ß + ß + Y). 

Indem wir n — 3a in ß + ß + y zerlegen, was auf (n — 3a)5 
Arten geschehen kann, erhalten wir aufser den gesuchten noch die 
Darstellungen n^a + a + a + a + a + ß und n — a + a + a + a + /J + /i, 
deren Anzahlen bezüglich (n)|o und (n)^ sind; hieraus ergiebt sich: 

Wn -^i^ - 3a)5 - (n),o - (»)« • 

a = l,8.... 

Nun ist, sobald n durch 3 teilbar ist: 

(n-3«),-[5^1^^]-l, 
und sobald n nicht durch 3 teilbar ist: 

Wir erhalten daher für den Fall eines durch 3 teilbaren n: 
(-)u -2[^^ ~-'] - [-7-] - (-)» - («)«x 5 
im Falle eines durch 3 unteilbaren n hingegen: 

Um ^\ 2 1 zu berechnen, summieren wir zunächst 

über alle geraden, dann über alle ungeraden Werte a; dadurch ent- 
stehen zwei arithmetische Progressionen mit der Differenz 3, welche 
unmittelbar summierbar sind. Da ferner (n)|o und (n\i bekannt sind, 
macht die Berechnung von (n\^ keine Schwierigkeiten; wir sondern 
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wieder die verscliiedenen Formen der Zahl n (mod. 12); es er- 
giebt sich: 

il2p\, - 12^ - 131, + 5 - P^]. 

(12p + l)„=12y- 4p -[i|5], 

(12p + 2),,= 12p«- 5p -[^^], 

(12p + 3)„ = 12pV- 4p -[i^^, 

(12p + 4)„=12p'- p -[i^], 

(12p + 5),. = 12p»+ 4p -[i^], - 

(12p + 6)„ = 12p«- p + l-[l!^], 

(12p + 7),.-12p»+ 8p + l-[i?^], 

(12p + 8).,-12p«+ 7p + l-[i^], 

(12p+ 9)„ = 12p«+ Sp+l-p^l 

(I2p + 10),, - 12p« + Up + 2 - [i^], 

(12p + 11)^ = 12p« + 16p + 5 - [^?^] . 

(nV ■= ■y(n »= c + c + « + /? + y + «?)• 

Hier muTs u — 3« in drei rerscliiedene Summanden zerlegt werden, 
was anf (» — 3a), Arten möglich ist; hiebei werden jedoch auch die 
Darstellongen der Form n = a + a + a + a + /J + y erzeugt, deren 
Anzahl somit subtrahiiert werden mufs; es ist also: 

TJm die rechtsstehende Summe auszuwerten^ unterscheiden wir 
zunächst die einzehien Zahlformen des n(mod . 6) man findet: 

^(6p - 3«), =^(3«« - 3x + l)+^(3x«) = 2p«- \p'+y- 1, 

a 1 

^{Gp + 1-3«), =^(3«« - 2x) +5(3x« + x) - 2p^ - lp> + |p, 

a _ 

ArcUT d«r Mathematik und Fbysik. m. B«Uie. KL 15 
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B. V. SmoRCK: 



^(6p + 2- 3«), _^(3««-«)+^(3«» + 2ic) = 2p«-|p> + ift 

a 

^(61, + 3-3«), -^(3««-3«+ l)+^(3x»)-2i,»-|p' + ift 

a 1 

2'(6p + 4-3«), -^(3««-2«) +^(3»«+x) = 2p«-ip«-ift 

a 

2'(6i, + 5-3«), -^(3««-«) +^(3««+2«)-2p» + ip«-ip. 

a 

In diese Formeln setzen wir fflr p zunächst 2p^ dann 2p + l, im 
die einzelnen Zahlformen (mod. 12) von einander zn sondern; durch 
Subtraktion der bereits bekannten Werte von (n)„ ergeben sich dann 
folgende Formeln: 

(12p\, - 161,» - 27p« + 13p - 3 + [^— ], 

(12p + 1),, = 16p»- 23p« + 6p +\}T], 

(12p + 2)„ = 16p»-19p«+ 4p +P^} 

(12p+3)„=16p»-15p«+ p 

(12p + 4)„ = 16p»-llp«- p 

(12p + 5)„=16p»- 7p«- 4p 



12p + 4- 



(12p + 6)«^= 16p»- 3p«- 2p-l+[^?^] 



5 

12p + 6- 



(12p + 7)„ = 16p»+ p«- 5p-l + [i^] 

(12p + 8)„ = 16p»+ 6p«- 3p-l + [i^] 

(12p + 9),5-16p»+ 9p«- 2p-l + [^?^] 

(12p + 10),5 - 16p« + 13p« - 1 + [l*^i^ 



] 
(12p +11)« = 16p» + 17p« + p_2 + [i?^]. 



(n\f kann nur für gerade n von yerschieden sein und ist dann 
gleich der Anzahl der Darsiellm^en von y durch 3 Terschiedene 
Sammanden, also gleich (-^1 . 
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Summiert man (n — 2a)io, d. h. zählt man die Darstellungen von 
n — 2a in der Form ß + ß + y + S, so erhält man jede der gebuchten 
Darstellungen doppelt^ weil a und ß darin die gleiche RoUe spielen; 
aufserdem erhalt man aber auch noch jene Darstellungen^ welche da- 
durch entstehen ; dafs ß^ y oder d mit a zusammenfällt; aus dieser 
Überlegung ergiebt sich die Beziehung: 

Hat n die Form 12je> + i, so besteht für gerade n die Identität: 
4-^(12^ + 6X. +^(12^ + 8Xo +^(12^ + 10),„ 

/i=0 ^=0 ^=0 

+ (12p)i« + (12p + 2Xo + • • • + (12p + i - 2Xo, 
fOr ungerade n aber die folgende: 

2(« - 2a),o =^(12^ + IXo +^(12;t + 3X„ +^(12^ + ö),, 

a fi—0 fi=0 n=0 

+2'(12f» + l\o +^(l2f» + 9)x« +^(12^ + ll)xo 

/«=aO ftssO /<=0 

+ (12p + IXo + (12p + 3Xo + • • • + (12p + i - 2Xo, 

wobei die auf die Summen rechter Hand folgenden Glieder nur für 
die Fälle i ^ 2 bezw. i'^S eine Bedeutui^ haben. Führt man die 
Summation mit Benutzung der bekannten Werte von (n^Q aus^ so findet 
man für gerade n: 

2'(« - 2aXo =2'(108/t* + 12,t + 8) - 3 + (12i)Xo + {Up + 2\o +•• 

+ (12p + i - 2),o = 36p» - 48p» + 20p - 3 + (12pXo 
+ (12p + 2Xo + • • • + (12p + i - 2Xo, 
und f&r ungerade n: 

2(n-2aXo=2'(108M» + 48^ + 12) + (12p + lX„ + (12p + 3Xo+... 

+ (12p + i - 2Xo = Sep« - 30p» + 6p + (12p + IXo 
+ (12p + 3Xo + ■ • • + (12p + i - 2Xo. 

15* 
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Diese Summe ist nns also fBr die einzelnen Formen des n (med. 12) 
nunmehr Tollkommen gegeben; subtrahieren wir noch die ebenMs 
schon bekannten Werte (n\f und (n),^ so erhalten wir nach ein&chen 
Bedulttionen: 

2(12p)„ = 36i>» - eV + 39p - 10 + 2 [^^^=^] , 

2(12p + 1)„ - 36p» - 51p» + 13p +2 [i|?] , 

2(12p + 2)„ - 36p» - 51p» + 15p +2 \}^^-^] , 

2(12p4-3)„=36p»-33p»+ 3p +2[^?^], 

2(12p + 4)„ = 36p» - 33p» + p +2 ["^^J, 

2(12p + 5)„ = 36p»-15p»- 9p +2[^?^], 

2(12p + 6)„ = 36p»-15p»- 3p- 2 + 2[^?^], 

2(12p+7)„ = 36p»+ 3p» -11p- 2 + 2[^?^], 

2(12p + 8)„-36p«+ 3p»- 9p- 2 + 2[i?^], 

2(12p + 9)„-36p» + 21p»- 3p- 2 + 2['-?^], 

2(12p+10)„-36p» + 21p»- 5p- 2 + 2[i?^±^], 

2(12p + 11)„ = 36p» + 39p» + 3p- 4 + 2 ^'^+^^ ]. 

(n\,^ N(n^ tt + a + ß + y + i + t). 

Hier muTs n — 2« in vier verschiedene Summanden zerlegt werden; 
dabei kami es aber geschehen, dals einer dieser Summanden mit a 
übereinstimmt, wodurch eine Darstellung n=-a + a + a + ß + Y + S 
zum Vorschein kommt Es besteht sonach die Gleichung: 

(«)«8 -^C« - ^«)n - («)i6. 

a=-l,J,... 

Indem wir nun genau dasselbe Verfahren wie im eben behandelten 
Falle anwenden, erhalten wir für gerade n: 

^(« - 2a)„ =^(72^» + 16,») + 1 + (12p)„ + (12p + 2X, + • • • 

+ (12p + i - 2)ii - 18p* - 36p» + 26p» - 8p + 1 + {12p\, 
+ (12p+2Xi + ... + (12p + t-2X, 
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über die Anzahl der Zerlegungen einer ganzen Zahl in sechs Summanden. 213 
und f&r ungerade n: 

+ . . • + (12i> + » - 2X, = 18i»* - 30p» + !üp« - |p 
+ (12p + l)u + {12p + 3)u + . . . (12j) + » - 2)u. 

Hierdurch ist diese Snmme vollkommen bestimmt; zieht man noch den 
Wert Ton (n)^ ah, so ergeben sich folgende Formeln: 

il2p)^ =. 18i)* - 521,« + 53|,» - 21p + 4 - \}^^] , 

(12p + l)„ = 18p*-46p»+ -Vp'- Hp -[¥], 

(12p + 2)«, = 18p*- 40p» + 30p»- 6p -[^"t^], 

(12p + 3)^ = I8p* - 34p» + »Jp» - ip - [^^] , 

(12p + 4)«,^ 18p*- 28p» + 13p» + p -[^^], 

(12p + 5),3 = 18p*-22p»+ |p»+ fp -[^^], 

(12p + 6)„ = 18p*-16p»+ 2p»+ 2p+l-[i?^], 

(12p+7)„ = 18p*-10p»- ip»+ |p+l_[l?^], 

(12p + 8V = 18p*- 4p»- 3p»+ 3p+l-[i?^], 

(12p + 9),«- 18p* + 2p^- Up«+ |p + l_[l?^], 

(12p+10)„ = 18p*+ 8p»- 2p» + 2p+l-[^?^], 

(12p + 11),,- 18p* + 14p»- |p»+ ip + 2-[iH£±H]. 

(»)m - jy(» ^ « + /? + y + J + 6 + g). 

Stellt man n — a auf alle möglichen Arten als Summe Ton fünf ver- 
schiedenen Summanden dar, so erhält man jede der gesuchten Dar- 
stellungen sechsmal, da sich jedes ihrer Elemente als a auffassen Mst; 
femer kann es aber geschehen, dab eines der Darstellungselemente von 
n — tt mit a zusammenfallt; dann ergeben sich Darstellungen von n in 
der Form n — a-fa-f/S + y-fd-l-c, deren Anzahl somit ab- 
gezogen werden muJJg; hierdurch erhalten wir: 
I I— 1 «— 1 



Digitized by 



Google 



214 R- ▼. Steutbck: 

um die rechtsstehende Summe auszuwerten, unterscheiden wir die 
verschiedenen Zahlformen (moi 12); ist n = 12p + i, so besteht die 
Identität: 

'^Wxs =§(12f»)i8 +^(12*t + l).s +^(12;* + 2)„ + • . . 

1 = 1 fi = l fis^O ^=0 

+§(12ft+llX3 + (12pX, + (12p + l),3 + ... + (12p + i-lX8 

(wobei wieder die auf die 12 Summen folgenden Glieder nur för t>0 
eine Bedeutung haben), um Brüche möglichst zu vermeiden, denken 
wir uns die letzte Gleichung noch mit 10 multipliziert. 

Was zunächst das in den Ausdrücken für 10 {l\^ vorkommende, 

von der Teilbarkeit der Zahl l durch 5 abhangige Glied 2(1—1 — [~ Ij 

betrifft (welches den Wert 2 hat, sobald X durch 5 teilbar ist, sonst 
den Wert 0), so liefert dies, über alle Zahlen A summiert, zum Aus- 

drucke 10 .y^{X\s den Beitrag 2 . \j^], da offenbar [^^] Zahlen 

der Reihe 1, 2, . . ., n — 1 durch 5 teilbar sind. 

Unsere Identität geht somit unter Verwendung der für 10 . (n),g 
gefundenen Ausdrücke in die folgende Gleichung über: 

»—1 p—i 

10.T(X)i8=^(86V-576fi» + 408^»-104,t + 4)-8 + 10.(12i))l8 

+ 10(12i) + l)l8 + . • • + 10(12i) + i - 1)I8 + 2['4^], 

wobei durch die Marke angezeigt sei, dafs das von der Teilbarkeit 

durch 5 abhängige Glied in den betreffenden Ausdrücken nicht mehr 

zu berücksichtigen ist. Führt man die rechts angezeigte Summierong 

aus, indem man aufser den bereits wiederholt verwendeten Ausdrücken 
#»—1 p—i p—i 

für ^fi, ^ fi*, ^(i^ auch noch die Gleichung: 





zur Anwendung bringt, so findet man: 

n—l 

10 .VCA),, = '^p^ - 576i)* + 712i)» - 400p* + 416p -8 + 2 \^] 
+ 10(12j))l8 + 10(12p + l)i*8 + • • • + 10(12p + i - 1)U . 
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Sabtrahiert man hievon noch 10(n)jg, so erhalt man fOr die einzelnen 
Zahlformen 12p + i nach etwas komplizierten aber nicht schwierigen 
Redaktionen folgende Endformeln: 

60.(12i))„=8^1>'^-756i»*+1232p»-930i)«+i^p-48 + 12 \}^~], 
60.(12j)+l)„-Jf p»-684i>*+992j)»-630i)»+^p + 12[^], 
60.(12i)+2)«,=as«p6_6i2^+776p»_432jp»+^l) + 12[?^^], 
60.(12p+3)„=^p»-540i)H584i,»-240|,»- ip +12[H^], 
60.(12i)+4)„-^p^-468j)H416j)»-138p»- ^*p +12[i?^], 
60.(12i>+5)„=ä|«p»-396i>*+272i)»- 30i>»-^p +12p^±i], 
60.(12i»+6)«,=5öp5_324^+152p» _ mp_i2+12p^], 

60.(12j)+7)„-^l>»-252i>*+ 56p»+ 48p*-Siip-12+12[^^], 
60.(12i,+8)„=^l)»-180p*- lQp*+ 30i)»-i|*i)-12+12[i?^], 
60.<l2i)+9)„=.i|*|)"'-108jj*- 64p»+ 42i»*- ^i)-12+12[^?^], 
60.(12p+10)„-^p»- 36i»*- 8Sp' _Ji4|,_i2+12p^], 

60.(12i,+ ll)„-SS4/+ 36j)*- 88p» -mp-2A+l^^^Pp^. 

Diese Formeln für (n\9 reichen auch hin^ nm die Anzahl der 
Zerlegungen einer Zahl in sechs beliebige (verschiedene oder zum Teil 
gleiche) Summanden, also die Summe: (n^^ + (n^Q H h (n)^ an- 
zugeben, da letztere auf Grund eines bereits mehrmals erwähnten 
Satzes mit (n +1 + 2 + 3 + 4 + 5)w==(n+ lö),^ identisch ist. 

Wollte man statt der Gruppen Ton Formeln, die sich auf die 
einzehien Zahlformen (mod. 12) beziehen, eine einzige, für alle n giltige 
Formel haben, so wäre eine solche unter Verwendung des Symboles 
f£lr grofste Ganze leicht herzustellen. Hiezu genügt die Bemerkung, 
dafii in dem Ausdrucke: 

«0 + »i[i] + «»[i] + • • • + «11 [n] 

die Koeffizienten a^, a^, . . ., a^ immer so gewählt werden können, 
dals derselbe für i = 0, 1, 2, . . ., 11 der Reihe nach vorgegebene Werte 
darstellt, speziell also auch die Koeffizienten einer bestimmten Potenz 



Digitized by 



Google 



216 R- ▼• Stehick: Über die AnEfthl der Zerlegangen einer ganzen Zahl etc. 

Ton p in unseren Formeln; p und $ sind femer durch die Ausdrucke U J 

und n — 12 [—1 zu ersetzen. 

Zur Erläuterung werde die Formelgruppe fOr 60 (n),, durch eine 
einzige^ aUe Zahlen n um£Ei8sende Formel ersetzt; dieselbe lautet: 

60.(«)„-«*gJ-{756-72i}[5]* 

+ { 1232 - 240 1 + 24[i] + 48[i] + 48[i] + 96[{] + 48^] 

+ 144[i] + 96ß] + 144[j] + 96[Ä] + 240[±])[a' 

-{930 - 300 » + 102 [^ + lOsß] + 96[y + 192[i] + 60ß] 

+ 252[Ä] + 120[i]+ I80[i] + 48[Ä] + 300[1])[SJ 

+ (i||._180,-+126y] + 108[i] + 36[i] + 144[i]-24[j] 

+ 156[i] + 36[i] + 84[i]-96[^] + 180[a)[a 
_48 + 48i-48[i]-48[i]-48[i] + 36[i]-48[i] + 48[^] 
_60[1] + 12[^]. 

Darin wäre i noch durch n — 12 L** J zu ersetzen. 
Wien, den 15. Januar 1901. 
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über die „a-Enrren'' des einmanteligen Hyperboloides 
und des Iiyperbolisclien Paraboloides. 

Von Walther Ludwig in Breslau. 

Unter einer „O'-Kurve" einer Fläche 11. Grades verstehe ich die 
Kurve der Punkte^ in denen sich die beiden durch sie gehenden Geraden 
der Fläche unter dem Winkel d' schneiden, und darf dabei stets 
0^O'^3r/2 voraussetzen; insbesondere nenne ich die 'Ö'- Kurve für 
^ =« 3r/2 die „OrthogonaUnirve.^' Von den Eigenschaften dieser Kurven, 
die ich in der Dissertation „Über die Ebenen, welche aus einer Fläche 
n. Grades einem gegebenen Kegelschnitt ähnliche Kegelschnitte aus- 
schneiden^ (Breslau, 1898) abgeleitet habe, seien angeführt: 

Auf einer zentrischen Fläche IL Ghudes sind die allgemeinen 
d-Kurven (d' < ä/2) Raumkurven VHI. Ordnung, die den Geraden beider 
B^elscharen der F^che je viermal begegnen; die Orthogonalkurve da- 
gegen ist eine Baumkurve IV. Ordnung I. Art imd wird in die Fläche 
durch die OrthogonalkugeP) derselben eiogeschnitten. 

Auf einem Paraboloid sind die allgemeinen «d'-Kurven Baumkurven 
IV. Ordnung I. Art; die Orthogonalkurve ist eine Hyperbel und liegt 
in der Orthogonalebene ^ des Paraboloides. 

Im folgenden soll nun der Verlauf dieser Kurven in den inter- 
essantesten Fällen, nämlich auf den beiden Flächen 11. Grades mit 
reellen Begelscharen untersucht und der Anschauung zugänglich gemacht 
werden. Zu diesem Zweck wurden auch die beigegebenen Figuren an- 
gefertigt; Fig. 1 zeigt ein Stück eines einmanteligen Hyperboloides auf 
dessen drei Symmetrieebenen und Fig. 2 ein Stück eines hyperbolischen 
Paraboloides auf dessen zwei Symmetrieebenen, sowie auf eine zu den- 
selben senkrechte Ebene orthogonal projiziert. In beiden Figuren sind 
einige Geraden der einen Begelschar eingezeichnet und ihre Schnitt- 



1) Yeigl. H. Schröter: Theorie der Oberflächen U. Ordnung, S. 634. 

2) Yergl. Th. Beye: Geometrie der Lage (3. Aufl.), n. AbÜg., Aufgaben und 
LehrB&tEe Nr. 62. 
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punkte mit den -Ö'-Kurven für 0- = 2 • ^* , ^ * ll ' * *' ^ ' is ^ 
durch Verbinden dieser Punkte sind die ^-Kurven 2, 3, • * •; 9 
worden. 

1. Dctö einmantdige Hyperboloid, — Es sei E^ ein einm! 
Hyperboloid mit den Achsen a^ b^ c; die Längen der zug* 
Achsenstrecken sollen mit denselben Buchstaben bezeichnet 
nämlich mit 2a, 26, 2c|/— 1, wobei a>b sei. Die zug 
Symmetrieebenen seien beziehentlich A, B, F. Wir legen nun 
eine Ebene jd und lassen auf der durch sie aus JEP ausgescl 




Pig.l. 



Hyperbel ä* Ton dem einen ihrer unendlich fernen Punkte 8 
Punkt X laufen, bis er als Xq auf F fällt. Dabei untersu 
die Veränderung des einen Winkels W zwischen den durch X | 
Geraden g, l der Fläche und zwar desjenigen, welcher durch . 
wird; derselbe ist dem inneren Winkel ^ des Asymptotenkegel 
SP gleich, welcher in der zur Ebene {gl) parallelen Durchmess 
von H^ liegt. Die letztere dreht sich, wahrend X in der ang 
Weise läuft, um den zu ^ konjugierten Durchmesser d des Hype 
im spitzen Winkel zwischen der einen aus ä an 0^ koi 
Tangentialebene und der Ebene (de), und zwar von der ersi 
letzteren. 

Um mm die hierbei erfolgende Veränderung von ^ zu imt 
schneiden wir (Fig. 3) 0* mit einer zur F im normalen A 



Digitized by 



Google 



über die „^-Eurven^' des einmanteligen Hyperboloides etc. 



219 



parallelen Ebene [i in der Ellipse e\ für welche die Sclinittlinien UEVL 
und VJEfß Ton (i mit ^ und (de) ein Paar konjugierter Durchmesser 
sind. Da V^ || d, zeichnet £ in /t stets eine zu V^ parallele und 
somit durch üVi in einem Punkte M halbierte Sehne S@ -= 2« der c* 

ein. Es sei nun JR der Pufs- 
punkt des aus dem Kegelschei- 
tel auf S® gefällten Lotes 
OH == h und @ derjenige End- 
punkt von jS@, welcher mit H 
auf derselben Seite von M liegt; 
nehmen wir dann die auf 5@ 
befindlichen Strecken immer in 





Pig.t. 



Flg. 8. 



der Richtung von 8 nach @ und die im Scheitel über ihnen 
stehenden Winkel im entsprechenden Drehsinn als positiv^ so er- 
halten wir 

* - ^ SO® = ^ SOH+ ^ JTO® - arcctg£^+ arcctg£f 



oder, wenn MH=^ m und somit SjBT« s + m und JT@ == s — m ge- 
setzt wird, 

^ = arcctg — i 1- arcctir 
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220 Walthbr Ludwig: 

Weü 0<<^SO£r<J und -|<-^J?0®<J ist, haben wir 

(1) » = arcctg ^'^/^+"*\ wenn A»-s» + m>^0, 

(2) » - ;t - arcctg *'""'^^^"'^' , wenn A« - 5* + w«^0, 

wobei immer der arcctg einen Winkel im ersten Quadranten 
Nun liegt bei jeder Stellung von € H auf der in E 
normalen Geraden^ und es ist, wenn diese mit ÜU den spitzen ^ 
einschliefst, ^ MEH^ tp und 

EH^ MH' ctg^p » m • ctgf?; 

femer folgt aus dem Dreieck OEH, dafs 



h = 6S^ yOE? + EH} = Vi>« + m«.ctgV, 

wobei der positive Wert der Wurzel zu nehmen ist. Dahe 
wir unsere Formeln (1) und (2) auch folgendermafsen schreib 

(3) ^-arcctgi/J-J+ -^:_Y fttrÄ« + »M*- 

(4) ^-«-arc ctg jYä-J-—7~=V^ ** + "*' 

Es wächst nun bei der geschilderten Drehung der £ i 
Strecke s von bis y • FSS, während m von ETJ -wixp bis 

von Vjp* + ETJ^ ' cos* 9? bis p abnehmen; folglich gilt zi 
Formel (3), aus der wir erkennen, dafs ^ zunächst als spitze 
vom Werte an stetig wächst Wenn aber im Verlaufe der 
Ä* + m* — 5* negativ wird, — ob es dazu kommt, das hängt 
Verhältnissen des 0* und von der Lage der d ab — so tritt die F 
in Kraft und zeigt uns, dafs dann ^ auch als stumpfer Wi 
fortwährend vergröüsert. 

Demnach wächst der dem ^ gleiche Winkel V bei < 
gebenen Bewegung von X unter allen Umständen vom W^ 
stetig bis zu einem zwischen und a gelegenen Werte Wq, « 
Xq erreicht. Umgekehrt entspricht jedem Wert von V zv 
und Vq ein Punkt X des betrachteten Quadranten der h^] di 
daher ^ um c von B bis A, so beschreibt der zu einem bc 
Wert von V gehörige X ein Kurvenstück, das keine aus c k 
Ebene mehr als einmal trifft. Gleichzeitig bewegt sich abe 
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der Eehlellipse von SP, und dabei nimmt ^P'^ stetig zu vom Werte 
jj = 2 • arc tg— bis zum Werte a *= 2 • arctg - ; denn wenn x die Longe 



' c 



des zu OXq konjugierten Halbmessers der Kehlellipse ist^ so haben 

wir !PJ^ = 2 • arctg-, und x wächst bei jener Bewegung stetig von b 

bis a. Infolge dessen verläuft das zu W gehörige Kurvenstück von 
einem Punkte auf B nach einem Punkte auf A, wenn ^ W<i ß, und 
von einem Punkte auf F nach einem Punkte auf Ä, wenn /3< ?'<«; 
ßtr W=- ß geht es von dem einen Scheitel der Achse a nach einem 
Punkte von A, und fiir W = a besteht es allein aus dem einen Scheitel 
der Achse b. a ist überhaupt der gröfste Wert^ den W in einem 
reellen Punkte von SP erreichen kann^ und einem noch grölseren ent- 
spricht kein reelles Eurvenstück. Diese Kurvenstücke wiederholen sich^ 
den Gesetzen der Symmetrie folgend^ in allen Oktanten von SP und 
setzen sich zu im Endlichen geschlossenen Kurvenzügen zusammen, 
deren es für jeden Wert von ^P" zwischen und a zwei giebt. Die 
Kurvenzüge wiederum für W^ %(< st/2) und für W=^x — % bilden, 
80 weit sie reell vorhanden sind, den reellen Teil der ^-Kurve für 

^-%' 

Hieraus ergiebt sich Folgendes: 

Auf einem einmanieligen Hyperboloide, dessen Achsen die Längen 
2o, 26, 2cy— 1 (a>b) haben und dessen beziehentlich zugehörige 
Symmetrieä>enen A, B, F sind, setzen sich die d'-Kurven, soweit sie reell 
sind, aus je in sich symmetrischen Paaren von im Endlichen geschossenen 
Kurvenzügen zusammen; diese Zugpaare schneiden alle die A real und 
zerfallen in zwei Beihen, jenachdem sie B reeU und F imaginär — erste 
BeOie — oder F reell und B imaginär — zweite Beihe — treffen. Die 
^Kurven selbst verhalten sich auf den verschiedenen Typen der einr 
matddigen Hyperboloide verschieden, wie die folgende Tabelle zeigt, in der 



a = 2arctg-, «' = « — « = 2arctg-: 
^ = 2arctg^, ^' = «-/3 = 2aretg^ 



kl: 
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c 
c 




Ans einem Zugpaar 

der ersten | der zweiten 
Reihe 

bestehen die #-£urven, 
für die 


Aus zwei Zngpaaren 

einem der 

ersten und 

Ai-tii^m der ersten der zweiten 

Reihe f 
bestehen die 6' -Kurven, für die 


>a>b 


0<»<ß 


ß<4^£a 


— 


— 


— c 

1 


^a>b 


0<d</J 


ß<^<l 


— 




f 

1 


o 


c*>ah 


0<»<ß 


ß<»<a 


— 


— 


«^*<| 


A 
A 


c*<:ab 


0<d</J = a' 


— 


— 




ß=«<,9<l 


Q 


0<-^<a' 




«'S.»<ß 


— 


<»<♦<" 


a 


>b = c 


0<^<a' 


— 


«'^*<2 


— 


— 


a 


>b>c 


0<d<a' 


— 


«'^*</?' 


/J'«^<^ 


— 



In allen diesen Fällen hat die d^Kuire für d- = a^ resp 
in den Scheiteln der Achse b zwei isolierte Doppelpunkte und di< 
^ == ßf resp. = 3t — /3 in den Scheiteln der Achse a zwei ge 
Doppelpunkte. 

Bei dem in Figur 1 dargestellten einmanteligen Hyperl 
c* = ab. 

2. Das hyperbolische Parabeloid. — Es seien 5 der 
Scheitel und 6 die zugehörige Scheiteltangentialebene ein< 

1) Siehe Dissertation, Nr. 17. 
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bolischen Paraboloides Il^y g^ und l^ die mit S und tf incidenten Ge- 
raden desselben und y und X die längs dieser auf 6 senkrechten Ebenen; 
dann teilt 6 das Paraboloid 77^ in zwei Teile^ von denen der eine^ der 
„spitze Teil^'^ in dem spitzen Scheitelwinkelpaar zwischen y und X^ in 
-^yXj und der andere^ der ^^stumpfe Teil'^^ in dem stumpfen Scheitel- 
winkelpaar zwischen y und X^ in *^ y • Z, liegt. Von den beiden 
Symmetrieebenen von 77' femer halbiere A den -^y - X und JS den 

Wir betrachten nun einen der durch A und B aus 77' heraus- 
geschnittenen Quadranten; befindet sich auf ihm etwa ein Halbstrahl 
von g^y so legen wir durch einen Punkt X^ desselben die Parallel- 
ebene zl^ zur jB und lassen auf dem Parabelast; den sie mit dem 
spitzen Teil unseres Quadranten gemeinsam hat^ den Punkt X vom 
Unendlichen her bis "X^ laufen. Die Winkel zwischen den Geraden 
gj l des Paraboloides^ welche sich in X begegnen^ sind gleich den- 
jenigen^ welche die etwa durch S zur Ebene {gl) parallel gelegte 
Ebene b aus y, X ausschneidet^ und derjenige von ihnen sei mit W be- 
zeichnet, dessen gleicher in ^ yil liegt. Bei der Bewegung des X 
dreht sich s um einen Strahl d^ des Büschels (5, Ä) von A bis 
{d^g^ ^ Bq und zwar, da X den Scheitel der Parabel nicht erreicht, 
in dem spitzen Winkel dieser beiden Ebenen; der yon ihr aus ^^'^L 
ausgeschnittene Winkel wächst dabei nach der Formel (3), die mit 
unwesentlichen Änderungen — /*||-^> s = const., EU^oo — auch 
hier gilt, stetig von bis zu dem Winkel, den -^y^L in a^ einzeichnet und 
der, weil g^ J_ yXy stets spitz ist. Mithin durchlauft ^ bei der ange- 
gebenen Bewegung von X alle Werte von bis zu einem spitzen 
Winkel ?PJ„ den er in XJ, erreicht. Analog hierzu nimmt der Neben- 
winkel von 3* ab von « — !PJ, bis 0, wenn wir X auf dem Parabelast, 
welchen die durch X^ zu A parallel gelegte Ebene z^, ^^ ^^^ 
stumpfen Teil unseres Quadranten gemein hat, von X^ aus bis ins 
Unendliche gehen lassen; dabei wächst W selbst von ^^ über %/2 bis %, 

Sonach erhalten wir auf 77' einen unendlich langen Eurvenzug, 
dessen Punkte X den Werten von ^ zwischen und % eindeutig zu- 
geordnet sind; er überstreicht, wenn wir X^ unter Mitnahme von jd^ 
und J^ auf g^ von S aus bis ins Unendliche bewegen, den betrachteten 
Quadranten, und dabei beschreibt der zu einem Wert von W gehörige 
X ein Kurvenstück, welches von einem Punkte einer der beiden Haupi- 
parabeln des 77' bis ins Unendliche verläuft. Gleichzeitig dreht sich 
die zu Xq gehörige Bq um g^ von der 6 bis zur y, so dafs Wq vom 
spitzen Winkel o zwischen g^ und l^ bis :r/2 wächst; mithin überschrei- 
ten die Kurvenstücke, für welche co < 3*" < 3t/2, die g^j während von 
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den fibrigoi diejenigen für < 7 ^ e ganz auf dem gpitzen 
jenigen Skr s 2 <C 7 < s ganz anf dem stumpfim Teil des Qi 
Terbleiben. Hieniu folgt: 

Auf dem ItjfpefMisAem ParaMoid besUU jede allgemeine 
aus vier sieh beideneiis ins Unendlidie ersirettenden Asten: 
terfaüen in SKci Paare, die je in siA begiigUiA der Sjfmmetriet 
Fläche sfmmetrisA sind und die tu vers Ai edenen Seiten der (zw 
tangentiaUbene paraOden) Orthogonalebene liegen. Das eine Fat 
ebenso die Orthoganalhgperbel — befindet siA stets vcBständiy 
stumpfen Teil des Paraboloides. Die Äste des anderen Paares 
bleiben, u:enn o der spitse Winkd der beiden SAeädgeraden is 




Fig. 4. 

< # ^ o völlig auf dem spitzen Teil und greifen, wenn d ^ 
noch je mit einem endlichen Stück auf den stumpfen leü u 
%^'Kurve für ^ <= a hat im endlichen SAeitd des Parabcioi 
Doppdpunkt. 

Bei dem in Fig. 2 dargestellten Paraboloid ist a> » sr/S. 

Es erübrigt noch eine Bemerkung darüber^ wie die vier j 
d'-Eurve sich im Unendlichen zusammenschlieCsen: Jede a 
d-Kurve von 11 ^ hat vier unendlich ferne Punkte ^ die geg( 
durch die Schnittgeraden von y, X mit einem Botationskege 
zur Achse und <& zum halben Öffiiungswinkel hat (Dissertation 
Mithin haben immer je zwei auf yerschiedenen Seiten der Oi 
ebene gel^ene Äste einer O^Eurve einen ihrer unendlich ferne 
gemein, wie es in Fig. 4 durch die übereinstimmenden Zeichen i 
angedeutet ist, welche an die nach demselben unendlich ferne 
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zeigenden Enden der Euirenäste gesetzt sind. Es sind in dieser Figor 
drei d-Kurven — fur<^»='a-i<(D, farÄ-^-a-, = 0, füra-^a-, >(o — 
auf die Orthogonalebene projiziert und die Äste^ die auf der einen 
Seite der letzteren liegen^ yoU ausgezogen^ die auf der anderen Seite 
befindlichen aber nur gestrichelt; die Projektionen von A^ By y^ X sind 
mit {A)y {B)y (y), (Z) bezeichnet. Durchlaufen wir die drei Kurven in 
der Reihenfolge ntnop, so erkennen wir: 

Eine ^-Kurve eines hyperbolischen PardboUndes lüdet einen eimfigen, 
viermal das Unendliche durchschreitenden Zug^ wenn ^^to, und zerfälU 
in zteei, je eweimal durch das Unendliche gehende ZilgCy wenn d^^ a ist, 

Breslau, den 15. Januar 1901. 
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Das Additionstheorem der elliptisclieii Fonktioiie] 
geometrisclier Form. 

Von P. Kokott in Sagan. 

Die biBherigen Beweise des Additionstheorems gehen t 
Differentialgleichung 

^y 



dx 



i=± 



VT"-a:«l-Ä:«j;» "^ Vi - y» 1 - ifc V 

ans nnd suchen durch analytische oder geometiische Betarachtai 
Integral dieser Gleichung au&ufinden. Die geometrischen Erort 




beziehen sich auf die Jacobische Untersuchung über die Linie 
Tangenten mehrerer Kreise, oder sie fufsen auf der immerhin \n 
trischen und der unmittelbaren Anschauung weniger zuganglich 
rischen Trigonometrie. Die vorliegende Untersuchung soU na 
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kurzen Einleitung, welche die Punkte der Peripherie eines Kreises durch 
das Argument innerhalb des Intervalles K und K-\- 2iK' darstellt, mit 
den einfachsten Mitteln der ebenen Trigonometrie ohne Differential- 
gleichnng eine endliche Beziehung zwischen u und v^ den ümkehrungs- 
funktionen obiger integrierten Differentiale, aufstellen, die Erleichterungen, 
welche dadurch entstehen, an den Jacobischen Additionsformeln vor 
Augen führen und zum Schlufs den speziellen Fall der Verdoppelung 
des Argumentes eingehender behandeln. 

1. Vorbemerkungen, — In einem Kreise mit dem Mittelpunkte Ä 
und dem Radius b sei ein fester Radius ÄD gezeichnet und ein Stück 
AB—c abgetragen. Durch B sei eine beliebige Sehne gezogen, deren 
Abschnitte mit a und a' bezeichnet werden sollen. Der zum Sehnen- 
abschnitte a gehörige Centriwinkel CAB heifse a, der zu a' gehörige 
überstumpfe Winkel CAB sei a. Die Dreieckswinkel ABC und ACB 
sollen j3 und y genannt werden. Dieselben lassen sich wie alle sonst 
an der Figur vorkommenden Winkel durch a und a' ausdrücken. Es 
ist ^ CAC'^ 4R - «'+ a, also 

(1) y=ij_l^^+f = ^_|_ij.«:_|_ie, 

(2) |8_22J-a-y-3B-^^ = 3B-5^, 

(3) ^ ÄCD = 1? - I = ^ÄDC, 

(4) ^^C'i)=J2-^^=^ = ?---B = ^^i)C', 



(5) -^C'CD ~\CAD = ^^^ = 2It-''^, 



2 

8 



(6) ^C4i)'-2E-a, 

(7) ^CD'Ä=^, 

(8) ^ D'AC'~ 2R - (4B - «') = «'- 2B, 

(9) ^ D'CC'^ ^D'AC'= y - B, 

(10) ^CBD ^a + r^\ + ^-B, 

(11) ^PÄB ^B-ÄBP-2B-'^^, 

(12) ^ CAB ~4:B-a'=ß-y. 

2. DarstdUmg der Dreiecksffröfsm durch dliptisdie I\mkHonen. — 
Betrachten wir das Dreieck ABC, so ist der Flächeninhalt desselben 

16* 
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F^Yi^-py- (ff. (f)'_ (i=f)' Setzt man für einen Au, 
j^^-y, Boirt • 

Denkt man sich C auf der Peripherie des Kreises verschoben, t 
veränderlich^ während b und c konstant bleiben. Wir setzen j 



A 






dann ist 

(13) y = sn {Uy k) oder o «= (6 — c)snti, d. h. snu = i-_ 

(14) F« t- "P— cn Mdn u oder cn wdn u » 



6»-c« 



Der kleinste Wert von a ist J — c, der grölste b + C] der 
schwankt die Variable u zwischen K und K + iK\ Nach d 

gewandelten Kosinussatze ist sin y » i-^^yl — /^ ^ vi » Di 

T/l — ;r— ri = cntt ist, so folgt 

(15) cna-=-- iysiny- 



Ebenso ist cos-^ = — -t= Vi — **7ir— rit «J^o 

all tf 

(16) cosy = -dnu«= ^. , yT oder dn««Ä;'co8-- und dn(M+-K')= 

(17) tgT-»*d^ oder ^^--^tg-. 



Wegen ^ — = sn (JE + «*) kÄna nian schreiben 



du« dnu A 

^ o« /^ IT _L •J^ 1 

du« 

(18) tgY=**8n(tt + i^) oder sn(u + Ä) =» - ^ tgy- 

— 5 TP 

Weiter ist ä^ = — , folglich 

* — ^ — cnu dnu , „ ., 

(19) Ä„ ±_- oder ^^^^ ^S 

^ ^ « (o — c)Bntt snti 6 + c' 

(20) Sinp» — = t-~ = :; j , 



(21) siny« 



2c snu 1 — A; snu ' 

2F f cnu dnu 

ha 1 +* flö«* 



Digitized by 



Google 



Das Additionstheorem der elliptischen Funktionen in geometrischer Form. 229 

Für die vorliegende Untersuchung ist es von Wichtigkeit, zu 
beobachten, in welcher Weise sich die einzelnen Grölsen ändern, 
wenn der Punkt C durch eine kontinuierliche Bewegung über D' in 
die Lage von C kommt. Wir wollen C den Gegenpunkt von C nennen, 

BC^ den GegenstrahL Es ist aa'=»6* — c*, also ^'■=" —— - ~ j^5 

da aber sn(u + iK') «= r ist, so erkennt man, dafs bei einem 

Übergänge von (7 zu C das Ai^ument um iK' zunimmt. Berücksichtigt 

man, dafs cn(w + iÄ'O = -^ — iiJid dn(u + iK') =^ ist, so ent- 

stehen folgende Gleichungen: 

(22) a'=|{=|-(6-c)8n(« + iir), 



(23) F'^-i 



ksnu 

h* — c'cnwdnw 



%Bn*u ftsn'w 



8in Y geht über m siny = + p^^i und wegen -^^ cn(tt + Ä) 

eigiebt sich 

(24) ^ = cn(u + ÄO oder siny-j^. 

Bin- 

coBy wird cosy = - p^; wegen jp^ = - tn(u + X) ist 

(25) cosy = ttn(« + ^) oder cosy ^^• 

, • j i' .6 + ccnudnu , , 

\ Wird Ä„- - »-f ^^ K, alflo 

(26) a;=-a„. 

Beachtet man, dafs ^qj- = — ^l. — > '"^'^ berücksichtigt (12), so 

erlült man 

(27) tg-J.tg!|^ Ä, 

was auch dadurch entsteht, dafs man in tg ^ = ~~ ^^dn~ ^ Argument 
um \K' vermehrt; es wird nämlich 

dn« 

(28) tg — = ik ■= * — = 



2 cnt* cntt Bn(w + if) 



tsnu 
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Hierdorch sind alle für das Folgende wichtigen Orobei 
elliptische Funktionen dargestellt. Das Ai^piment u besteht an 
reellen Teile Ky welcher konstant bleibt^ nnd einem variablen im; 
Teile ix, welcher bei einem vollständigen Umlauf von bis 2iK' 

3. Die geometrische Bedeutung des ÄddiUonslheorems der t 
elliptischen Funktionen am Kreise. — Wir nehmen an, auf der P( 
des Kreises seien zwei Punkte durch die Argumente K + ix und 
bestimmt; der Strahl von B aus nach K+ix heüse m, der 
strahl m', die oben definierten Gentriwinkel fi und fi'; ahnlic 
die Grofsen, welche zum Punkte K + iy gehören, mit m, n' u 
bezeichnet werden. Es entsteht nunmehr die Frage, wo de 
K + ix + iy liegt. Es soll bewiesen werden, dafs der Centriw 
den der bewegliche Radius nach dem gesuchten Punkte K + 
mit dem festen Radius bildet, gefunden werden kann. Es ist : 

Ha{2K+ix + iy)-^ 

Bn{K+ ix) cn(ir-f- iy) dn ( Jg + iy) + Bn(jr+ iy) cn{K+ ix) an(K+ 
1 — k^ai\K+ ix) an\K+ iy) 

Andererseits ist 

/ft rr I • I • \ cn(K4-ix4-iy) 

Setzt man für an (K+ix) den Wert ^3- , ebenso für sn 
V——- und berücksichtigt (14) und (17), so ergiebt sich: 
M m _^K n 4F^ 

ik ib' • w*n' 



(6 - c)* 

Erweitert man den Bruch rechter Hand mit (b — cy und sei 
seinen Wert^ so wird 

tR — 

^ 2 1 4wF„ + 4nF^ 



»(6 — c) i (6" — cy — m«n" 

Nun ist mÄ„ = 2F^ und nh^ = 2F^, femer 6* — c* = n 

6' — c* = nn, also (b^ — c')^ == mn • m'n'; es entsteht sc 

Gleichung 

(29) jf _ 2(6-c)(^„+ jJ^ 

^ ^ ® 2 m n — mn 

Dadurch kann M gefunden werden, weil alle Gröisen auf der 
Seite durch m und n gegeben sind. Gleichung (29) drücb 
dasselbe aus wie Bn{u + v), ist also eine trigonometrische I 
Additionstheorems der Sinusamplitude. 
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In ähnlicher Weise wollen wir jetzt den äquivalenten Ausdruck 
des Additionstheorems fDr die übrigen Funktionen aufsuchen. 
Es ist 

__ d n (JT + ix) dn (JT + iy) — fc' sn (jr+ ix) sn {K+ iy) cn (K+ ix) cn (jr+ iy) 
"" 1— ifc'sn» («' + »«) 8n»(Z + fy) 

Hier dividiere man Zähler und Nenner der rechten Seite durch 
1c^Bn(K+ix)Ba(K+iy). Nach (24) ist 

— /irT ^ -^ =» *' sin -^ , ebenso ^rv-t * \ *• *' sin^ , 
Bn(K-\-tx) 2' Bü{K+%y) 2' 

femer nach (15) 

k' ß k' p 

cn(JE'+ia;)=» — f^sin-|^ und cn(Z'+ iy) =- — i^ sin- ; 

deshalb wird der Zähler der rechten Seite tf (süi |^ sin |^ + sin y sin y]- 
Im Nenner ist nach (22) 

1 w'n' 



ifc*sn(2r+ •a;)8n(Ä:+ iy) "" (6 — c)" 
mn 



und nach (13) fni(K+ix)Bn{K+iy)='-7^—-:r^] also geht die Gleichung 

über in 

^rr (6 - c)« (sin ^ sin~ + sm ^ sm—) 
dii{2K+ix + iy)^^ \ 2 2 2 2/ 



m n — mn 



Da endlich dn(2ir+ ix + iy) = ^^s:+ix+iy) ^^ Tfc^(* ~ ^^^ ^^^ 
ist; so entsteht unter Berücksichtigung von (16) 

(30) cos ^ 



2 



(u, , V • ß* v'\ 

sin ^ sm — + sm ^ sm — - 1 
2 2 ' 2 2/ 



als gleichwertig mit dem analytischen Ausdruck für dn (u + v). 
Weiter ist 

cn(2Z'+w: + *y)- 

cn {K 4- ix) cn (JT + iy) — sn (IT + i x) sn (K + iy) dn (JT + ix) dn (g + iy) 
^ 1 — Ä«sn»(g+ »a;)8n«(Ä:+ »y) 

Eine der obigen analoge Transformation führt zu der Formel 

(31) Bin-j j—- -, ^, 

4 6c I COS ^ cos — + ^* 5 ^^^ "^ ) 

welche gleichwertig mit cn (u + v) ist. 
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Um endlich den trigonometrischen AüBdruck f&r tn (u 4 
finden^ bemerke man, dafs 

^ • • • i^/ 1 — tn(if + •a;)tai(J5C + »y)dn(if+»x)dn( 

ist. Hier dividiert man Zahler und Nenner dnrch tn(£'+i^)tn( 
und berücksichtigt^ dafs wegen (19) 

dn (IT + ix ) cn (JT + ix) dn (g + ix) _ 2ih^ 
tn(K+ix)^ sn(K+ix) *" 6 — c' 

dJi{K+iy) U\ . 

tn(Ä:+»y) 6 — C» 

ferner^ dafs wegen (25) 

, .p. , . . = »Ä COS ~ , . /p. , . . =1* COS — 

tn (IT + *«) 2 ' tn (IT + %y) 2 

und wegen (16) dn(Z+ t>) « i'cos^, dn(-K"+ iy) — Aj'coj 
alsdann folgt: 

to(2JS:+ »:. + iy) , 'f^t*'^ ,- .'x " 

Ä' «(6 + C) ^C08 n C08 - + cos ?^ COS — j 

Nun ist nach (25): — i cos -g- «= tn (K+ K-\- ix + iy) nnd ä'*= 

ako 

(32) cosf O + c)0>, + y 

2 OC I COS ^ COS — + COS i^ C08 -— I 

Es ist bemerkenswert, dafs wir diesen Ausdruck auch i 

allgemeinen Beziehung tg - - • tg — =- — fc erhalten konnten. E 

man nämlich (31) durch (32) und multipliziert mit (29), so 
man, daCs in der That M und M' durch jene Relation verbundi 
wie schon (27) es verlangt. 

4. Beweis des Ädditionstheorems, — In einem Punkte B in 
eines Kreises mögen sich zwei Sehnen schneiden, deren Abschnitt 
und n, W heifsen. Fallt man vom Mittelpunkte auf die Sehj 
Senkrechten ä^ und A^, so ist, wenn man u fttr K+ix, 
K+ iy setzt: 

r .6 + ccn«dn« , ,b -{- ccnvdnv 

fl s^ ^ _ n :Bt % 

"* 2 sni« ' « 2 ßn© ' 

AI T. »h 4- canucnvdnv 4- Bnvcnudnu 
-U Ä = i 1 . 

*" ' •• 2 Bntfsnv 
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Femer 
m = (6 — c)8ntt, m^= i.~" ; n=^(b^c)snv, n^ ^~^\ also 

f , /, V-/1 — Ä'sn'uBn't? \ 

^ ^V Ä'snttsn© /' 

o/j^ _ \ ÄJ, + Ä„ ., sn tt cn t? dn p -[- an t? cn u dn u 

^ ^w'n' — i»n 1 — fc'sn'ttsn*© 

Die linke Seite dieser Gleichung nimmt je nach Lage der beiden 
Sehnen beliebige Werte zwischen — oo und + «> an, kann also tg -g- 
gleichgesetzt werden. Nach (18) giebt es aber immer ein M, f&r 
welches tg-^ =« itsn (JE"+ U) ist, wobei U die Form K + iz haben 
mufs. Also entsteht die Oleichung: 

_ an (Jg" -f ix) cp {K + iy) dn (Jg" + iy) + sn (g + *'y) cn (g + ix) dn (Jr+ ix) 
" 1 — Ä;"sn«(Ä: + ix) Bn^{K + iy) 

Um iz als Funktion von ix und iy zu bestimmen, beachte man, 

dafs fttr y « die rechte Seite in ^ ^ ^ ]^ .. , also in sn {2K+ ix) 

übergeht, ebenso fOr a; = in sn(2Ä'+ iy)] dals femer f ür rc = und 
y =» 0, ebenso wie fiir ix^ — iy die rechte Seite verschwindet; daraus 
erkennt man, dafs ia = ix + iy sein mufs, und man erhält durch Ein- 
führung Ton u und v die bekannte Formel: 

/ , V snucnvdnv+snvcnudnu 

snfu + ») = ; =^-^-i j 

^ • ^ 1 — Äj'sn'ttsn'ü 

Will man die Additionsformeln für die übrigen Funktionen be- 
weisen, so bilde man die Ausdrücke (30), (31) und (32) und verfahre 
im übrigen genau so, wie es soeben mit der Funktion sn geschah; 
der Beweis, dals die rechte Seite der Gleichungen kleiner als Eins ist, 
ist leicht, da das Maximum derselben offenbar dann eintritt, wenn 
m = 6 — c, w' «" 6 + c, ebenso n^^b — c, n' = 6 + c ist- 

6. Beweis anderer Ädditionsfonndn. — Wir werden in diesem Ab- 
schnitte an einigen Beispielen zeigen, wie die Darstellung am Kreise 
benutzt werden kann, um andere Additionsformeln, Kombinationen von 
den einfEU^hen, herleiten zu können. Die Beispiele sind entnommen dem 
System von 16 Gleichungen, das Jacobi in den Ges. W. 11, 325 auf- 
gestellt hat, und welches von Herrn Felix Müller in die ü. Auflage 
der Enneperschen Vorlesungen S. 199 aufgenommen ist. 
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•) 


Im Dreieck BC'D' i«t: 




(33) 






a' 

b + c 


mnBD'C 
" Bin BCD' 


(34) 

Im Dreieck CBD' 


ist 


a' 
b + c 

a 
b + e 


. a' 
«n- 

ff 

co.- 

sin CD'B 
" naD'CB 


(35) 






a 

b + e 


COS- 



oder 



oder 



Schneiden sich nun 2 Sehnen ^ deren Abschnitte m nnd m 
n und n' und deren Gentriwinkel (i und ii\ resp. v und t^' sii 
so ist: 



Bin ~ Bin — - Bin ^ Bin — 

2 2 mn 2 2 



^ ' ^ CO« ^ COB — VI/ cOB ~- COS — 

m'n' u V , mn a' p' 

lb-+W* ****" 8 '^^'i + (6+^ '^'' 8 '^'T 

— sin^ sinY + BinY Brny 
Zieht man auf beiden Seiten tt^^I^^ (cos ^ cos ^ + cos 4- cos 

(O 4- C)" \ 2 2 2 

so entsteht nach Division mit ^ — eine Gleichung, d 

Berücksichtigung von (30) und (31) übergeht in: 

k*mn 
ff 

COB— - ^ 

2 2 

WO M den Gentriwinkel zum Punkte K + ix + iy und M' < 
Gegenpunkte bedeutet. Beachtet man (13), (16) und (24), so 

6n^E+l + iy) -^'^i^ + ix) SU (K + iy) .'^^±^_ 
= dn(K+ ix)dn{E+ iy), 
oder, wemi man K + ix = u, K + iy =>v setzt: 
(37) dn{u + v) + k*BauBnvca(u + v)'=dau6nv. 



(36) T-I^tV -*"««'' ¥«<«¥' 
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b) Im Dreieck DGB ist -r = . T^ri-n oder 

^ 6 — c sin £ CD 

u 

(38) " ^ 



5-c . «' 
sm— - 



Im Dreieck C'BD ist x =* -•— ^>f> fi oder 

a' 

' cos—- 

(39) ** * 



6 — c . a 

sm — 
2 



Auf m und n angewendet ergiebt dies: 



UL V a V 

cos ^ cos — , , cos ^ cos -— 

2 2 m n 2 2 



8U^ ^ MJ^ -^ 8U1 ?^ 8111 IT 

2 2 2 2 

folglich 

(ftZ:^ sm^ smy + -fpz:^, sinf sm 2 - cosf cos g- + cos^ cos-- 

Eine der obigen entsprechende Transformation fQhrt zu der Formel 

sm— cos- 

(41) cn(w + v) + snwsnt;dn(w + v) =» cnwcni;. 

c) Etwas umständlicher gestaltet sich die Rechnung bei dem dritten 
Beispiel. Es ist 2(»i'n' — mn) -= (w + m')(n' — n) + (n + n){in' — w), 
also 

m'n' — mn _ m-\-m' n' — n . w^-^' m' — m 
26c 26 2c * 26 2c 

Im Dreieck APC ist cos -4. (7P = ^^^^ oder ^^^^ = sin " 7" " - 



_ t^i\a A "ÜT^ t\At%riß ^m. aivi ^ . 

Demnach wird 



Im Dreieck ABB ist =-^ « cos^BP oder ^-^ -sin „ 

2c 2c 2 



m'n' — f»» . a—a, v+v, . a' + ii . r' — v 

sm ^ sm - cos ^ cos 2^ — 2 sm -^ sm 2^ cos ^ cos - • 
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Addiert und subtrahiert man rechts sin ^ sin ^ cos ^ cos ^^ so 
man nach einer leichten Umformung 

IL V . IL , V 

008 ^ C08 -• Bin -^ Sin — 
(42) 1«- ^ * 2 ^ 



M . M' 

008 - - 8in -=— 

2 2 



Nun ist nach (16) und (15) 

Itl, vi« . IL ,k , V .Je 

cos g- =» j^dnw, cos - =« jT, dn r, sm~ «= »jr>cnu, sm^^*!.' 

folglich ergiebt sich 

(43) dnt<dnt;dn(M + v) — i'cn wenden (u + v) = *'*. 

d) Als leüstes Beispiel soll die Formel 

dnudnt;cn(u + v) + Ä;''8nusnt;«=cnwcnt;dn(u+ v) 

behandelt werden. 

Verwandelt man in (42) ii in. ii und v in v\ so geht K+ 
in E+ix + iy + 2iK' über, d.h. ^M wird 4R + M, 1 



M 
4jB + Jf', cos -g geht also über 


in — coBy, sin-j- in - 


die Gleichung heilst also: 




IL' v' 
008 ^008 — 


sm ^ sin -— 
sin 


008- 


oder 




ft U y V IL V IL P 
008 ^008-^- 008 Y 008 y C08 -|- 008 y 008 -^ 008 y 

(^^) . iL' . V M . M' - . ^ . V 
8in-^-8myCOBg Bin 2 «^ 2 '"^ 2 



Nun ist tg|^ • tg|^ = — *? ebenso tg^ • tg^ «= — ^> folglich kaj 
geschrieben werden 



Bin ^ Bin — 
2 2 




U ff 
cos 1 COB - 


Ä«C08y 




. M' 

Bin ^ 


008 -^ COS 




mn 


sin y sin 




^(6-c)" 



COB ^ 008 — 

2 2 

. IL . V 

Bin ^ Bin — 
2 2 



Nach (38) ist , >- « ,_ , ; multipliziert man no< 

sin-^siny ^^ 

— fc'*, so fliefst aus den schon mehrfach benutzten Formeln 

(46) cnucnt7dn(w + v) — dnudnrcn(t* + r) =» fc'*snwsnr. 
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e) Ans den angefahrten Beispielen kann man leicht erkennen, 
welchen Weg man einschlagen mufs^ um Additionsformeln ähnlicher 
Art zu erhalten. Man hat nur nötig, durch einfache Bechnungs- 
operationen Ausdrücke von der Form der Gleichungen (29), (30), (31) 
und (32) herzustellen und von da aus zu den elliptischen Funktionen 
überzugehen. Für die übrigen oben erwähnten 16 Jacobischen 
Gleichui^n wird es wohl genügen, die in Bezug auf den Kreis um- 
gewandelten Formeln unmittelbar unter die Gleichungen in elliptischen 
Funktionen zu schreiben. Es soll dies für sechs der Formeln ge- 
schehen; die übrigen sechs ergeben sich durch Yertauschung von u 
mit t;, d. h. von ^ mit v bezw. /t' mit v': 

(47) cnf;cn(tt + v) + 8nt;dnusn(u + v) = cnw, 

C08-|-C0B— 8in-|.8m — 
= 1- 

V . V ' 

cos — - sin -— 

2 2 

(48) — cnMsn(u+t?) + snMdnt;cn(w + t?) = — snvdnw, 

cos -^ cos -j7- Sin ~ Bin — — 

2 2,22. 

V * , V ' 
cos — - »m -— 

2 2 

(49) dnwcnt;cn(ti + «) + i'*siit;sn(w+v) = cnMdnt;dn(ti + v), 

u» , V It V 

sm -^ sm — - cos -^ cos — - 

2 2 2 2 ^ 

sm -— cos -— - 

2 2 

(50) dni?dn(M + t?) + *'snt;sntisn(w+f?) = dnw, 

u. "M. . IL , M 

cos -5- cos -— sm -^ sm -r- 

2 2 . 2 2 _ i. 

^ 1 V "" ' 

V , V 

cos —- sm --- 

2 2 

(51) dnMsn(w + v)— snMcnt?dn(u + v) = cnwsnv, 

V . M V M . V . ' V 

sm -— sm — - cos -r- cos -^ sm --• sm — - 

2 2 2 2 2 2 



Sm^ COB^ C0S-|-C08-|- 



(52) snt?cn(u + 1?)— cnvdnwdn(u + t?) = — snudn(M + v), 



V tL , U , V 

COS — - cos -^ sm -—■ sni — - 

2 2 227/.ttityi 

M M **cos f cob|cos-cos- 

C08— sin- 
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Schon eine flüchtige Beiaiichtung der Formeln zeigt eine 
Symmetrie im Aufbau, als die entsprechenden Gleichungen in elli 
Funktionen sie besitzen. Auch tritt ihre innere Yerwai 
scharfer hervor, wie z. B. der Anblick von (48) und (49) 
Setzt man nämlich in (50) ^' statt ^, d. h. verändert man dt 
ment K + ix um iK'^ so ist klar, dafii M in M' übergeht, 
also (48) die unmittelbare Folge von (50), ebenso (48) die i 
bare Folge von (47), was aus der Jaco bischen Form durcha 
ohne weiteres hervorgeht Indessen soll nicht naher auf dii 
suchung der Verwandtschaft an dieser Stelle eingegangen werc 

6. Die Verdoppdung des Argumentes. — Die Nützlichkeit 
schriebenen Ereisdarstellung zeigt sich deutlich in der nunmeb 
handelnden Transformation 

J'_y_ _ ^ 2 ^ 



1/(1 - y«)(l - k'y*) >/(l -"a:"*)(l - k^x^ 

Aus (47) und (48) folgt 

tg-g--««-, «gy . <. . >\ .>.<>' • 
■m ^ am -2- + em — gm ^ 
2 2 ' 2 2 

Weil aber nach (27) tg y • tg-r- *= tg^ • tg y, so ergiebt sie 



(53) tg^ 



M 2 2 ' 2 2 



U, V UV 

C08 ~ cos — — cos ~ cos - - 
2 2 2 2 



Setzt man hier ii^ v, also ^' » v% so erhalt man: 



» '"^f"T 



COS* ^ — cos* ~- 
2 2 

Wir wollen, da der Unterschied zwischen fi und v wegfi 
gemeinschaftlichen Buchstaben a einsetzen und J. für Jlf s 
dann wird 

a 

smy 

^ TP 

^ 2sin-^sm~ sm- 

tgv= -p"^ — • 

cos"-- — cos"-— sm"-T- 

2 2 ^ 2 



Bin'-— 
2 
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Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Formel 







so erkennt man^ dafs 
(54) 


•«4- . .■ 



ist. Der Sinn dieser Formel ist^ dafs dem Gentriwinkel Oy welcher dem 
Punkte K+ix angehört, ein Gentriwinkel A des Punktes K+2ix 
entspricht, welcher durch (54) definiert ist. Die Transformation, welche 
zur Verdoppelung des variablen Teiles des Argumentes ftthrt, kann 
also aufgefafst werden als eine Abbildung zweier im übrigen kon- 
gruenter Kreise auf einander nach dem Gesetze (54). Der Inhalt der 
Formel erschöpft völlig die Eigenschaften dieser Transformation. 

um diese Behauptung zu begründen, beachte man zunächst, dafs 



V 1 + cos- 



ist. Nun ist einerseits nach (15) und (24) 
smy %^cxi(K + %x) 



. a 1 dn (ä: + ix) ' 

2 *' sn (ä: + ix) 



andererseits nach (16) 



demnach 



V: 



1 — dn(22r + ^ix) __ , sn {K + ix) cn(g + ix ) 



1 + dn (2Ä" + 2»«) dnCZ" + ix) 

Für K-\-ix^u entsteht die bekannte Formel 



/RKx i/l — dn2u fSnucnu 

(55) j/j^pr^-* 



dn2u dn« 



In (53) wollen wir vom Punkte K + iy zum Gegenpunkte 
K+ iy + i^' übergehen; dann haben wir v' statt i/, 412 + v statt v' 
zu setzen. Es geht dann M über in M'^ und wir erhalten die Formel 



(56) tg-^- 



, -, — Sin ^ sm — + 8U1 — - sin ~ 
M 2 2 ^ 2 2 

I* v' u,' V 

cos ~ cos -;r + cos ^ cos — 

2 2 ^ 2 2 
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240 P. Kokott: 

Lassen wir jetzt den Unterschied zwischen ii und v fallen ur 
wieder a und Ä ein, so entsteht 

., fllll'-r Bin" — 

^ 2 "" „ a a 

2008^008-- 



oder 

tg(90»-4-) = — 

Aus dem Vergleich mit der Formel 



2 COB -TT C08 -^ 

2 2 



C08"— C08"-— 

2 2 



^.^ «««(«• -t) 



tg(90« - 4) X- i/^ 

bei gleichzeitigem Zeichenwechsel fo^ daher 
(57) tg(4-'-45«») = 



W ...\ "^^ 



C08y 



Diese Gleichnng enthält ebenfalls das vorhin erwähnte AI 
prinzip. Nun ist 

, ,, ^ Bin (— 46 •) T / 1 — sin -— cos 

*« X - 45« - -k^ T=l/ T 

^* ^ cob(^-46o) y l + 8in^ cos 

Nach (25) ist cos y = — ^ TrZTTl ^^^ ^^^ ^^^^ ^®¥ ^ ¥^ 



ferner liefert (24) —^ = - cn(2Ä'+ 2ix); folglich ist 



A 
Bin-- 
2 



y — cn(22r+ 2 t x) — 1 ^ i cn(K+ ix) 
— cn (2ä: + 2ta;) + 1 '" sn (K+ ix)dii (K + ix) 

oder^ indem man u fiir JT + trr einfährt^ 



m n=: 



— cn 2tt sn tt dn « 



cn2tt cnu 

Wir gehen jetzt zum Beweise der Formel 

1^_ 1 cp|(g+ii)dn|(g+ii) 



n 



+ sau k' m.\(K+u) 

Google 
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Das Additionsiheorem der elliptisclien Fimktionen in geometrischer Form. 241 

über. Zu diesem Zwecke bilden wir gemälB (38) 

A 
A "^Y 



b-e" . A'' 
sin — 

Dm 2 



wo Ä den zu K+ 2 ix gehörigen Strahl bedeutet. Das Verhältnis der 
rechten Seite ist sofort aus (30) und (31) unter Gleichsetzung von 
fi und V zu bestimmen. Wir erhalten 



woraus folgt 



cos" — - + cos" --- 
2 ' 2^ 

sin' - - + am" -- 
2 ' 2 



A — ib — c) cos a + C08 a' «' + a a' — a 

-j-r k \ ** ^ = cos — ^ <508 — 

A -{- (b — c) 2 2 2 

Nach (1) andererseits ist sin y = — cos — ^^— und, wie die Figur lehrt^ 



2 b 

2 ""^ 



Ebenso folgt aus (11) die Beziehung cos PJL J8 = — cos — ~— = -^, 
80 daüs 



iflf — a cc -{- a '»a 



Wir erhalten ako 



Nach (19) ist 

, ,b 4- c cik (K 4- ix) dn (K + ix) , A / xr • o • \ 

" 2 wi{K-\-%x) b — c ^ ^^ 

folglich 

b + ecn{K+ ix) dn (g + ix) -/=— l /T^ an (g + 2ix) 
2 8n(Ä:+»«) "" J^^^ r r+8n(Jr+2»aj)' 

Setzt man noch K+ 2ix ^u und beachtet r-^-^ =• A;', so entsteht 
föÖ^I -i/l-Bim 1 cnl(g+t*)<ini(g+tt ) 

Zum Schlufs wollen wir noch die Hermitesche Formel 

1 (1 -f cim) (1 + dnt*) 

(60) u- 

2 

ArohiT d«r MatheniAtlk und Fliyiik. HL Beihe. HL 17 
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242 P. Eokott: Daa Additionstheorem der elliptischen Funktionen. 

yerifizieren. Denkt man sich 2K + 2ix unter u, so heilst die 

/ t' sn (^ + Ux)\ / , k' \ 



i)(.+ 



dn(g+ Ux) f\ ^ dn (JT + 2 ix)) 



sn« {K + ix) (m\K+2ix) 

6ji\K+iix) 

Setzt man daf&r die schon oft benutzten Grölsen ein^ so erha 

(5-0« (^-^T)(' + ^i)'' 

Bin — - COB -— tff ■ — - 
2 2^2 

Wegen — Ä — tg y • tg — kann man setzen 

\ a ) ^ , Ä' A. Ä ■" . A 

8m--00Bytgy tg — 

Wir erhalten demnach als trigonometrisches Äquivalent von (6< 

(61) r 



V Mt'~4 



Es lalst sich nun ohne Mühe diese Gleichung auch aus unsei 
bUdungsformeln herleiten. Es ist nämlich nach (54) und (57) 



woraus 



-»f 


-- 


. a a 
ain-coa- 


*(4-«-) 

•«4 


«n-coa- 
cos j 


M^-' 


-) 


•^.f 



Mit Benutzung von (38) ergiebt sich unmittelbar (61) und dan 
die Hermitesche Formel. 

Sagan, den 21. Juni 1901. 
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Transformatioii contmne dans le triangle; 

Par M. E. Lemoine i Paris. ^) 

Je consid^re tin t^or^me g&i^ral quelcouqne T qni s'apliqne au 
iariangle; U s'apliqaera an triangle ABC Fig. (1) qui a son somet Ä 
au dessuB de BC et aussi bien au triangle A^BC qui a son somet 
au deesous; seulement 
il £aut remarquer que^ 
si je supose que A est 
rintersection avec BAj 
droite fixe^ d'une droite 
AB mobile autour de B 
qifiy d'abord couch^ sur 
BGf toume dans le sens 
ABC, deyient paralöle 
k CA, puis d^passe cite 
Position pour doner le 
triangle A^BC dont le 
somet A^ passe au des- 
sous de BC, il faut re- 
marquer^ dis-je^ que le 
tfor^e T suivi dans 
c^te continuit^ peut 
prendre, lorsque A est 
au dessous de BC, une 
autre forme que la pre- 
mi^. G'est une forme 
nouY^e qui done aiusi 
come un autre t^reme 
Ta gäi^ral, se rapor- 
tant donc a taus les 
triangles. Je dis alors 

que le teor^me 1« est le trcmsfcrmi cotMnu en A du t^or^me T. 
n 7 a natur^ment aussi les transformaMons cantinties 7^ et T^ 

1) Dans le memoire est employ^ Tortografie simplifi^ de la Soc. filologiqne 
ficaa^aise adopt^e par ranteur. 

17' 




Fig.l. 
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244 E* Luom: 

en JS et en C, Nous alons fixer les id^ par cm exemple 
simple. 

Je supose que dans le teor^me T il s'agisse dn cercle inscr 
triangle ÄBCy suposons aussi que le point Ä se meat sur CA 
le sens indiqu^ pr^cedemment; dans les divers triangles qui se g 
deront^ les cercles inscrits seront au dessus de BC et auront 
centres sur la bissectrice de Tangle fixe BCÄ jusqu'ä ce que la ( 
mobile yienne en Ba paral^le ä CA] le cercle inscrit deyiendra 
c^te Position le cercle situ6 au dessus de JSC et tangeut aux 
paralfeles JSa, CA et a BC. Si le mouyement continue et qu€ 
consid^re le triangle A^BC dont le somet A^ est au dessous de 
il est yisible que le cercle qui ^tait tout ä l'heure le cercle insc] 
triangle ABC sera deyenu le cercle ex -inscrit dans Tangle BA^ 
triangle A^BC Come il est possible que dans T il ne s'agiss 
d'un cercle ex- inscrit , il est certain que dans ce cas la propositi 
se sera transformee en une proposition ta aplicable au triangle J 
par suite ä tous les triangleS; et diferente de T. 

Examinons maintenant les changements 6prouyes par les dei 
tions des elements du triangle dans la transformaHon continue 

Si nous parcourons d'une fa9on continue les triangles ABC 
le Bens ABC et par consequent les triangles A^BC dans le 
A^BCy nous yoyons que BC n'a pas cbange de signe, donc da 
transformoMon continue en J. a reste a, mais CA en deyenant 
a chang6 de signe, de m§me AB en deyenant A^Bi^ donc dans la 
formation continue en J. & et c sont deyenus — & et — c C 
prec^e sufit certainement pour determiner dans le triangle les 
tions de tous ses elements par transformation continue en A, pi 
les elements sont fonctions de a^ b^ c^ mais il est utile pour la i 
d'etudier directement sur la figure les yariations des principau: 
ments, nous allons le faire d'abord directement pour les angles ei 
la surface, nous en deduirons fEM^ilement les transformations des 
elements. 

La yaleur de Fangle CAB est donee par la rotation auto 
J. de la droite AC dans le sens ACB jusqu'ä ce qu'Me coincide 
AB dans la figure (1)^ c'est le sens des aiguilles d'une m 
la yaleur de Tangle CA^B est don^e par la rotation auto 
A^ de la droite A^C dans le sens A^CB jusqu'ä ce qu'ele co 
ayec A^By c'est le sens inyerse du precedent; donC; par transfor'i 
continue ea A^ A deyient — A, On yoit imediatement que 
triangle ABC deyient 180 — £ du triangle A^BC et par suite qu< 
la transformation continue en Ay B deyient 180 —J8, C deyient 18( 
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245 



Les Bens ABC et A^BC sont des signes contraires, donc S se 
transfomie en — 8, 

On verrait que j}, (p — a), (p — 6), j? — c) se transforment respec- 
tiyement en — (p — a), — p, (p — ^\ (p — ^)- S^^ entrer dans de plus 
longa details, nous alons resumer en un tableau les transformations 
en Ay en £ et en C des principaux elements du triangle. Nous y 
ap^lerons B le rayon du cercle circonscrit; r, r«, n, to les rayons des 
quatre cercles tritangents; hay h, h les trois hauteurs; la, h, k les 
longueurs des trois bissectrices interieures et la, U, U c^l^s des trois 
bissectrices ezt^rieureS; g> l'angle de Brocard^ S, Sa, ab, ^c les longueurs 
4B + r, 4jB — r«, 41? — n, 42? — re] x, y, e les coordonees normales 
trilineaires courantes d'un point yariable; a, ß, y les coordonees bari- 
centriques; X, Y des coordonees cartesi^nes rectangulaires ou obliques. 



Elements 


Transform^s en A 


Transform^B en B 


Tranßform^s en C 


a, 6, e 


a, -b, -C 


-a,b, -C 


-a,^b,C 


A,B, C, m 


—ul,3r— B,3r— C,— CO 


3r-A-J8,;r-C,-a} 


n—Ajüt—By—Cf—m 


P,(p-a), (p-&), 
(p-c) 


(j?-b) 


-(l>-fc),(p-c),-l>, 
(p-a) 


-(jp-c),(p-b), 
(jp^a), -p 


8,B 


^8, -B 


-8,-B 


-5,-1? 


r, r„ n, r« 


Ta, Ty — Vcj — n 


n, -Tc, r, — Ta 


^o - ^ft> - ^ay r 


^> *a, *», 9e 


— 9a, —dy—dcj—db 


— dh, —Sej—S,—9a 


— de, — dft, — *a, — * 


ha, h, hc 


— ha, hb, ho 


ha, — hb, hc 


Aa, Ä6, — Äc 


h, k, Ic 


- la, - li, - Ic 


— l'ai — fc, — l'c 


— K, —Ib, —lo 


la, U, le 


— l'a, — ht — Ic 


»a> ^6; ^c 


-la,- k U 


X, y, ' 


-x,y,e 


!^,-y,e 


^,y,-' 


«.Ar 


«, ß, y 


a. /J. y 


«, ß, V 


X,T 


X,-Y 


-X, Y 


-X,-Y 



Exemples. — D peut ariver aussi que la iransformoMon continue 
reproduise sans changements le teoreme ou la formule a. Les trois 
medianes Sun triangle se coupent en un meme point, S* = rrantc, 
tt=:6co8C+cco8jB sont trois teoremes ou formules dans ce cas. 
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246 S- LsMoxn: 

Le t^r^e saiTant: ha, sofne des perpendiculaires 
centre du cerde circonscrit sur les trois cotds d'un triangle Äl 
egaie d la some du roffon du cerde inscrit et du cerde circonscrit, 
tradnit par la formiile 

x + y + e--'B + r 

deyienty tranrformS en Ä: La some des perpendiculaires ahaiss 
centre du cerde circonscrä sur les deus cotes AB, AC, diminue 
perpendiculaire dbaiss6e sur BC 6gale la difirence entre le ray 
cerde ex-inscrit "ba et le rayon du cerde circonscrit^ t6or^me qui 
dait par la fonnule 

-rc + y + jer — ra-JR. 

Les transformoHons continues en B et en C donent par ce meme t< 

aj — y + £r = r6 — ü, x + y-'0-^rc — R, 

d'oü Ton d6äxüi 

X — 2 , etc. 

La fonnule p* = r^rc + rcra + ran transformee en A, done 
{p - «)* = nn - rrt - rrc- 

La formule ^jr «- — transformee en A, done 

r'^r^'^ff^^p—a' 

La formule |27(6 — c)* «jp* — Srd transformSe en Aj dom 

i[(6^c)« + (ft + a)» + (c + a)»J-(p-a)« + 3r«(J«. 

Je supose qu'en recherchant la valeur des rayons des huit 
tangents aux trois cercles -4(a), B(6), C(c)*) on ait trouve p 
rayons du couple des cerdes les touchant tous trois ezterieurei 
tous trois int^rieurement 

9 "^ e — rp ' ^"" 9 + rp 

La transformation continue en A operee sur q' et sur q" 
imediatement les rayons p«? Qa du couple des cercles tangei 
trois cercles don^^ le premier cercle de ce couple^ tangent a Ve: 
au cercle A(a) et a Tinterieur des deus autres, le second tai 
l'interieur du cercle A(ä) et ä Texterieur des deus autres 

, 2(p-a){2JZ~r^-(p^a)} ,, 2(i) ^ a){2ig ~ r^ + C 

1) A{a) d^Bignant le oercle de centre A et du rayon a, etc. 
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Transfozmation continae dans le triangle. 247 

L'iperbole qui a pour foyers JS et C et dont la diförence des 
rayons vecteurs est b — e, passe en J.; en coordon^es normales ^le a 
pour dqnation 

si on üedt la transfonnaHon en A c^te 6qaatiou se reproduit; si Ton 
fait la transformaiion en B, la difSrence des rayons vecteurs deyient 
leur some b + e et Ton obtient 

(p-b)(jp-c) (by - Cify -bc{y- xr)[6»y + t^z + ax{b + c)] = 

equation de Tdipse qui a pour foyers B et (7 et passe en A, 

La iransformaüon continae d'une construction g^om^trografique 
d'un Probleme^ conduit aussi ä la construction geom^trografique du 
probl^e qui r^sulte de la transfonnaHon Continus du premier; ainsi 

le point de Nagel N a pour coordonees normales ^ "" ** , ^ "7 , 

^ ~ ^ ^ son transforme continu en Ä est: — — , ^ T" , ^ ~" • Voici 

d'abord la construction g^om^trografique de N, Me se d^uit de ce 
teor^me: Si pa/r N je mene des paralMes a/us bissectrices interieures du 
ABC, la parälele ä la bissectrice de A coupcmt CA en B>\ AB en C\ la 
paralele ä la bissectrice de B coupantAB en C'\ BC en A\ la paraiele ä la 
bissectrice de C coupant BC en A'\ CA en B\ on aura, en grandeur 
et en signe, BC, CA, AB äant les directions positives sur les cot& 
parcourus dans le sens ABC AB" - ^C'«c-&; BC" = J8^'«a-c; 
CA"^CB' ^b-a (fig. 2). Je trace A{a) qui place 0" et JB" 
(3(7i + (7b). Je trace B{BC"){2C^-\' C^ qui place A\ Je trace 
C(CB')(2C^ + Oa) qui place A". Je trace C"A', A"B' (^R^ + 2iZj) 
qui se coupent en N — op.: (4iZi + 2^^ + lCi + 30j), simplicit^: 16; 
exactitude: 11; 2 droites^ 3 cerdes. 

Faisons la transformaiion continue en A du t^or^me pr^cedent. 

Le point N devient le point Na dont les coordon^s normales sont 
p p — e p — h 

Si pa/r Na je mene une paralele ä la bissectrice interieure de A 
eoupant CA en Sa, AB en Ci (on Terra plus loin que Sa et Ca coin- 
cident respectivement ayec B" et C), une paralele ä la bissectrice 
ext^rieure de B eoupant AB en Ca, BC en A^, une paralele ä la 
bissectrice ext^rieure de C eoupant BC en A^, CA en B'a, on au/ra, en 
grandeur et en signe ASa = ACa = — c + 6, BCä «= BA^ — a + c, 
CA^ = CBa a= — 6 — a. J'ai dit en grandeur et en signe, seulement 
il faut remarquer que dans la transformaiion continue en ^ le sens 
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E. liBfonra: 



ABCy Toir fig. (1); est devenn le sens contraire de ce qu'il etai 
mitivementy par cons^qnent que sur la figare (2)^ pour cete tra 
mation, le sens positif de BC restant BC, celui de CA, et celai d 
sollt deTenns le sens n^gatif du t^or^me primitif. Gela penx 
Toir alors qne Ca coincide ayec C et Bä avec B". Je trace Ä{( 
coupe AB en Ca et AC en Ba (3C?i+ C,); je trace B{BCä 




Fig. 9. 



coupe BC en ^ (2Ci + C,) et C{CBa) qui coupe BC en A^\2Ci 
enfin je trace CäA^, J8i-4^'(4JRj + 2i?,) qui se coupent en Na, < 
come j'ai obtenu N et ayec le meme simbole. 

Si Ton Youlait obtenir N et Na au lieu d'obtenir Tun ou ] 
il est facile de Toir qu'on pourait conduire la construction de fi 
n'avoir que 24 pour coeficient de simplicite. 



La pardbole inscrite qui Umche la droüe 



V- 



x^O tc 



^h- c 
comune au cerde inscrit et ä Velipse inscrite de Steiner^ parabol 

Vequation est £yax{Sa — 2p) = 0, a son foyer sur le cerde drc 

et ce foyer a pour coardonees 3^-^, n^^ U^' ^* 

farmation continue en A done: La parabole inscrite qui tou 
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Transformation continne dana le i^tra^dre. 249 

droüe g^^ + ~ri "" ^TTJ '^ ^ tangente comum au cerde ex-inscrit Oa 
ä ä Velipse inscrite de Steiner a pour Squatian 

y- ax(2a + b + c) +yby(2b + a - c)+yc0{2c + a - 6) =. 
et pour foyer le point du cerde circonscrit dont les coordonees sont: 

g b c 

2a+6 + c' 26 + a — c' 2c + a — 6* 

Paris, le 17* septembre 1901. 

Mämoires ä conenlter: Association Fran9ai8e pour ravancement des sciences 
Congr^s de Marseille 1891. — Etade snr une nouvelle transformation. Mathesis 1892. 
— Une r^gle d'analogie. Nouvelles Annales, janvier 1898. 



Transformation continne dans le Utraödre; 

Par M. E. Lemoine ä Paris. 

Notations. Je d^signe par A, B, Cj D les somets d'un tetra^dre. 
1«. Les faces ABC, BCD, CDA, BAB seront F^, F^, J?;, F^. 
20. Les angles pians des faces: 

BBC, CBAy ABB seront B^, A, D^, 

CAB, BAB, BAC „ A^, A,, A,, 

ABC, ABB, BBC „ B^, B„ B„ 

BCA, BCB, BCA „ C^, C„ C,. 

3^. Les hngueurs des a/räes BC, CA, AB, BA, BB, BC seront 
a, h, c, a', V, c\ 

4^ Les angles diedres qui ont pour ar§tes a, b, c, a', V, c' seront 

A A A A A A 

a, b, c, a', V, c\ 

5^. Les angles que faU une a/rete avec les deus faces qui ne la con- 
iienent pas seront d^signes chacun par la letre qui d^signe l'arete, 
suiyie de la l^tre qui designe la face consider^e; il j aura donc les 
12 angles 

/\ /\ ^v /^ 

aF„ aF„ a'F^, a'F,, 

/^ /^ /\ /^ 
bF,, bF,, VF,, b'F„ 

/^ /^ /^ /\ 
cF„ cF,, e'F,, c'F^ 
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250 E. Lnom: 

6^ Les haateurs seront h^, h^, h^^y h^ Findice d^ignant k 
d'oü hles partent. 

7^ Les rayims d les centres de la sßre inserite et des sßre 
scriks de premiere espece seront r, r^, r^, r^, r^; o, o^, o^, o^, ö, 

Les rayons et les oentres des sßres ex-inacrües de secand* 
(ou inscrites dans les combles) seront r«; r^y ri, Oa, oij oi. 

8^. Le vdlume du t^traedre, le rayon de la sßre drconscriU 
centre seront F, JB, 0. 

9«. Les angles de DA et BO, de DB et CA^ de DC 
seront a^ ßy y. 

10®. Les hngueurs des droües qui jaignent les tnüieus de DJ 
de DB et CA, de DC et AB seront l, m, n. 

Je fais tonmer le plan BCD autour de BC come ch 
pour fixer les id^ je snposerai qne D est d'abord au dessus c 
horizontal ABC et qne le monvement de BCD s'tfectne f 
inyerse de celni des aiguilles d'une montre. Tant qne D res 
dessus de ABC, j'anrai ce qne j'ap^le le pr emier etcat de la 
aprfes aToir pass^ par Tinfini sur AD an moment du paraleli 
^2> et du plan mobile, lorsque ce plan continuera son mouveo 
passera au dessous de ABC en D^ et j'anrai le seoond äat de li 
qui corespondra ä ce que nous apelons la transformation continu 
On Yoit de suite que si Ton examine ce que deyi^nent dans le 
etat certaines propri^t^s du premier, ^les pouront, relativen: 
tetra^dre ABCD^ oonsid^re oomme t^tra^dre quelconque, cont( 
el^ments de ce t^trakb^ qui ne figuraient point dans la p; 
^noncee pour le premier ^tat, par exemple une propri^t^ du 
^tat oü figurait la sf^re inserite ä AB CD se transfonnera 
propri^t^ oü figurera la sffere ex-inscrite o^^ ä ABCD^. C'est 
g^n^rale des changements qu'^prouyent, dans le passage du 
^tat de la figure au second, les A^ments et les propri^s du ti 
qui constitue la transformation cantinue en D, il j a natur^leme: 
les transformations oontinues en ^^ en £ et en C En garda 
le second etat de la figure les Conventions de signe faites pour 
ments du premier ^tat, on voit que, dans le second etat^ a, b, c 
a, by c et que a', 6', c' devi^nent — a', — b', — c'. Comme le 
d'un t^tra^dre et du t^tra^dre dont il serait le sym^trique est cc 
ment d^termin^ par les six aretes a, by Cy a'y b'y c' quand on a 
leurs positions respectives^ on voit que le ckangement de a, by c, 
en a, 6, c, — a'y — 6', — c' constitue au fond tonte la transfo 
cofUinue en D, il reste ä en d^veloper les cons^quences. 
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F^, F^, j;, j; devienent J^, - F^, -F„ - F,; en ^fet la trans- 
formation op^r^ laisse ABC sans changement; mais dans les trianglee 
BCJDj ÄDC, ABB on fait respectiyement les traüBformations a, h\ c' 
en a, — 6', — c ] b, c\ a en &, — c , — a'; c, a', 6', en c, — a , — 6 , 
c'est-i^dire qu'on op^e sur chacun d'enx la transformoHon continue da 
triangle etndife dans la noie p. 243 relatiye au triangle. 

La mdme remarqne done la transformation de tons les elements 
qui ne d^pendent qne des ^^ments d'une face^ ainsi 



Da, A, A 


devienent 


-■D„,-D„ -B,, 


^d) ^ef A 


n 


A^, Ä — A^j Ä — Af,, 


^df ^ef ^a 


jj 


B^, « — ^c; * — ^af 


^df ^a9 ^h 


n 


c„ «~C,, «-C,. 



La continuit^ montre qne h^, \j hf,, \ devienent — h^, \j \y \, 

Les formales F-= gA^ • F^ = ^ \F^ etc. montrent alors que V deyient 

— F. B devient — JJ, car les rayons men^s par perpendiculairement 
ä ABC sont ^yidement de sens contraire dans les dens ^tats de la 

A A A A A A A 

figore. On yoit directement qne a, hy c, a\ b , c deyi^ent n — cl^ 

A A A A A 

x — h, % — Cy a , b'f c\ l, m, n ne changent pas, ce qni peat se 
dMoire de la formale de Ghasles 6V^l - a - a' - sina. 

n nons reste ä examiner ce qne devifenent r, r^, r^, r^, r^, r«, n, Tc. 
Etablissons on rapelons d'abord deus propositions necessaires. 

I. On sait qne s'il y a one sf fere inscrite dans an comble, c'est qne 
la some des deas faces qni n'ont pas Tarnte de ce comble poor cote est 
plos grande que la some des deas autres. 

IL Soit an triangle ABC fig. (1). M an point de son plan^ point 
dont les distances k BC, CAy AB sont respectiyement x, y, 0. Soit 
DJf la perpendicalaire aa plan ABC menee par M. Je dis qn'il y 
aora toajoars an point ^ sar DM ä partir daqael si Ton prend an 
point 2) tel qne MD > MJy la some de deas des triangles DCBy 
BGA, DAB sera plns grande qne la some da troisieme triangle et 
ie ABC. En efet^ posons MD » t. Les raports des surfaces des 
trois triangles DCBy DCAy DAB sont eyidement les m^mes qae 
les raports de 

qoi tendent ind^finiment yers a, by c qaand t croit ind^finiment. Si 
noas saposons qne a soit le plas grand des cotes de ABC il sof&ra 
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de d^montrer qu' ä partir d'une certaine yaleur t, on a, pour 
les Yaletirs de t plus grandes qua ^: 



Ge qoi est ^yident puisque les deus membres de Fin^alite deci 
constament qnand t croit et qu'on a ä la limite; pour t^cx>, b- 
Les deus th^r^mes pr^c^ents montrent qne je peus ad 
en op^rant la transformoMon continue en D, que le t^traedre 
que, ayant le passage ä Finfini de D, les trois sferes iiiscrit< 
les combles^ le sont certainement dans les combles BC, CA, A 
a donc dans notre ipot^e: 

.F^ + F,-F^-F„ 
F„ + F,-F,- F^. 



'J:-f, + f, + f, + f„ 




'Z^F, + F, + F,-F^, 


SV 


'Z = F, + F, + F„-F„ 


8F 


'^=F, + F„ + F,-F„ 




'-I^F, + F, + F,-I„ 





Les cinq premi^res fonnules sont ^yidement generales, mai 
pouyons dire que les 3 demiferes le sont anssi; c'est-ä-dire o 
ind^pendament de notre precedente ipotfese snr la position 
Ob, o'c dans les combles BCy CAj AB] il sufit pour cela de r< 
K) n, ^e come positifs si Oa, oi, Oe sont dans les combles Bt 
AB et comme negatifs s' ils sont dans les combles DA, DB, Z 
yaleurs de ces rayons changeant alors de signe en passant par 

Les yaleurs de r, r^, r^, r^, r'a, r't, rl tir^s de ces equatioi 
m^tent de yoir que par la transformation continue en D ces ra; 
cbangent respectiyement en r^, r^, n, rc, r, r^, r^, r^. 

On ^tablirait de meme la traftöformation conHnue en A, ei 
en C] seulement ü y a une remarque essentiMe ä faire. D 
marche suiyie pour 6tablir la transformation continue en D nous 
supos^ les points o'a, o\, Oe dans les combles BC, CA, AB: 
etablir la transformation continue en A par exemple^ ils doiyei 
suposes dans les combles BC, BD, CD, c'est-ä-dire que nous ap< 
Kf — ^b, — ^c ce que nous ayons apel6 r«, ri, ri pour etal 
transformation continue en D. 
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Eocemples. — 1. La formnle suiyante qui, ayec nos notations, est 
c^le que Gatalan a don^e dans les Nouyelles Annales 1847 p. 255 

et les trois autres analogues, donent par transformation continue en D 
^(■^i ■•" ^ ~ ^) ° "^ "^ "^ "•" "^ ~ ^' 

V*-« ♦•» V ♦• K K K 

2. Si l'on ap^le a^, \, e^, d^ les intersections de Ao, Bo, Co, Do 
arec les faces opos^es i A, B, C, D; a^, b,, e^, d^ les points de 
contact de la sffere mscrite avec les faces F^, F^, F^, F^; Fi, F, les 
Tolumes des t^tra^dxes a^h^c^d^, a^h^c^d^ on a^) 

"WT a c a 



y.- 



9r«F» 



La transformation continue en 2) apliquee ä ces deus fommles 
done^ Sans qu'il soit besoin de s'areter ä d^finir V^^^ F,^: 

^V'F^Ff^F^F^ 
^'^^(F^+F, + F^)(F, + F^-^F,)(F^+F^-F,)(F, + F,^F,y 



td 4.F^F^F^F^ 

On anrait de mlme^ par transformation continue ea Ä, V^^y V^^ etc. 
Nons ponyons anssi apliquer la ira^ormation continue ä tronyer les 
volmnes analognes des tetraedres corespondants auz sf ^res des combles. 
Soient par ezemple pour la sf^re inscrite dans Tun des combles BC 
ou AB Fi„/, F,^' les yolumes corespondants ä F^, Fj, on a 

%V ' F^F^F^F^ 
^^--{F, + F^-^F^){F,+ F,-F;){F, + F,-F;){F^JtF^^F;)^ 

^ta = AF^F^F^F^ • 



1) Voir Erneat Genty N. A. 1880 p. 627 et 1881 p. 842. 
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Par transformaUon continue en D noas obtiendrons 
^ ^r F^F.F^F^ 

"^''"^ {F, + F,^ F;){F, + F^^ F;)(F^ + F^- F,)(F,+ F, 

Ge 8ont de nooTeans t^remes qa'il ne serait pas aussi sii 
d^montrer par une autre Yoie et dont Tenonc^ d'ailleaiB eüt ete 
ment deym^. 

Yoici un tablean des principaax el^ments de t^ia-aklres traf 
en D, en Äy en B et en C. (Voir p. 255.) 

Dans les quatre transformations V et R devi^ent — V < 
a, ßy y deyifenent n — a^ x — ß, n — yy enfin ly m, n ne chang« 

Dans la transformation continne apliqufe au triangle les e 
dones monia*ent qne les expressions analytiqnes se iaransforment 
nn point M peavent corespondre trois transform^ Continus M^ 
Pour la transformation continue apliqu^ au t^tra^e nous alon 
dans quelques d^tails. 

Si Xy y, Zy i sont les coordon^ normales absolues d'un p 
on a ZV ^ xF^ + yFf, + 0F^ + tF^\ suposons que fy tp, ^, i 
les fonctions des A^ments du t^tra^dre qui donent Xy y, 0, t et 
faf 9af ^af ^a ^ 4^^ devi^ueut fy ify ify quand on leur ap 
transfomuMon conHnue en D. Si Ton transforme conUnuemefi 
r^quation pr^dente^ ^le devient 

- 3F- - f^F, - 9>,F, - t^F, + e^F^y 

d'oü Ton conclut qu'il y a un point M^ dont les coordon^s s 
t^tra^driques absolues sont f^y ip^, if^y — O^y c'est le iransfom 
de M. n 7 a aussi le transformd M^ en A dont les coordon« 
""/li> Va7 ^a; ^af ^^ transfonm en J3 et le transforme en C. 
M^ M^ M^ M^ les transform^ Continus de M de premien 

Je peus conclure de ce qui pr^c^de que si une propriete 
iarique est exprimfe en coordon^ t^tra^driques normales par Vi 
0{x, y, 0y ty Py Qy R . .) et que je d&igne par P^ ö* -Rd • • 
deyi^nent Py Qy R par transfannaäan continue en Dy Vi 
<b{Xy y, 0y —tyP^Q^R^...)'^0 repr^seutenk la propriete p 
transformee en D. 

J'ai apel^ Jfcf^, Jfcf^, M^y M^ transformes Continus de 1**^ 
du point My ils corespondent aus trois transformes contü 
peuyent exister pour un point du triangle^ mais^ dans le t^tri 
peut 7 en ayoir d'autres. En efet, reprenons T^quation 

2V-fäK + VäF, + f^F, + e,F, 
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et Operons snr hie la transformation conHnue en Ä] nous aurou 

- ar~f,,F, - ip^,F, - p^,F, + e,,F, 

Ce qoi montre qu'il y a nn point M^ dont les coordonees a 
Bont — f^^^ + 9dai + i^day — ^daj ü j a de mSme les points j 
dont les coordonees sont ^^, —tp^^y +tdby +^dbi fdcJ Vdcf -^d. 
obtenns en transformafU en J3 et en (7 la m§me equation. 
transfannait en D, By C l'^uation 

3F- - f,F, + <p„F, + t,F, + $,F, 

etc.; on retomberait sur Mjj M^y M^, Ge sont ces trois points qi 
apelons transform^s Continus de M de seconde espece. 

A nn point M, k xme proprio don^ penyent donc core 
7 points on 7 propri^tes par transformation cantinue. Ainsi au 
de coordon^ r, r, r, r corespondent les 4 centres des sf feres ex-i 
de premiere espece o^y Of,, o^y o^ et les 3 centres o«, oi, o'c de 
de seconde esp^ inscrites dans les combles. 

Paris, le 17 septembre 1901. 

Memoire ä consolter: Association fran9aise pour rAyancement des 
CoDgrfes de Be8an9oii 189A. 
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Nene Lelirsätze über die Wurzeln algebraisclier 
Gleicliimgeii. 

Von G. IsENKfiAHE in Trier. 

Zu jeder ganzen rationalen Funktion einer komplexen Yariabeln 
lafst sich eine gewisse komplexe Eonstante angeben, die ihr in eigen- 
tOmlicher Weise angehört und eine sehr merkwürdige Eigenschaft be- 
sitzt. Die Art dieser Angehörigkeit kann yeranschaulicht werden mit 
Hülfe der bekamiten, von Möbius in seinem ^barycentrischen Galcul^' 
zu Ghrunde geirrten Vorstellung. 

Sei die erwähnte Funktion mit f{x) bezeichnet, so hat die Glei- 
chung f{x) = eine endliche Anzahl von Wurzeln, die Funktion f{x) in 
der Zahlenebene eine endliche Anzahl Ton Verschwindungspunkten. 
Diese denken wir uns, jeden an seinem Ort, als gleich schwere Massen- 
punkte, dann besitzt das System einen Schwerpunkt, und eben dieser 
Schwerpunkt kennzeichnet durch seine Lage die Yorhin erwähnte 
komplexe Eonstante, die als eine der Funktion f{x) eigentümlich zuge- 
hörige Ghröfse betrachtet werden kann. In diesem Sinne bezeichne ich 
sie mit dem Namen ,ßchw€rpunM der Funktion f{xY oder auch 
jßchwerpwnkt der Gleichung f(x) = 0." 

Dieser Schwerpunkt nun haftet der Funktion an mit eiuer merk- 
würdigen Beharrlichkeit, welche sich ausspricht in dem Satz^: 

Der Schwerpunkt einer ganeen rationalen Funktion bleibt unver- 
ändert, mag man dieselbe beliebig oft differentiieren, oder unter freier 
Wahl der Integrationskonstanten integrieren, oder a/uch iterieren, 

um diesen Satz zu beweisen, setzen wir: 
fix) -= ic« + (Pi + Sii)Ä»-i + (ft + giO^"' + •••+!>« + ««» 
und bezeichnen die n Wurzeln der Gleichung f{x) » mit a^ + ß\ii 

ArohlT der MaUiemAtik and Phyiik. HI. Reibe. HL 18 
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^ + ßfh ' "f ^n + ßni' Nun folgt ans den Beziehungen zwische 
Koeffizienten und den Wurzeln einer Gleichung, data 

Pi + «1« - - («1 + A» + «1 + fti + • • • + «« + ßni), 
also 

-A-ai + ai+-+««; -qi^ßi + ßf+'+ßn- 

Mithin hat der Schwerpunkt aller Wurzeln die Koordinaten — 

und — - • «i- 

Bezeichnet man den Koeffizienten Pt + qii kurz mit a^, t 
der Schwerpunkt der Gleichung in der Zahlenebene den Platz — 
Diese Eigenschaft lafst sich so aussprechen: 

Hilfssatz. Wenn man den Koeffsiewten des etveUhöehsten l 
einer Gleichung durch die Gradsahl derselben dividiert, den durch 
Quotienten bezeichneten Punkt der Zahlenebene mit dem NuHlpunkt vei 
und die erhaltene Strecke über den NuUpunkt hinaus um sieh selbi 
längerty so trifft man auf den Schwerpunkt der Gleichung. Oder 1 
Der Schwerpunkt einer Gleichung nten Grades äquXlihriert den nte 
vom Koeffieienten des gweithöchsten Gliedes auf die NuU, 

Wenn das höchste Glied der Funktion f{x) noch mit dem J 

a^ behaftet ist, so muCs statt des obigen Ausdrucks • o^ oi 

. -1 cresetzt werden. 

n a^ ^ 

Nach Ableitung des yorstehenden Hülfssatzes beweist sie 

in Rede stehende Satz sehr einfach. Es sei allgemein: 

f{x) = ao^;" + a^x*-^ + a,a;"-« + f- a« = 0, 

mithin die Lage des Schwerpunktes — , dann liefert die Di 

tiation: 

naoO?"-* + (« - l)aia;»-» + (n — 2)a,rc"-« + h a«-i - 

woraus sich wiederum die Lage des Schwerpunktes bestimn 

— i? "" iy/ •= — • Er ist also nicht yerandert worden. 

Ebensowenig wie die erste, kann eine folgende Differentiati 
Lage des Schwerpunktes yerschieben. Das Gleiche gilt offenbi 
der Integration, und die Litegrationskonstante kann dabei keine 
spielen, weil sie — auch wenn die Integration mit einer Fu 
ersten Grades beginnt — niemals Koeffizient des höchsten oder 
höchsten Gliedes werden kann. 
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Neue Lehrsätze über die Wurzeln algebraischer Gleichungen. 259 

Nun bleibt noch die Iteration zu behandeln. Sei wiederum 

fix) = aoÄ?« + a^a^-^ + ha», 

80 erhält man durch Iteration: 

fifix)) = 
ao(«o^ + öiic»-^ + • • • + a*)" + ai(aoa:» + aia:»-i + . • • +aH)'»-H- • •+«,• 

Bei der Entwickelung dieser Reihe brauchen wir uns blofs zu 
kümmern um diejenigen beiden Glieder^ welche die höchsten Potenzen 
Ton Xy also x^»') und a:**~* enthalten. Demnach genügt es zu schreiben: 

f{f{x)) = ao(a5rr(«*) + nal-^a^x-^-^ + ...) + ... + a» 

= a5 + ia:<"') + na;aia:»*-i + f- a«. 

Setzen wir diese Funktion gleich Null, dividieren durch den Koeffi- 
zienten des ersten Gliedes und beachten, dafs jetzt n' den Grad der 
Gleichung bezeichnet, so ergiebt sich für die Lage des Schwerpunktes 
die Gröfse: 

w'aj + i n' a^' 

Er ist also auch durch die Iteration nicht yon der Stelle gerückt 
worden; zu beachten ist aber noch ein besonderer EinzelfieJl. Findet 
nämlich das Iterationsyerfahren nicht auf die Gleichung f{x) = An- 
wendung, sondern, was öfter vorkommt, auf die Gleichung x = f(x) 
und ist dabei f(x) vom zweiten Grade, also etwa gleich a^x^ + c^x + ct^ 
so hat die Gleichung x » f(x) nach dem obigen HiKssatz den Schwer- 
punkt — ^ ~ ' Die erste Iteration liefert das Ergebnis: 

also: 

ajar* + 2ajairr» + a: + o, = 0. 

Demnach ist jetzt die Lage des Schwerpunktes bezeichnet durch die 
Gröfse: 

m 

Er ist also verschoben, kann aber durch keine folgende Iteration noch 
weiter verschoben werden. Denn bei der Gleichungsform x «= f(x) hat 
die vor dem Gleichheitszeichen stehende Gröfse x nur dann einen Ein- 
fluls auf die Lage des Schwerpunktes, wenn sie einen Einflufs auf den 
Koeffizienten des zweithöchsten Gliedes hat, also wenn f(x) quadratisch 
und noch nicht iteriert ist. — 

18* 
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Zum Schlosse fClge ich noch einen weiteren Satz bei, dessc 
weis sich ans dem Hilftsatz sofort ergiebt Wenn aus einer Olei 
nten Ghitdes durch passende Einf&hmng einer neuen unbekannte 
Glied mit der (n — l)ten Potenz dieser Unbekannten entfernt i 
pflegt man die Gleichung eine „reduzierte^ zu nennen, und von 
gilt der Satz: 

Wird irgend eim gegebene OleichnMig reduziert, so erleidt 
beiden Achsen in der ZaKlenAene dadurch eine solche ParäUdversch 
dafs der Schwerpunkt der Gleichung auf die NuU eu liegen komm 

Trier, den 26. April 1901. 
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Die Gesetze der schwarzen Strahlung nnd ihre 
Verwendung. 

Von 0. LuHMER in Cliarlottenblirg. 
(FortsetKimg.) 

3. Ejg^mentdle VermrUichung der schwa/rBen Strahlung von 
— 180^ Cds. bis 2000^ Cels. und darüber. — Zur VerwirkKchung des 
schwarzen Körpers bedienten wir uns für niedere Temperaturen 
doppelwandiger Oefaüse^ deren Zwischenraum durch den Dampf sieden- 
den Wassers^ durch Eis, feste Kohlensäure, flüssige Luft etc. auf 
überall gleichmalsiger Temperatur erhalten wurde. ^) Das innere Grefäfs 
diente als Strahlungsraum und kommunizierte durch ein Bohr mit der 
äulseren Luft. Auf diese Weise erhält man die schwarze Strahlung 
innerhalb der Temperaturen yon 100^ bis — 180^ C. 

Zur Erreichung höherer Temperaturen war man auf Salpeterbäder 
angewiesen^ welche bei etwa 230^ G beginnen und bestenÜEdls noch bei 
700^0 anwendbar sind. Darüber hinaus mufste man zum Ghamotte- 
ofen greifen, der yermittelst Kohle- oder Gasfeuerung geheizt wird. 
Abgesehen dayon, daTs man über eine Temperatur Ton 1400^ G kaum 
hinauskommt, stellen sich bei dieser Art der Feuerung zwei wesentliche 
Schwierigkeiten ein. 

Einmal ist es, wie erwähnt^ selbst mit Hilfe eines doppelwandigen 
Ghamotteofens unmöglich, im strahlenden Hohlkörper eine yollkommen 
gleichmälsige Temperaturyerteilung zu erreichen; femer yerursacht die 
intensiye Gasfeuerung mancherlei Übelstände und bringt starke Tem- 
peraturschwankungen mit sich, die zumal bei Messungen im Spektrum 
sehr störend auf die empfindlichen bolometrischen wie galyanometrischen 
Melsapparate einwirken. 

Diese Übelstände sind beseitigt durch die Konstruktion des in Fig. 1 
bis 3 abgebildeten „elektrisch geglühten^ schwarzen Körpers*), welcher 



1) 0. Lammer nnd E. Pringsheim: „Die Strahlung eines Bchwarasen 
Körpen zwischen 100 nnd 1800<^ C." Wied. Ann. 68, 395—410, 1897. 

8) 0. Lämmer nnd F. Eurlbanm. Ann. d. Phys. (4) 5, 889—836, 1901. 
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bereits bei Erörteniiig des Stefan sehen Gesetzes erwähnt worde] 
Wie schon der Name andeuten soll, dient bei diesem schwarzen E 
der elektrische Strom als Heizquelle. Ein etwa 0^1 mm dickes P 
blech wird zu einem Cylindermantel von 4 cm Durchmesser und 4 
Lange geformt , indem die Rander des Bleches im Enallgasgeblas 
sammengeschweiÜBt werden. Damit die Stromlinien parallel der C jlJ 
achse Terlaufen, sind an die Enden des Platincylinders ringsum dl 
Platinbleche angeschweifsi An diese dickeren Rohransätze sin< 
Zuleitungsbleche b (Fig. 3) geschweilst, die zu den Klemmbacke: 
des Stativs fElhren, denen der elektrische Strom durch dicke Eabc 
geführt wird (Fig. 2). 

In diesen Heizmantel aus dünnem Platinblech pafst eng 
schliefsend das innere der beiden in Fig. 1 gezeichneten Rohri 
schwer schmelzbarer Masse, welches die schwarze Strahlung liefern 

Dieses von der Egl. Porzellanmanufaktnr in Charlottenburg 
gestellte Rohr von 2 mm Wandstärke tragt fest eingebrannt in £ 




Fig. 1. 

Mitte die Querwand 7 und die Diaphragmen 1 bis 6 , welche 
Strahlungsraum vor allzustarker Abkühlung durch die eindrin] 
Luft schützen sollen. Die Querwand 7 hat zwei Löcher, durch w 
die Drähte des Le Chateli ersehen Thermoelementes eingeführt wc 
dessen Lötstelle E sich im Strahlungsraum nahe der Querwand be£ 
Die Diaphragmen a, h, c und d tragen Porzellanröhrchen, und 
enthalten die Drahte des Elementes. 

Das Linere des Strahlungsrohres ist mittels einer Mischung 
Chrom-Nickel- und Eobaltoxyd geschwärzt, welche Schwärzung i 
Temperaturen über 1500° C Stand hält 

Der Platinheizmantel ist so viel länger als das Strahlongs 
dafs das hintere Ende flach zusammengedrückt, das vordere Ende 
konisch verjüngt werden kann, um noch gerade der aus dem vorde 
engsten Diaphragma 1 austretenden Strahlung freien Durchgan 
gestatten (vgl. Fig. 1). 

Zum Schutz gegen den Wärmeverlust durch Ausstrahlung ist 
das Platinrohr an beiden Enden eng anliegend je ein Ring jR (Fi 
geschoben und über diese Ringe wiederum ein passendes Rohi 
feuerfester Masse, sodafs zwischen beiden Rohren ein Luftraum 
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steht. Zum weiteren Schatz ist dieses Überstülprohr noch mit Asbest- 
pappe umgeben. 

Die Lufthülle ist erforderlich, will man den Körper mit einem 
Strom Ton weniger als 100 Amp. Stärke auf die höchste zulassige 
Temperatur yon 1520® C bringen. Oberhalb dieser Temperatur beginnt 
die verwandte schwer schmelzbare Porzellanmasse weich zu werden. 




Fig.J. 



Auch fängt diese Masse dann an leitend zu werden, sodafs das Thermo- 
element beim Wenden des Heizstromes einen Unterschied yon etwa 
25^ erreicht 

Aus Figg. 2 und 3 ist die Montierung imd Stromzuführung dieses 
schwarzen Körpers (K) ersichtlicL Die mit Stellschrauben versehene 
Schieferplatte trägt zwei Paar 
Klemmbacken aus Messing, deren 
Einrichtung aus der Fig. 2 genügend 
zu erkennen ist. Fig. 3 zeigt den 
montierten schwarzen Körper noch 
einmal, von vom gesehen^ sodafs man 
in die strahlende Öfhung blickt. 

Die erreichte Temperaturgleich- 
heit des die „schwarze^' Strahlung 
Uefemden Hohlraumes (5, 6, 7) ist eine überraschende. Zur Beurteilung 
der Temperaturverteüung bedient man sich mit Vorteil der Hdligkeits- 
verteäung im Innern des strahlenden Hohlraumes. 

Im gleichtemperierten Hohlraum müssen bekanntlich alle Hellig- 
keitsunterschiede verschwinden. Da nun die Helligkeit rapid mit der 
Temperatur zunimmt (vgl. Arch. 1, 81), so setzen sich die kleinsten 
Temperaturunterschiede in relativ grofse Helligkeitsdifferenzen um. 
Wenn also, wie bei diesem Strahlungskörper im stationären Zustande, 




Flg.». 
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im strahlenden Hohlranm 5, 6, 7 weder die Blende 6 noch das The 
element E sich Tom Hintergnmd (Querwand) abheben^ so ist der Sc 
berechtigt, daüis die aus diesem Hohlraum kommende Strahlung 
sachlich die ^6kw(xrz^ Strahlung darstellt, und zwar yon derjei 
Temperatur, welche das Thermoelement anzeigt 

Zur Festlegung der „strahlungstheoretischen^ Temperatur 
und zur Entscheidung der Frage, ob den Gesetzen der schwj 
Strahlung, welche wir zum Teil erst noch kennen lernen werden 
Bedeutung von Naturgesetzen zukommt, d. h. ob sie beliebig c 
poliert werden dürfen, war es erwünscht, die schwarze Strahlunj 
möglichst hoher Temperatur zu verwirklichen. Es war yon yomb 




Flg. 4. 

klar, dals oberhalb des Platinschmelzpunktes (etwa 1750® C) da« 
röhr BM^leich auch zum StraMungsrohr gemacht werden mufste. 
Substanzen konnten hierbei nur die sogenannten „Leiter zweiter El 
wie sie in der Nernstlampe Verwendung finden, und die Kohle i 
tracht kommen, welche freilich die unangenehme Eigenschaft h; 
der Luft bei hoher Glut schnell zu yerbrennen. 

Aus yerschiedenen Gründen erschien schliefslich die Kohle al 
geeignetste Material zur Konstruktion hochtemperierter schwarzer Ki 
Um die Verbrennung des elektrisch geheizten Kohlerohres zu yerhii 
wird das Kohlerohr in einem möglichst dicht nach auijsen abgeschlos 
Luftraum geglüht. Aus der Fig. 4 ist die Konstruktion des i 
Kohlekörpers wohl ohne weiteres ersichtlich. 

Obwohl der innere cylindrische Hohlraum des Strahlungsr 
mit der atmosphärischen Luft in Verbindung steht, gelingt es 
ein kaum 1 mm dickes Kohlerohr genügend lange Zeit zu glühen, 
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dab die Wandsi&rke sich wesentlich ändert. Es ist dieser umstand 
deswegen günstige weil dickwandigere Bohre bei den nns zur YerfClgang 
stehenden Stromsl&rken yon 200 Amp. nicht anf die gewünschten 
hohen Temperataren zn erhitzen wären. 

Zur Erzielong einer möglichst konstanten Temperatur kommen 
auch hier nur Akknmolatorenströme in Betracht. Bisher haben wir 
mit diesem ^ohlekörper^ eine Temperatur yon etwa 2000^ C erreicht 
nnd hoffen^ durch Anwendung dünnwandigerer Eohlerohre noch be- 
deutend höher zu kommen. Die dünnwandige Strecke des Heizrohres^ 
welche den Strahlungsraum umschlielst, ist durch Drehen auf der Dreh- 
bank aus dem dickwandigen Eohlerohre gewonnen worden. Die Pfeile 
zeigen den Gang des Stickstoffs an^ mit dem das innere Eohlerohr 
durehspült werden kann.^) 

Mittelst des isoliert eingefQhrten Thermoelementes, dessen Lötstelle 
T sich kurz vor dem als Querwand dienenden Eohlepfropf befindet^ 
ist die Temperatur bestenfalls bis zum Platinschmelzpunkt mefsbar. 
Will man die schwarze Strahlung höherer Temperatur untersuchen, so 
läGst man das Thermoelement ganz fort und benutzt die Strahlungs- 
gesetze selbst, um aus ihnen die Temperatur zu erschliefsen.*) Wir 
kommen hierauf später ausführlich zurück. 

4. Versuch jmr Demonstration der Kirchhoffsdhen HoWomnfheorie 
— Eirchhoff hat aus seinem Gesetz yon der Absorption und Emission 
des Lichtes die Folgerung abgeleitet, dals in einem gleiditemperierten 
Hohlraum erstens die indiyiduellen Strahlungseigenschaften der yer- 
Bchiedensten Eörper") yerschwinden, sodalB diese alle gleichhell erscheinen, 
und AsSb femer ihr Strahlungsyermögen gleich ist demjenigen des 
schwarzen Eörpers yon der Temperatur des Hohlraumes, um diese 
Eonsequenz auch einem gröfseren Ereise anschaulich zu machen, be- 
diene ich mich der in Fig. 5 skizzierten Yersuchsanordnung. In dem 
doppelwandigen Chamotteofen CD befindet sich der kleine Porzellan- 
tiegel pq, welcher durch die Heizspiralen EF bis auf helle Botglut 



1) N&heres siehe im Thätigkeitsbericht der Physik. Techn. Reichsansialt im 
Jahre 1901, abgedruckt in ZS. f. Instrkde. 1902, S. 120 ff. Kürzlich ist es der 
Firma Gebr. Siemens & Co. in Charlottenbnrg gelungen, solche dünnwandige 
Eohlerohre unter Anwendung yon 400 Atm. Druck direkt zu pressen. Auch hat 
sich gezeigt, dafs die Spülung mit Stickstoff fortgelassen werden kann. 

2) 0. Lnmmer und £. Pringsheim: Temperaturbestimmung mit Hilfe der 
Strahlungsgesetze. Physik. ZS. 8. Jahrg., Nr. 5, p. 97—100, 1901. 

S) Ausgenommen sind die luminescierenden Substanzen, deren Strahlungs- 
vermögen nicht eine blofse Fimktion der Temperatur ist. Irrtümlicherweise dehnte 
Kirchhoff obigen Satz auch auf diese Substanzen aus (vgl. Arch. (8) 1, 84). 
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erhitast werden kann. Die Blenden mm und uu schützen den 
ebenso wie der durchbrochene Deckel des Ofens nach Möglichkeit 
den Wärmeyerlust durch Aussta^hlung und gegen die Abkühlt 
folge des Eindringens kalter Luft. Trotz der relativ primitiv« 
Ordnung herrscht im Innern des Heizofens doch eine nahe gleicht 
Temperatur, sodaXs wenigstens die untere Wand und der Bod 
Tiegels gleichtemperiert sind, worauf es allein ankommt. I 

Chamotte eingebetteten Spiral 
aus Nickeldraht gewickelt vo 
1 Quadratmillimeter Querschn 
haben eine Länge von etwa 8 
Beginnt man mit einem Hei 
von 10 Amp. und überläT 
„Olühtopf' sich selbst, so 
infolge steigender Temperat 
Widerstand der Heizspiralen ! 
die Stromstarke ab, sodals bei 
Rotglut sich eine Art stat 
Zustand ganz von selbst eins 
Um die Hohlraumtheorie 1 
hoffs zu demonstrieren, zie 
auf dem Boden des Tieg< 
kalten Zustande mit Hilfe yoi 
und Tinte Strichfiguren, etwa 
und Radien, wie es die F 
andeutet. Wir wissen, dafs 
zu dicke Tintenstriche, welcl 
auf ein blankes Platinblech g 
hat, hell auf dunklem Gru7 
scheinen, sobald man das 
blech bis zum Selbstleuchten 
(vgl. 2, 167 des Arch.). Ebenso verhalten sich die auf imgh 
Porzellan gezogenen Tintenstriche; auch sie heben sich in der 
hitze als helle Schriftzüge auf dunklerem Grunde hervor. Es 
dies daher, dafs das beim Verdampfen der Tinte zurückbh 
Eisenoxjduloxjd auch im Olühzustande wie bei Zinmiertemj 
die Lichtwellen weniger gut reflektiert als Platin und Pc 
es thun, sodafs die Tintenstriche besser absorbieren und siärke] 
tieren. Anders ist die Erscheinung im gleichtemperierten Hol 
Hat sich ein stationärer Zustand eingestellt und man blickt dui 
Öffnung M des Ofens in das Lmere des Tiegels, so sieht ma 




Fig. 6. 
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gleichmäTsig helle Fläche, Yon den Tintenstriöhen jedoch keine Spurl 
Es macht also den Anschein, als ob die beschriebenen und un- 
beschriebenen Stellen das gleiche Emissiönsyermögen hätten, oder als 
ob das Eisenoxyduloxyd yerdampft wäre (vgl. die Versuche von 
St. John, 2, 169 des Arch.). Beides ist nicht der Fall. Denn man 
braucht nur das Wärmegleichgewicht im Tiegel zu stören, um sich von 
der Existenz der Tintenstriche zu überzeugen. Führt man z. B. das 
dickwandige Metallrohr E (in Fig. 2 punktiert gezeichnet) in das Innere 
des Tiegels ein, bis dafs es fast den Boden berührt, so erscheinen auch 
die Tintenstriche wieder hell auf dunklerem Grunde, ganz wie bei einer 
freistrahlenden Fläche. Sobald man aber das Rohr wieder entfernt und 
einige Zeit wartet, bis der stationäre Zustand eingetreten ist, sind 
auch die Striche wieder verschwunden, und der Boden wie die Wände 
des Tiegels scheinen eine einzige helle Fläche zu bilden. 

Dals die Körper im Hohlraum ihre individuellen Unterschiede in 
Bezug auf Reflexion und Absorption nicht verlieren, ist jedenfalls sicher. 

Ebenso sicher ist aber, dafs von den beschriebenen wie nicht- 
beschriebenen Stellen pro Flächeneinheit und Zeitelement die gleiche 
Energie zum Auge strömt. Dieser Effekt ist also nur dann möglich, 
wenn im gleichtemperierten Hohlraum jedem Körper soviel an „er- 
borgter^' Strahlung zu seiner Eigenstrahlung gefügt wird, als er infolge 
seines Refiexionsvermögens weniger emittiert wie der schwarze Körper 
gleicher Temperatur (vgl. 2, 167 des Arch.). Sobald der Hohlraum ge- 
nügend geschlossen und gleichtemperiert ist, herrscht in ihm die 
„schwarze^' Strahlung, und alle nichtschwarzen Körper werden durch 
Reflexion dieser Strahlung wenigstens im Effekt zu schwarzen Körpern 
gestempelt 

Den Einflufs der „erboi^en*' Strahlui^ durch Reflexion ersieht 
man recht deutlich auch aus folgendem Experiment. Läfst man das 
Metallrohr R längere Zeit im Ofen, so erscheinen nach dem Heraus- 
ziehen des Rohres die Striche sogar dunkel auf hellem Grunde! Es 
findet diese Erscheinung ihre Erklärung nur, wenn man annimmt^ dafs 
bei Anwesenheit des Rohres im Ofen die Wände desselben heifser 
werden als der Boden; denn nur dann können die besser reflektierenden 
Flächen (die nichtbeschriebenen) durch erborgte Strahlung mehr ge- 
winnen als die stärker strahlenden, aber schlechter reflektierenden 
Tintenstriche. 

Es läfst sich nun leicht der Moment abpassen, dafs beim ab- 
wechselnden Hineinstecken und Herausziehen des Rohres die Tinten- 
striche abwechselnd hell auf dunklem oder dunkel auf hellem Gbnmde 
erscheinen, dazwischen aber vollkommen verschwinden. Um diese 
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„ümkehnmg^ der Striche aach objektiv zn demonstrieren, 
ich oberhalb der strahlenden öffiinng M eine Eonyexlinse yo 
25 cm Brennweite an, welche auf einem 80 cm darüber befini 
schlag gestellten Schirm ein YergrSfsertes Abbild des Tiege 
entwirft. 

5. Existenz des Maxwell-Bartolischen Ifherdruckes hei Strc 
Vorgängen. — Dnrch die oben besprochenen StrahlungSTersoc 
gleichtemperierten Hohlkugeln ist zum ersten Male mit Si( 
dargethan worden, dafs die „schwarjge StrahUmj^ das S 
Boltzmannsche Gesetz thatsachlich befolgt: 

OD 

(1) fSxdX - const T* - <y 2*, 



fSxdX^^ 



gemäfs welchem die Oesamtstrahlung proportional ist der vierten 
der absoluten Temperatur. Man kann dieses Gesetz als das Funda 
gesetz der schwarzen Strahlung bezeichnen. Solange man str 
Substanzen dem Experimente unterwarf, welche wie Platin n 
Metallozyde in ihren Strahlungseigenschaften Tom schwarzen 
betrachtlich abweichen, konnte man daher unmöglich die 6t 
dieses Fundamentalgesetzes erweisen. 

Nur Tom y^graaen^ Körper durfte man erwarten, dais er dac 
der schwarzen Strahlung befolgen würde. Wenn für diesen 
auch das Emissionsrermögen (Ei) kleiner ist als dasjenige ( 
schwarzen Körpers, so ist laut Definition sein Absorptionsyermöj 
für alle Wellen eine Konstante. Der „graue^ Körper absorbie 
nach relativ alle Strahlen im gleichen Prozentsatz. Ist aber fil 
Körper Ai » consi, so erhält man für ihn aus dem Kirchho 
Gesetze: 

(2) Ei^AxSx 

durch Integration: 



(3) 



jEidX - jAxSxdX - AiJSidX, 



also bis auf den Wert der Konstanten thatsachlich das Stefan 
mannsche Gesetz: 

OD 

(4) fsxdX « CTK 

Ob es solche grauen Körper giebt? Bisher ist jedenfedls nocli 
dem Experimente zu^mglich gemacht worden. 
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Alle anderen Strahlungskörper sind seUJcHv, d. h. sie refiektieron 
die Strahlen yerschiedener Wellenlänge verschieden stark; für sie ist 
also Az eine Funktion der Wellenlänge. Hieraus folgt notwendig^ daTs 
diese selektiven Körper dem Stef ansehen Gesetze nicht gehorchen 
können. Nur falls 

wBxe, könnte gleichfalls das Stefansche Gesetz erfQllt sein. Diese 
Bedingung erheischt aber^ dafs sich das Absorptionsyermögen stark mit 
der Temperatur ändert^ was nicht der Fall ist 

Am selektivsten von allen festen^ feuerbeständigen Substanzen 
scheint das bUmke Platin zu sein, da bei ihm das Absorptionsvermögen 
f)ir die verschiedenen Wellen um mehr als 5007o variiert Ein anderer 
Ausdruck für die stark selektive Eigenschaft des blanken Platins ist 
die Thatsache, dafs seine Gesamtstrahlung innerhalb weiter Grenzen 
proportional zur fünften Potenz der absoluten Temperatur fortschreitet. 
Beim Eisenozyd und bei ähnlichen nichtblanken Körpern liegt die Potenz 
zwischen 4 und 5; wir sehen also, dals nwr der sckwcvrge Körper die 
vierte Potenz befolgty genau wie es von Boltzmann auf theoretischem 
Wege vorhergesagt worden war. Es dürfte daher nicht zu gewagt er- 
scheinen, wenn man aus der experimentellen Bestätigung der Boltz- 
mann sehen Theorie umgekehrt auch auf die (Gültigkeit der ihr zu 
Ghrunde liegenden Hypothese vom Ätherdruck schliefst I Diese bisher 
wenig betonte Schlulsfolgerung war es gerade^ welche laut persönlicher 
Mitteilung Herrn Boltzmann lebhaft für unsere Gesamtstrahlungs- 
Versuche mit dem schwarzen Körper interessierte und ihn einst selbst 
zum Experimente greifen lieüs (vgl 2, 166 des Arch.) 

Der Boltzmannsche Beweis beruht^ wie wir sahen^ auf der An- 
wendung des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie in 
Bezug auf Strahlungsvorgänge und auf der Folgerung aus der elektro- 
mi^etischen Lichttheorie, dafs ein Strahl auf die Flächeneinheit bei 
senkrechter Incidenz einen Druck ausübt, welcher gleich ist der in der 
Yolumeneinheit in Gestalt dieser Strahlung enthaltenen Energie.^) Schon 
vor Maxwell hatte übrigens Bartoli^ auf Grund thermodynamischer 
Betrachtungen gleichfalls die Existenz eines ^^Lichtdruckes'' nach- 
gewiesen. Nach Boltzmann') und Goldhammer ist der Druck bei 



1) GL Maxwell: A treatise of electricitj and magnetlsin Art 792. 1873. 
Deutsche Übenetgrang von B. Weinstein. Berlin 1883. 

S) Bartoli: „Sopra i moYimenti prodotti dalla Ince e dal calore.^' Le 
Monnier 1876. Exners Repert d. Phys. 

8) L. Boltzmann. Wied. Ann. 22, 201—284. 1884. 
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vdOcommener Beflexion doppdt so grofs wie der, welcher auf eii 
Tcommen absorbierende ^^schwarze^ Flache ausgeübt wird. Dafs der 
Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie auf die hier allein 
tracht kommende ^Temperaturstrahlung^^ anwendbar und auch fui 
Wellen gültig ist, folgt zur Eyidenz aus der Gültigkeit des I 
hoff sehen Gesetzes und der daraus gezogenen Schlüsse (Hob 
theorie etc.). Demnach sind die Resultate für die Gesamtstrahlu 
schwarzen Körpers als ein eklatanter Beweis für die Existei 
Ätherdruckes nicht nur, sondern auch für die aus der elektroi 
tischen Lichttheorie gefolgerte Gröfse dieses Druckes anzusehen. 
Als Stütze für diese Schlufsfolgerung können die Yersui 
Lebedews^) angesehen werden. Schon Maxwell selbst hi 
direkten experimentellen Nachweis flr möglich hingestellt un 
schiedene Experimentatoren haben sich bemüht; den Druck zu i 
Aber erst Lebedew ist es^ wenn auch nach langen, rergebliche 
suchen, gelungen, eine mechanische Strahlungswirkung nachzu 
welche die Existenz des Ätherdrucks sehr wahrscheinlich macl 
auch der Gröfsenordnung nach mit der Maxwellschen Theorie 
einstimmt Trotzdem möchte ich, bei aller Hochachtung v< 
experimentellen Leistung Lebedews, Torläufig wenigstens d 
weiskraft der Strahlungsyersuche höher anschlagen als diejeni 
direkten Druckmessung. ^ Wie dem aber auch sei, jedenfalls 
Existenz des Ätherdruckes als soweit erwiesen zu betrachten, da 
ihn bei der Erklärung von Phänomenen heranziehen darf, die bis) 
durch Tage Hypothesen eine Lösung fanden. Dahin gehört die 
tümliche Form der Kometenschweife, deren Richtung von der Son 
man auf eine abstofsende Kraft elektrischen Ursprungs schob 
auch nur einen Anhaltspunkt über das Vorhandensein einer elekt 
Ladung der Kometenmasse zu haben. Sehr viel einfacher ist c 
nähme einer abstofsenden Kraft, welche von der Sonne infolg 
Strahlung auf die äufserst fein verteilte Materie der Kometens« 
ausgeübt wird. Thatsächlich lehren die von Lebedew'), Arrhe 
und in exakterer Weise von Schwarz schild^) angestellten ] 
nungen, dafs der Maxwell-Bartolische Ätherdruck als Hauptt 
bei der Bildung der eigentümlichen Formen der Kometenschwc 
zusehen ist. 



1) P. Lebedew. Ann. d. Phyaik Bd. VI, p. 438—468. 

2) Vgl. auch M. Thiesen: Yerbdlgn. d. Deutech. phjs. Ges. 8, 177 

3) P. Lebedew. Wied. Ann. 46, 292—297, 1892. 

4) Svante Arrhenins. Physik. ZS. 11. Jahrg. Heft 6 n. 7. 

6) E. SchwarzBchild. Sitzgsber. d. Münch. Akad. 1901, Heftm, p. 21 
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6. Massenanziehung (Oravitation) und Massenabstofswng (Äther- 
druck): — Durch die Existenz des StrahluDgsdruckes, welchen die Massen 
infolge ilirer Temperatur auf einander ausüben, kommt in die Betrach- 
tung der NaturYorgänge ein ganz neues Moment, insofern als der 
MassenancrieAti^ infolge der New ton sehen Schwerkraft eine Massen- 
abstofsung infolge der Temperaturstrahlung oder des Ätherdruckes ent- 
gegenwirkt. 

Fallt eine ebene Welle senkrecht auf eine YoUkommen schwarze 
Ebene, dann erleidet diese einen Druck in Richtung der Strahlen, der 
gleich ist der in der Yolumeneinheit enthaltenen Energie E des Wellen- 
zuges. Eine vollkommen schwarze Kugel vom Radius q fängt einen 
Strahlenbüschel vom Querschnitt q^^ ab; auf sie wirkt also der Druck: 

(1) D = Q^ütE. 

Diesem Strahlungsdruck wirkt die Anziehungskraft infolge der 
Schwere entgegen. Diese Kraft ist gleich der Masse der Kugel mal 
der Beschleunigung, welche sie infolge der Anziehung durch die 
Strahlungsquelle erhält. Bezeichnen wir die Beschleunigung mit G und 
das spezifische Gewicht des Kugelmaterials mit s, so erhalten wir dem- 
nach für die Anziehungskraft: 

(2) S^iQ^zsG, 

Falls wie bei der Einwirkung der Sonne auf die Planeten die 
Entfernung r beider grofs ist, wirken sowohl die Druckkraft wie die 
Schwerkraft umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung. 
Dieses Gesetz bleibt für die Schwerkraft erhalten, bis der Planet an 
die Sonnenoberfläche heranrückt; dagegen hört die Gültigkeit dieses 
Gesetzes für die Druckkraft schon früher auf, da sich in der Sonnen- 
nahe die Energie nicht mehr auf konzentrischen Kugelschalen aus- 
breitet. Mit Ausnahme dieses Grenzfalles ist somit die resultierende 
Kraß F unabhängig von der Entfermmg, also eine für jeden Körper 
charaikteristische Konstante. Drücken wir die Resultierende aus in Bruch- 
teilen der Schwerkraft, so erhalten wir: 

(3) ^ s ^^TJiG> 

d. h. die zur Geltung kommende resultierende Kraft hängt bei ge- 
gebener Strahlungsquelle nur ab von dem spezifischen Gewicht s und 
dem Radius q des bestrahlten Körpers. 

Wir wollen die Gröfse der Resultierenden in Bezug auf die Sonnen- 
strahlung berechnen. 
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Ist 8 die gesamte Strahlungsmenge, welche die Soimens 
in der Richtung ihrer Fortpflanzung pro Zeiteinheit einer sei 
dazn stehenden schwarzen Flache zuführen und t; die Lichtgesch^ 
keit^ so wird die im Yolnmendefnent enthaltene Energie od 
Mazwellsche Ätherdruck: 

V 

Die yySdarkanstant^ betrage 3 gr Ealorieen pro Quadratcentimel 
Minute; also wird der Erdoberflache in jeder Sekunde die Energie 

o^ »grcal ^QQ5 lO'^erg • 
60 sec cm» ' 289 sec cm* 

zugeführt. Die Lichtgeschwindigkeit ist v — 3 • 10**^ — ; also € 

wir für den Ätherdruck an der Erdoberfläche: 

^ 0,06 ' 10** cm» gr 

^"^«89 -8 . 10»« sec« cm»' 
oder rund: 

(4) -B« 0,7. 10-*-^. 

V / 'cm sec» 

Diyidieren wir diese Grölse durch die Fallbeschleunigung an d< 
g » 980,6 cm/sec^, so erhalten wir die Druckkraft in Grammge' 
ausgedrückt: 

Die Druckkraft D auf die schwarze Engel Tom Radius q ^ 1 
somit: j^ _ ^,^^ _ 2^ ^^, ^^^^ 

Ehe wir zur numerischen Berechnung der auf die Kugel ausj 
Anziehungskraft übergehen, wollen wir den Druck berechnen, 
Sonnenstrahlen auf die gesamte Erdoberfläche ausüben. Laut 
ist der Druck pro Quadratmeter rund 7, mg. Der Erdradius 
etwas über 6000 km (genau 6367 km); also fängt die Erd< 
Strahlencylinder vom Querschnitt q^x = 36 • 10* • 10* • sr = 11 
Quadratmeter ab. Der Druck auf die als schwarze Flache g 
Erdoberfläche wird demnach: 

1 . 113 . 10" mg - 75 . 10« kg - 7,5 - 10* Tonnen. 

Dieser Druck wächst, wie erwähnt, umgekehrt proportional zum i 
der Entfernung. Da die Entfernung der Erde von der Soni 
216 Sonnenradien beträgt, so würde der Druck der SonnenstraJ] 
Flächeneinheit an der Oberfläche der Sonne rund (216)* = 47 C 
so grofs sein als an der Erdoberfläche, also etwa 3,5 • 10^ Ton 
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Was nun die Anziehungskraft infolge der Schwere betrifft, so ist 
auch diese zu berechnen , wenn wir die Beschleunigung G kennen, 
welche ein Körper durch die Schwerkraft der Sonne erhält. Aus der 
Bahngeschwindigkeit t; der Erde und ihrer Entfernung r von der Sonne 
folgt die Ton der Sonne auf die Erde ausgeübte Normalkraft oder die 
Sonnenacceleration : 

r 

Setzen wir t; = 3 • 10* — und die Entfernung J? « 15 • 10^* cm, so 
wird demnach: 

In Bezug auf die Erde wird also die Anziehungskraft: 
fif = ip»«sG=.6.10"M(DyBe) 

oder in Grammgewichten ausgedrückt rund: 

S « 6 . 10** gr Gew. = 6 . 10^« Tonnen. 

Die Anziehung der Sonne auf die Erde infolge der Schwerkraft über- 
wiegt also bedeutend die Abstofsung infolge des Strahlungsdruckes. 

Um zu erfahren, wann beide Kräfte einander gleich werden, gehen 
wir auf die Gleichung (2) für die resultierende Kraft zurück. Mit 
Hilfe der Werte von E und G erhalten wir als Ausdruck für die 
Resultierende in Bezug auf einen Körper yom Radius q cm und vom 
spezifischen Gewicht s den Wert: 

F^i » OJ • 10-* 

4 . 0,6 ps 
oder rund: 

(7) F^\^^—^ 

Hieraus folgt das interessante Resultat, dafs der Druck gleich der 
Schwerkraft wird, dafs sich also die Massenanziehung seitens der Sonne 
und die Abstofsung infolge der Sonnenstrahlung gerade aufheben, falls 
das Produkt 95= 10~* ist. 3ctzen wir das spezifische Gewicht 5 » 1, 
so tritt dieser Fall bei einem Radius ron (f = 10~~^ cm »= 0,001 mm = 1 ^ 
ein. Frei im Räume vorhandene Wassertröpfchen würden also an- 
gezogen werden, frei schweben oder abgestofsen werden, je nachdem 
ihr Radius gröfser, kleiner oder gleich Ift wäre. Hiemach würden 
also gerade die Tröpfchen, deren Gröfse von der Ordnung der Wellen- 
länge ist, weder abgestofsen noch angezogen. Tröpfchen vom Radius 

ArchiT der Mftthemattk und Physik. HL Reihe. TU. 19 
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^ i^ m benr. ^ ^^ « würden dagegen naeh der dargelegten Theorie 
mit einer Kraft abgestolsen werden, welche die Schwerkraft der 
am da« Zehnfache bezw. Hmndertfaehe übertrifft. 

Ans dieser Theorie sind ron Lebedew^) und Arrhenins^) Sc 
gezogen worden anf die Kon^tntion and Bildnng der Eometenscl 
Ehe wir ihrem Gedankengange folgen, wollen wir die Beding 
prüfen, anter denen die erhaltenen Besaltate gültig sind. 

Der in (7) für die resultierende Kraft F aufgestellte Ausdn 
anter der stillschweigenden Toraussetzang gewonnen worden^ di 
beeinflulste Kugel rom Radius p die ganze Ton ihrer ÄquivaleD 
Q^x abge&ngene Strahlungseneigie auch thatsachlich absorbierl 
weder Energie reflektiert noch beugt. Die erstere Bedingung ist 
falls die Kugel im Kirchhoffschen Sinne absolut schwarz \i 
zweiten Bedingung wird aber nur genügt, wenn die Dimensi 
Kugel grols ist gegenüber der Lange der au£Fallenden Wellen. 
wird F =^0 gemäls der obigen Theorie nur für den Fall, di 
Kugelradius etwa 1 fi betragt, also Ton der GroJsenordnung der ^ 
lange der maximalen Strahlungsenei^e der Sonne ist. Beka 
liegt das Energiemaximum der Sonnenstrahlung nach den Yei 
Langleys im gelbgrünen Teil des Normalspektrums, für dei 
unser Auge am empfindlichsten ist Und soll die Abstolsung c 
Ziehung überwiegen (F<0), dann muJs der Kugelradius soga; 
1 ft herabsinken. Gerade bei so kleinen Kügelchen aber fängt d 
fiufs der Beugung an sich bemerklich zu machen, und dieser 
umsomehr, je kleiner der Kugelradius im Vergleich zur Well* 
wird. Da aber a priori klar ist, dafs bei genügender Kleinh 
beugenden Schirms die Lichtbewegung um denselben herumgeht^ 
auch im „geometrischen Schatten^ Lichtenergie yorhanden ist, 
jene einfache Theorie unter Vemachlässigung der Beugung ge: 
auf gültig zu sein, wo sie anfängt bei ihrer Anwendung auf die ] 
der Kometenschweife interessant zu werden. Diese Theorie leh 
die Abstolsung mit abnehmender Gh-öfse des Kugelradius stetig 
aus den bekannten Erfahrungssätzen der Beugung kann man sc] 
dafs dagegen bei sehr kleinen Kugelradien der Ätherdruck wie< 
schwinden, die resultierende Kraft F also positiv werden i 
Schwerkraft über den Strahlungsdruck wieder überwiegen mul 
Urteil über die Gböfse der Tröpfchen, bei der die Abstofstmg 



1) P. Lebedew. Rapports au Congr^s Internat, de Phys. Paris, ( 
Villarg, 1900. 

2) a. a. 0. 
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in die Anziehung übergeht, kann man aber nur durch eine genaue 
Theorie unter Berücksichtigung der Beugung gewinnen. Diese Theorie 
ist kürzlich von K. Schwarzschild^) gegeben worden 

Die Theorie von K. Schwarzschild: — Um einen maximalen 
Wert für die Druckkraft zu gewinnen, stellt Schwarzschild in der 
citierten Arbeit seine Berechnung an unter der Voraussetzung, dafs 
die beeinfluJGste Kugel eine absolut spiegelnde Oberfläche hat. Wie 
schon erwähnt, erfährt eine vollkommen spiegelnde Ebene bei senk- 
rechter Incidenz einen doppelt so grofsen Druck wie eine vollkommen 
absorbierende, schwarze Ebene. Gleichwohl lehrt eine einfache Be- 
rechnung, dafs eine vollkommen spiegelnde Kugel vom Radius Qj welcher 
grofs im Vergleich zur Wellenlänge ist, genau denselben Druck 
erfahrt {q^tc) wie eine ebenso grofse schwarze Kugel. Nach Schwarz- 
schild ist also der Druck auf eine spiegelnde Kugel vom Radius 9 
gleich Q^%Ey wenn E wieder die im Volumenelement enthaltene 
Energie ist. 

In dem anderen Grenzfall, wo der Kugelradius if seihst gegen die 
Wellenlänge noch Mein ist, wird der Ätherdruck dagegen: 

(8) IbTC^^.E. 

Für den Gh^nzfall, dafs der Kugelradius sehr klein im Vergleich zur 
Wellenlänge wird, berechnet Schwarzschild auch die Intensität des 
diffus zerstreuten Lichtes und findet das von Lord Rayleigh*) für 
durchsichtige Körperchen abgeleitete Resultat, dafs diese Intensität um- 
gekehrt proportional der vierten Potenz der Wellenlänge ist. 

Am interessantesten sind die Resultate für Kugeln von der Grofsen- 
Ordnung der Wellenlänge, welche in der folgenden Tabelle wieder- 
gegeben sind. In ihr bedeutet V das Verhältnis des wirksamen Ather- 
druckes D zur auffallenden bezw. abgefangenen Enei^e tcq^E] aufser- 

dem ist zur Abkürzung p » -y^ gesetzt worden Es wird denmach 

das Verhältnis V gleich 1 für sehr grofse Kugeln, wahrend es für sehr 
kleine Werte von q laut Gl. (8) gleich ^%p* wird. Auch für diese 
GröÜBe sind einige Werte berechnet, welche zeigen, dafs der Ausdruck (8) 
für alle Werte von 9 = bis 9 == A/12 noch ziemlich richtige Resultate 
liefert. 



1) E. SchwarzBchild: „Der Druck des Lichtes auf kleine Kugeln und die 
ArrheniuBsche Theorie der Kometenschweife/' Münch. Akad. Ber. 1901, Heft in, 
p. 293—388. 

2) Lord Bayleigh. Philos. Magazine 1871. 

19* 
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Tabelle. 



p-r 


•A 

0,08 


V, 


n 


1 


Y2 


2 4 


2qIX 


0,16 0,22 


0,32 


0,45 


0,64 


1,27 


F = _.^. 
^ ?•»£ 


0,018 


0,35 


1,07 


2,42 


2,16 


1,31 


1,22 


Vp* 


0,018 


0,29 


4,67 











Aus dieser Tabelle erkennt man aolserdem^ dafs der aus der ein: 
Theorie gefolgerte Druck D = Q^nE oder F= 1 mit einer Genai 
Yon 25 7o etwa bis herab zu Kugeln von % Wellenlängen Radius ri 
Werte liefert. Allgemein gilt daher: ,^as Verhältnis V des wirk 
Druckes zur aufgefangenen Unergiemenge (f^itE steigt yon de 
grolse Kugeln gütigen Wert Eins langsam an, wenn man den \ 
radius verkleinert. Ist dieser bis auf etwa Vs Wellenlänge ges 
so erfolgt ein rapides Anwachsen von F, welches bei Y^ Welle 
Radius zu einem Maximum gleich 2,5 führt Bei weiterer Verkleu 
Yon Q sinkt V noch rapider ab, als es- vorher angestiegen ist. 
(f =^ XJIO ist es bereits wieder unter die Einheit herabgesunke 
nimmt alsbald verschwindende Werte an.^ 

Mit Hilfe dieses Resultates und unter der Annahme, dafs < 
samte Sonnenstrahlung aus gelbgrünen Wellen besteht („Norms 
dafs das spezifische Gewicht der Kugelmaterie gleich 1 ist, und d 
Solarkonstante 2,5 beträgt, zieht Schwarzschild folgenden wie 
Schlufs auf das Verhältnis W der Druckkraft zur Schwerkrai 
Normaifaü wird der Druck des Sonnenlicfites gleich der Schwerhn 
bald der Kugdradius bis auf lj25 X oder 0^75 /i herabsinkt Bei t 
Verkleinerung der Kugd wächst der Druck über die Schwerkraft , 
bis er sie bei einem Kugdradius von 0,15 k = 0,09 ft um das j 
übertrifft Von diesem Maximalwert sinkt der Druck schnell 
und unrd bereits für den Kugdradius 0,06 1 = Ofi35 /t wieder der t 
kraft gleich, um sich dann rasch der NuU zu nahem. 

In Wirklichkeit besteht aber die Sonnenstrahlung aus Welle 
Gröfsen. Unter Benutzung der L an gl ey sehen Messungen ül 
Verteilung der Energie im Spektrum der Sonne erhält Schwarz 
das Resultat, dafs infolge dieser Energieverteilung der Maximalwe 
des Verhältnisses W auf die Hälfte des für den Normalfall g 
Wertes, also auf etwa 10 reduziert wird. 



Digitized by 



Google 



Die Gesetze der schwarzen Strahlung und ihre Verwendung. 277 

7. Anwendung der Äßierdruckfheorie auf die Gestalt der Kometen. — 
Auf (Jrund der Torgetragenen Theorie vom Atherdruck arbeiten sich 
also stets die Massenanziehung infolge der Schwere und die Abstofsung 
infolge der Temperaturstrahlung entgegen, und die Resultierende beider 
Kräfte hängt bei genügender Entfernung beider Körper von einander 
lediglich ab von der Gröfse und dem spezifischen Gewicht der Körper. 
Denken wir uns also eine Strahlungsquelle, z. B. die Sonne, und auTser 
ihr in genügender Entfernung eine Kugel von gewisser Masse mit der 
Anfangsgeschwindigkeit Null gegeben, so wird diese Kugel zur Sonne 
in geradliniger Bahn angezogen werden, frei schweben bleiben oder 
von der Sonne in geradliniger Bahn abgestoisen werden, je nachdem 
die Resultierende zwischen der Schwerkraft und dem wirksamen Ather- 
druck positiv, gleich Null oder negativ ist. 

Hat aber die Kugel eine von Null verschiedene Anfangsgeschwindig- 
keit, so wird die Kugel in einem Kegelschnitt sich der Sonne nahem, 
in der anfänglichen Richtung geradlinig weiter eilen oder in einer 
Hyperbel von der Sonne sich entfernen, je nachdem, die Schwerkraft 
gröfser, gleich oder kleiner als die Druckkraft der Sonne ist. 

Die Planeten unseres Sonnensystems bewegen sich in Ellipsen um 
die Sonne, in deren einem Brennpunkte die Sonne steht. Die Resul- 
tierende beider wirksamen Kräfte ist hier also positiv; thatsächlich 
lehrt eine einfache Berechnung, dafs bei allen Körpern von der Gröfse 
•der Planeten die Druckkraft gegenüber der Schwerkraft verschwindend 
klein ist. Ob der Atherdruck mitwirkt oder nicht, kommt in diesem 
Falle praktisch auf dasselbe hinaus, und die aus den Bahnelementen 
unter Zugrundelegung des Newtonschen Gravitationsgesetzes be- 
rechneten Massen der Planeten dürften kaum geändert werden, wenn 
man auiser der Schwerkraft auch die Druckkraft der Strahlung be- 
rücksichtigte. Dies ist anders bei einem Körper von so geringer Masse, 
dafs gerade eben noch die Resultierende beider Krafte positiv bleibt. 
Hier dürfte die Aufserachtlassung der abstofsenden Kraft und die 
alleinige Berücksichtigung der Newtonschen Schwerkraft zu falschen 
Resultaten in Bezug auf die Masse der bewegten Körper fähren, eine 
Folgerung, welche meines Wissens noch nirgends hervorgehoben 
worden ist. 

Wie grofs die Druckkraft gegenüber der Schwerkraft ist, läfst sich 
schlechterdings nicht sagen, wenn nicht aus anderweitigen Daten die 
Gröfse des bewegten Körpers und seine Dichte bekannt sind. Denn da 
beide Kräfte dem gleichen Entfemungsgesetz gehorchen, so behält ein 
Körper seine planetarische Bahn um die Sonne dauernd bei, die er 
einmal infolge seiner anfänglichen Geschwindigkeit und anfänglichen 
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Entfemung Yon der Sonne unter dem Einflalfl der Resultierenden 
beiden Kräfte angenommen hatte, wie Mein auch die BesuUiercnc 
Da die Resultierende aber erst bei Körpern von der Orofsenorc 
der Wellenlange des wirksamen Lichtes Null wird, so konnte di< 
herige Nichtberücksichtigung des Strahlungsdruckes keinen wesentl 
Schaden anrichten. Die Einführung des Strahlungsdruckes ii 
Astronomie hat also die günstige Folge, an den bisherigen astronomi 
Erkenntnissen praktisch nichts zu ändern, während sie geeign< 
bisher rätselhafte Erscheinungen au&uklären und auf bekannte 
gänge zurückzuführen. 

Dahin gehören die eigentümlichen Erscheinungen, welch« 
Kometen darbieten, um die merkwürdige Gestalt und Richtim 
Kometenschweife zu erklären, muiste man eine absiofsende Kraf 
führen, welche dem Oesetz yon der Massenanziehung derartig i 
spricht, dafs man sie elektrischen Ladungen zuschreiben zu m 
glaubte, ohne freilich für diese Annahme genügende Anhaltspunl 
haben. Nach den Berechnungen von Bredichin^) mufs die abstoJ 
Kraft der Sonne die Schwerkraft um das 1,5- bis 18 fache überti 
will man auch die gestrecktesten Kometenschweife erklären. Vi 
von der Sonne auf die Schweifmaterie ausgeübte Abstofsung m 
der Atherdrucktheorie zu erklären, braucht man nur anzunehmen 
die Kometenschweife aus lauter kleinen Körperchen oder Kü^^c 
bestehen. Da bei diesen das Verhältnis Ton Anziehung infolg 
Schwere und yon Abstofsung infolge der Sonnenstrahlung led 
eine Funktion der Gröfse und des spezifischen Gewichts der Sei 
materie ist, so wird die Resultierende für die yerschieden g] 
Körperchen eine ganz yerschiedene sein. 

Denken wir uns einmal, es werde eine in elliptischer Bah 
die Sonne eilende Weltkugel durch irgendwelche Einflüsse kleine 
kleiner. Dann ändert sich infolge Abnahme der Resultierenden 1 
wirksamen Kräfte dauernd die Bahn, diese geht in andere und a 
Ellipsen bzw. Kegelschnitte über, bis bei genügender Kleinheit die ] 
in tangentialer Richtung zur augenblicklichen Bahn forteilt, um bei 
kleinerer Grö&e in einer Hyperbel konvex zur Tangente yon der ! 
abgestofsen zu werden. Diese nach einander folgenden Zustände w 
gleichzeitig eintreten, wenn ein in elliptischer Bahn um die i 
kreisender Körper plötzlich in Stücke der verschiedensten Gröfse 
fallt. Alle diejenigen Teile, welche genügend grofs sind, werdci 



1) Bredichin: „Revision des valeurs numdriques de la force rt?p 
Leipzig, Vofs. 1886. Ann. de TObserv. de Mobcou 1886. 
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ursprünglichen Bahn folgen. Welches ist die Gröfse dieser Stücke? 
Nehmen wir an, unsere Astronomen könnten die Änderung einer Bahn 
aus ihren Zeitbestimmungen etc. merken, falls die Schwerkraft sich 
nur um ^^^0 ^d^^; dann würden für die Astronomen alle diejenigen 
Teile der ursprünglichen Bahn folgen, deren Radius gröfser als 1 cm 
ist. Dabei ist das spezifische Gewicht gleich 1 gesetzt. Alle kleineren 
Stücke werden andere Bahnen einschlagen und zwar ebenfalls Ellipsen, 
bzw. Parabeln und Hyperbeln von immer gröfserer Excentrizität, je 
naher ihre Radien dem kritischen Wert liegen, für welchen die Resul- 
tierende F^O ist. Es findet demnach eine Streuung statt. Die Teilchen 
mit dem kritischen Radius eilen in tangentialer Richtung zur ursprüng- 
lichen Bahn fort und trennen diejenigen Körper, welche auch nach 
dem Zerfall der Zentralbewegung um die Sonne folgen, von denjenigen 
Teilchen, welche sich mit der Zeit dauernd von ihr entfernen. Zu den 
abgestofsenen Teilchen gehören alle diejenigen, für welche die Resul- 
tierende negativ ist, also nach der Schwarzschildschen Berechnung 
nur diejenigen Eörperchen, deren Radien zwischen 1,25 A und 0,15 X 
gelegen sind, welche Strecke wir als „kritische Zone^^ bezeichnen 
wollen. Bei den noch kleineren Teilchen soll wieder die Schwerkraft 
überwiegen, sodafs auch sie elliptische bzw. parabolische und hyper- 
bolische Bahnen um die Sonne beschreiben müfsten. 

Zerfällt also ein Planetoid in einen Haufen von Körperchen jeder 
GrölSse, dann wird sich im weiteren Verlauf ein Komet mit „Kopf' und 
„Schweif*^ bilden müssen. Alle Teilchen, deren Gböfse oberhalb und 
unterhalb der hritischen Zone gelegen ist, werden in den verschiedensten 
Kegelschnitten ihren Weg um die Sonne fortsetzen, und von ihnen werden 
nur diejenigen die ursprüngliche Bahn beibehalten, deren Radius gröfser 
als 1 cm ist. Diese bilden den ,;Kopf" des Kometen. Alle Teilchen 
dagegen, deren Radien innerhalb der „kritischen Zone'' liegen, werden 
aus dem Verbände ausgestofsen und solange von der Sonne fortgetrieben, 
bis sie durch irgendwelche Umstände so klein geworden sind, dals 
auch für sie wieder die Schwerkraft überwiegt. Dann verwandelt sich 
auch bei ihnen wieder die Abstofsung in eine Anziehung, und sie eilen 
in Kegelschnittkurven der Sonne zu. 

Ob der Strahlungsdruck auch eine Rolle gespielt hat bei der 
Bildung der leuchtenden Nachtwolken, welche man nach dem Aus- 
bruch des Krakatoa 1886 in enormen Höhen beobachten konnte? 
Auch sie sind jedenfalls von solch winzigen, an Staubkemen konden- 
sierten Wassertröpfchen gebildet gewesen. Die herrlichen Dämmerung- 
erscheinungen, welche durch die Krakatoastaubwolken in der Nähe 
unserer Erdoberfläche damals hervorgerufen wurden, lassen ebenfalls 
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auf die Kleinheit dieser Partikelchen von der Grobe der Wellenli 
schlielsen. 

Auch dürfte aus dieser Ätherdrucktheorie hervorgehen, dafe 
Sonne zwar ihre kleinsten Partikelchen, z. B. kondensierte Dampf- 
Oasteilchen, weit Ton sich fortzuschleudern yermag, dab aber gk 
wohl diese schliefslich wieder zu ihr zurückkehren werden, wenn 
eine gewisse E^leinheit überschritten haben. Nur diejenigen Körperc 
deren Gröfse innerhalb der „kritischen Zone^^ liegen, und welche i 
Gröfse beim Passieren d^ Sonnenatmosphäre auch beibehalten, wei 
dauernd abgestofsen und eilen in den unendlichen Weltenraum hii 

Denken wir uns nun einen am Himmel auftretenden Eom 
durch Zerfall eines Körpers entstanden, so wird er den oben geschilde 
Prozefs Yon neuem durchmachen, sobald er der Sonne nahe gi 
kommt. Infolge der Sonnennahe wird notwendig durch die enc 
Strahlung der Sonne ein Zerfall der Kometenteilchen eintreten, un 
wird eine Streuung bezw. Schweifbildung in dem geschilderten S 
stattfinden. Thatsächlich beobachtet man auch, dab sich der Komi 
schweif bei Annäherung an die Sonne oft ins Ungeheure verlänj 
wobei gleichzeitig seine Helligkeit bedeutend zunimmt So konnte 
Komet von 1882 selbst am hellen Tage gesehen werden, bis sein 1 
in der Sonnenscheibe verschwunden war! Findet aber in der Son 
nähe ein derartiger Zerfall in Teilchen der yerschiedensten Gröfse s 
dann ist auch eine notwendige Folge, dals der Schweif von der S< 
abgewendet sein muis. Je weiter sich der Komet von der Sonne 
femt, um so geringer wird die Einwirkung der Strahlung, bis t 
haupt kein Zerfall mehr eintritt. Gleichzeitig weichen die Bahnen 
yerschiedenen Teilchen immer mehr von einander ab, und die F 
davon ist, dafs schliefslich nur noch die den Kopf bildenden grofs 
Stücke beisammen bleiben. Bei mehrfacher Wiederholung dieses 
fallprozesses, denen die periodisch wiederkehrenden Kometen natürlic 
weise unterworfen sind, mufs somit eine Auflösung des Komete: 
einen Stemschnuppenring eintreten. 

Es ist jetzt nur noch die Frage zu diskutieren, ob in den 
obachteten Kometen Körperchen von der Dimension der Wellenli 
und darunter vorkommen. Diese Frage ist zu bejahen, da man s 
AnlaCs hat, anzunehmen, dafs der bewegliche oder gleichsam „flucht 
Teil der Kometen aus Kohlenwasserstoffen besteht, die sich in F 
feinster Kügelchen an kosmischen Staubpartikelchen als Kondensati 
kerne niederschlagen. Durch Zersetzung der Kohlenwasserstoffe wei 
diese Kügelchen zumal in der Sonnennähe verdampfen und sich 
kleinem; die ausgestofsenen Dämpfe der höher siedenden Kohlenwac 
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Stoffe werden sich wieder kondensieren, eyentuell reinen Kohlenstoff 
oder Bofs abscheiden, and so dürfte sich die Seh weif bildung, die 
Schweifrichtung und die Schweifverlängenmg bei Annäherung an die 
Sonne leicht erklären. Nur ein Widerspruch bliebe noch zu losen. 
Während nämlich Bredichin aus der Form der gestrecktesten Kometen- 
schweife auf eine Abstofsung schliefsen zu müssen glaubt, welche die 
Schwerkraft um das ISfache übertrifft, ergiebt die Schwarzschildsche 
Berechnung für das Verhältnis beider Ejäfte bestenfalls die Zahl 10. 
Dabei ist aber zu bedenken, daTs das spezifische Gewicht der Kohlen^ 
Wasserstoffe nur 0,8 beträgt, und dafs femer die Solarkonstante nach 
Langley gleich 3, nach Angström sogar gleich 4 zu setzen ist^ während 
sie bei der Berechnung von Schwarzschild nur gleich 2,5 angenommen 
war. Auch dürfte die Sonnenstrahlung im freien Äther an Intensität 
diejenige in der H&he der Erdoberfläche noch übertreffen. Aus alledem 
glaube auch ich, dafs die ZurücJcführimg der an den Kometen beobachteten 
Abstofsungshräfte auf den Dnuik der Sonnenstrahlung im Bereich der 
Möglichkeit liegty und dafs die Kometentheorie von Lebedew und 
Ärrhenius ernster BeacfUung wert ist. (Forts, folgt.) 

Charlottenburg, im Juni 1902. 
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Jacques Hadamard. La s^rie de Taylor et son prolongement 
lytiqne. Paris C. Naud 1901. Vm und 100 S. 8®. 
Das Prinzip der analytischen Fortsetzung einer Potenzreihe mi 
gehenen Koeffizienten war durch Weierstrafs und Meray zwar vollkoi 
definiert und in seiner grimdlegenden Bedeutung für die Funktionei 
seither allgemein anerkannt worden; im Grunde genommen ist man 
Jahrzehnte lang üher jene Definition seihst nicht hinausgekommen: es 
durchaus an analytischen Hülfsmitteln, um dieselbe für die weitere 
hildung der allgemeinen Funktionenlehre ausreichend nutzbar zu m: 
Herrn Hadamard gebührt das Verdienst, durch seine 1892 publ 
Abhandlung: Essai sur Vetudc des fonctions dotme'es par Icur dcvclopi 
de Taylor^) dem fraglichen Probleme in äufserst erfolgreicher Weise 
geti-eten zu sein und zu weiteren Untersuchungen in dieser Richtui 
geregt zu haben. Er hat sich neuerdings der dankenswerten Mühe 
zogen, die inzwischen mächtig angewachsene Litteratur über den ü-ag 
Gegenstand zu sichten und die bisher gewonnenen Ergebnisse sam 
Methoden, welche zu ihnen geführt haben, in übersichtlicher und an 
lieber Weise zusammenzufassen. Bei dem allgemeinen und aktuellen 
esse, welche diese H.sche Schrift zweifellos beanspruchen darf, ma 
folgende, von einigen kritischen Bemerkungen (in Form von Fnfsnote 
gleitete, gedrängte Darstellung ihres wesentlichen Inhalts manchem 
dieser Zeitschrift vielleicht nicht unwillkommen erscheinen. 

I.') Von dem Begriffe der holomorphen (nach Cauchys Termine 
synektischen)^ d. h. wohldefinierten und im komplexen Sinne dififerenzie 
Fimktion f(x) ausgehend, gelangt Herr H. vermittelst der Cauchj 
Darstellung von f(x) durch ein Randintegral zur Taylor sehen Reih 
hiermit zum Begriffe der analytischen Funktion im Weier straf 
Sinne.') 



1) Joum. de math. (4) 8 (1892), p. 101—186. 

2) Die Nummern I bis X des Textes entsprechen den zehn Eapite 
H.Bchen Buches. 

3) Unter den Singularitäten^ deren eine analytische Funktion fähig iel 
Herr H. auf S. 9 auch solche an, welche in einem Flächenstücke überall dichi 
(.^distribuees dans des aires singulieres'^. Diese Ausdrucksweise scheint mi 
korrekt: ziun mindesten widerspricht sie der im allgemeinen acceptierien ^ 
straf sehen Definition der singulären Stellen einer analytischen Funkti 
GrenzBieWen des Stetigkeitsbereichs (Math. Werke 11 , p. 78). Singulare > 
stücke können daher sehr wohl für einen arithmetischen Ausdruck, nicht a 
eine analytische Fwiktion vorhanden sein: hier erscheinen lediglich die 
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IT. Wird sodann eine Taylorsche Reihe ^ (x \ a) ^^^ Om {x — «)"* 

mit encUicl^em KonvergenzJcreise C als Funkiionselement zur Definition von 
f(x) zu Grande gelegt, so entsteht zunächst die Hauptfrage: Besitzt f(x) 
überhaupt eine analytische Fortsetzung und, wenn dies der Fall ist, wie hat 
man eine Stelle ß innerhalb C zu wählen, damit $ (^ | or, ß) mit Sicherheit 
eine solche liefert? Da aber die Möglichkeit, mit Hülfe einer solchen 
„c^gdeUeten" Reihe $ (x | or, |3) den Kreis C zu überschreiten, einzig und 
allein davon abhängt, ob $ (o; | or) in der Verlängerung der Linie aß auf C 
eine singtdäre Stelle besitzt, und andererseits die Berechnung und Diskussion 
von f(x) mit Hülfe einer Reihe von der Form $ (a? | a, /3), zumal bei 
weiterer Fortsetzung des fraglichen Verfahrens, auf unüberwindliche Kom- 
plikationen führt, so resultieren aus der obigen Frage sofort die folgenden zwei: 

1) Wie bestimmt man aus dem Bildungsgesetze, genauer gesagt, aus 
gewissen (rreneeigensdiaften der Koeffizienten am die auf C gelegenen und 
eventuell auch die sonstigen svngulären Stellen von f{x)*i 

2) Welche analytischen Hülfsmittel stehen aufser dem angedeuteten 
„Ahleitungsprozess^ zur Verfügung, um f{x) aufserhalb C zu definieren 
bezw. zu berechnen? 

Die Beantwortung der Frage 1), welche naturgemäfs derjenigen von 2) 
voranzugehen hat, bietet aufserordentliche Schwierigkeiten, wenn man be- 
züglich der Auswahl der a^ vollste Allgemeinheit walten läfst Andererseits 
gewinnt man nur Resultate verhältnismäfsig speziellen Charakters, wenn 
man die Om in der Weise einschränkt, dafs nur besondere, relativ einfache 
Singularitäten auf C zum Vorschein konmien. Ein befriedigender Mittelweg 
zwischen den verschiedenen, aus diesen beiden Gesichtspunkten entspringenden 
Methoden ist bisher noch nicht gefunden worden. 

ni. Die zur Beantwortung der Frage 1) zunächst erforderliche Fest- 
stellung des wahren Konvergenzradius R von ^^a„,ic*" liefert der bekannte 
Cauchjsche Satz, wonach aügemem: 

(1) B~i^\y^,\-'') 

in=soe 

und speziell: 

(2) Ä = lim 



«m-l-l 



stellen als singulare, während f(x) im Innern überhaupt nicht existiert. Für den 
Ausdruck ,/iire singuliere^'' wäre daher zweckmäfsiger die sonst übliche (auch von 
Herrn H. auf p. 5 als gleichbedeutend gebrauchte) Bezeichnung „espace hicunairtf' 
zu substituieren. 

1) Herr H. bedient sich zur Bezeichnung des oberen Limes („limite superiewe 
pour m infini") der von mir eingeführten Schreibweise: lim Um. Wenn aber auf 

m=saa 

p. 16, Fufsnote 3) gesagt wird, dafs in anderen Untersuchungen lim Um dasjenige 
zu bedeuten habe, was wir als obere Grenze der Um zu bezeichnen pflegen, so 
will mir dieser Usus äufserst unzweckmäfsig erscheinen. Ich denke, man sollte 
das Zeichen lim durchaus far einen wirklichen Limes »= Grrenzwert, Häufungsstelle 
reservieren und insbesondere alles vermeiden, was zu einer Konfusion der defi- 
nitionsmäfsig streng geschiedenen (cf. Encyklopädie J, p. 72) Begriffe: oberer Limes 
imd obere (^enze beitragen könnte. 
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falls dieser letzte Grenzwert existiert. Existiert überdies auch lim - 

so ist Xq allemal eine singulare Stelle (Fabrj), aber keineswegs (w 
älterer, von Herrn Lecornu falsch formulierter und unzulänglich bewi 

Satz besagt) die einzige auf C gelegene (Beispiel: $ (x) = --— — h lg (1 

Ebensowenig braucht, wenn x^ die einzige singulare Stelle von 

Ijuii 2IX existieren (Satz von Hadamard: Kap. VII, 2). 

Ein zweiter Fall, in welchem die Koeffizienten a^ unmittelb: 
Existenz einer bestimmten singulftren Stelle, nftmlich x^^ R, erkennen 
ergiebt sich , wenn die a« zum mindesten für m > mo durchweg rec 
^0 sind.^) 

Zur Aufstellung eines allgemeinen Kriteriums daffir, ob eine best 
auf C gelegene Stelle Xq für f{x)^% (x) eine reguläre bezw. sifi 
sei — wobei ohne wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit a 
Ä = 1 und zunächst auch x^^l angenommen werden kann — 
sodann die Bemerkung, dafs das eine oder andere der Fall ist, je 
dem bei positivem /3 < 1 der Konvergenzradius von $ (x | /3), 

Hm y^ /•<"•> iß) > (1 - /5) bezw. — (l - j3) ausfäUt. Die hiera 
die unendliche Reihe 



(3) \hf"''(ß) 



^(v)„-«,^'-" 



entspringende, schwer diskutable Bedingung läfst sich durch Aussch* 
der für den fraglichen Grenzwert als unwesentlich sich erweisenden 
in die entsprechende fCbr: 

I *!lj"f 
(4) 2 W"» • «'^""" (^^ ^ ^^^^^ 

I ^ 

transformieren und für die eventuelle Feststellung des singuUiren Chai 
von a; «-» 1 bezw. (mit Hülfe der Substitution von |3 • e"* ffir /3) von x 
verwerten (Hadamard). Eine weitere Vereinfachung des fragliche] 
druckes gewinnt Herr Fabry durch Aufsuchung des lf(mfiia^-Tenns (v\;. 
und Division mit diesem letzteren. Indem er sodann zimächst die 
in den Vordergrund stellt: „Wann ist der Punkt a; — « 1 ein regulärer 
langt er durch Benutzung des ümstandes, dafs ein regulärer Punkt 
niemals isoliert auftreten kann, sondern stets die Existenz eines aus 
regulären Punkten bestehenden C-Bogens erfordert, zu einem allge 



1) Die hierauf bezügliche Zitatnummer (84) auf p. 20 wäre richtige! 
(26) zu ersetzen: in (84) wird lediglich der von mir in (26) bewiesene, ü 
zuerst wohl von Herrn Vivanti in (27) ohne Beweis benützte Satz auf Fun 
zweier Variablen übertragen. 

2) {v)m bedeutet den von Herrn H. mit Ü^ bezeichneten Binomiab 
zienten:^-^^-^^--(^-^^^) 



l-2-..m 
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Theorem, welches dann in zahkeichen Fällen erkennen läfst, oh der Punkts;»! 
hezw. auch a; » e^ ' ein smgtUärer ist. Die Existenz solcher regulärer Bögen 
erweist andererseits Herr Leau, indem er vermittelst des Ausdruckes (3) 
von der Begnlarität einer unhegrenzten Folge von Potenzreihen auf diejenige 
einer in bestimmter Weise daraus zusanmiengesetzten Potenzreihe schliefst, 
und gewinnt auf diese Weise aufser verschiedenen, schon von Herrn H. 
auf anderem Wege (s. YH) bewiesenen Sätzen das bemerkenswerte Resultat, 

dafs Potenzreihen von der Form ^^ 9>\-') ' ^j /, 9 (♦») • af^ (wo tp (t) 

regulär für ^ = 0, g {t) eine ganee^ bezüglich ihres Unendlichwerdens für 
1^1 »s oo an gewisse Beschränkungen geknüpfte Funktion) auf dem Einheits- 
kreis ausschHefslich die singulare Stelle 1 besitzen. 

Ein vorteilhafteres Kriterium zur Beurteilung des regulären bezw. 
singnlären Verhaltens von ^ (x)x=zif als das aus (3) resultierende, nämlich 
ein solches, das von vornherein nur eine endliche Anzahl von chn enthält, 
ergiebt sich durch geeignete Substitution einer neuen Veränderlichen für x, 

insbesondere mit Hülfe der bekannten Eul ersehen Transformation^): ag=» , 

(Pabry, E. Lindelöf). Diese Methode gestattet, einen grofsen Teil der 
zuvor erwähnten Resultate merklich einfacher abzuleiten und in mehrfacher 
Hinsicht zu erweitem. 

IV. Auf die Existenz von Potenzreihen, für welche jede Stelle des 
Konvergenzkreises eine singulare ist, und die somit überhaupt keine ana- 
lytische Fortsetzung besitzen, wurde man zuerst^) aufinerksam durch das 
Verhalten gewisser Modulfunktionen und sodann durch den von Weierstrafs 



1) Ich selbst habe in einer vom November 1897 datierten Arbeit (Math. 
Ann. 50 [1898J, p. 458) zuerst auf den Nutzen dieser Transformation für die Theorie 
der analytischen Fortsetzung aufmerksam gemacht und dieselbe a. a. 0. für ein 
spezielles Problem der vorliegenden Art verwertet. An dem Abschlüsse der dort 
ausdrücklich angekündigten, bereits vor längerer Zeit begonnenen allgemeineren 
Untersuchungen wurde ich leider damals durch meine Mitarbeit an der Encyklo- 
pädie der Math. Wiss. verhindert: im Jahre 1898 erschienen dann bereits die voll- 
Kommen bleiche Ziele verfolgenden Arbeiten der Herren Fabry und LindelOf, 
welche völlig unabhängig von mir, und, wie es scheint, auch von einander, auf die 
Benutzung des nämlichen Grundgedankens verfallen waren. 

2) Dieser, wie mir scheint, von Herrn H. nicht genügend hervorgehobene 
(vielmehr durch die gleü^eeitige Erwähnung der viel neueren ,/onction8 fudisiennesf*' 
einigermafsen verdunkelte) Thatbestand erscheint mir darum von besonderem 
Interesse, weU er ein überaus lehrreiches Beispiel dafür bietet, wie gewisse ein- 
fache, ja so zu sagen selbstverständliche mathematische Wahrheiten zuweUen auf 
äusserst komplizierten Umwegen entdeckt worden sind. Auch ha lte i ch es nicht 

für ganz korrekt, wenn Herr H. jenen Modulfonktionen die Reihe ^ a^ *3^^ als 

ersUs Beispiel gegenüberstellt, an welchem die Nicht-Fortsetzba^eit direkt aus 
den Eigenschafton der Potenzreihe erkannt worden sei. Auch hier beruhte diese 
Erkenntnis auf einem zunächst ganz andere und zwar wesentlich schwierigere 
Ziele verfolgenden Umwege, dem Nachweise der totalen Nicht- Di fferenzierbarkeit 

der trigonometrischen Reihe ^^ a'* cos (6"*0 (Weierstrafs, Math. Werke II, 
p. 222 ^ Berl. Berichte 1880, p. 741), während das für die Erledigung der vor- 
liegenden Frage ausreichende und typische Verhalten der Potenzreihe ^ o'"a;* , 

wonach gleichzeitig mita;= 1 auch alle Einheitswurzeln deiForaiaf' ^= 1 {m^= 1*2,3,. . .) 
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bemerkten umstand, daDs der reelle Theil von ^^ a^z für x = e'* b 

eigneter Einscbränknng von o, b nirgends nach t differenzierbar ist. 
im Anschlüsse hieran von verschiedenen Autoren aufgefimdenen allgemei 
Typen nicht-differenzierbarer trigonometrischer Reihen (Darbonx, Cell^ 
Lerch^)), sowie von Potenzraihen, deren Absolutwerte in der Nähe 
Stelle von C unbegrenzt wachsen (Lerch), liefern analog geartete Beii 

denen andererseits solche gegenüberstehen, die, wie^.a"'^^* (1^1 

Predholm), auf C durchweg noch Derivirte jeder Ordnung besitzen, 
hiermit gewissermafsen die beiden äuJsersten Möglichkeiten des frag 
Verhaltens bezeichnet, so zeigt eine genauere Überlegung, dafs die 
Fortsetzbarkeit geradezu als Regel, die Forisetzbarheü als spezieller Fa 
zusehen ist (Pringsheim*), Borel, Fabry). Als ein allgemeines Krit 

füi* die Nicht -Fortsetzbarkeit der Reihe ^^Oma^« findet Herr Fahr 

Bedingung lim (c^+i — Cm) = <x>^ nachdem zuvor schon Herr Hada 

die engere Bedingung: lim — — > angegeben und Herr ] 

diese letztere zu der folgenden erweitert hatte: lim — ^>< 

««• V<^m 

singHläre Stellen sein müssen, erst später bemerkt wurde. Eine entspn 
modifizierte, wialoffe Eigenschaft ist ja schliefslich auch fdr die von Weieri 
zunächst mit Hülfe der Transformathnäheorie (Werke n, p. 226) als nicl 



= 1 + 2^^5-*', 



setzbar erkannte Modulfonktion ^, (0 | gr) = 1 -f- 2 ^mg^ ganz direkt nach^f 

(cf. Mdray, Bullet, des sc. math. (2) 12 [18881, p. 248). 

1) Hier fehlt der Name Dini, dessen wichtige (die wesentlichen, viel 
von Herrn Lerch angegebenen Typen schon enthaltende) Arbeit: Su alamefi 
che in twtto an intervaüo fion Hanno mai derivata (Ann. di matem. (2) 8 
p. 121; vergl. auch: Fondamenti [1878], § 119 — 129) im Litteratumachweise hint 
zu zitieren gewesen wäre. Auch sollte wohl die unter Nr. (57) zitierte 
hinter (20) eingeschoben werden. 

2) Der eigentliche Grundgedanke meines Beweises für den tägliche 
scheint mir nicht ganz exakt wiedergegeben zu sein. Da ich die nämliche 
ganz zutreffende Darstellung auch bei Herrn Borel (3fem. sur les series dire\ 
1899, p. 69) gefanden habe, so sei es mir gestattet, etwas näher hierauf einzii 

Nach Herrn H. und B.Bollmein Beweis etwa folgendermafsen lauten: lst/'(x)= ^ 

willkürlich vorgelegt, so kann man allemal setzen: f{x) = g? (oj + (/(^) — 9^ • 
fp{x) irgend eine nicht- fortsetzbare Potenzreihe bedeutet. SoU also /"(o?) /bri 
sein, so müssen die Singularitäten von qt (x) und if(x) — q>ix)) sich in hinreic)] 
Mafse kompensieren, was nicht zu erwarten steht, wenn f(x) wirklich will] 
gedacht wird. — In Wahrheit schliefse ich aber, wie mir scheint, weit präg 

Iblgendermafsen: Man kann auf unendlich viele Arten aus f{x) = ^ a 



nicht'fortsetzbare Reihe <p {x) = ^^ o • ä "* lierainsheben ; ist dann tp {x) = ^^ a^ 

nden Terme, 
fortsetzbar sein, wenn die a , a so ineinander greifen, dais die Singula 



die Reihe der Übrigbleibenden Terme, so kann f{x) = q> (x) -J- ^ (a?) oftnb 

von tp (x) und i^ {x) sich hinlänglich kompensieren, was doch offenbar nur n 
ist, wenn zwischen den a , a , also schliefslich für die Gesamtheit c 

sehr spezielle Relationen bestehen. 
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giebt aber auch sehr allgemeine Typen nicht-fortsetzbarer Reihen von der 
Form ^ q> (m) • a?*", wo die tp (m) durchweg von Null verschieden und g> (t) 
eine ancUyHscJie Funktion von t ist.^) 

V. Besitzt f(x) =^^am^ auf C einen einzigen, einfachen Pol a, so 
ist allemal^: 

(5) lim^ = « (also: lim |y^| = iii). 

Der Satz ist umkehrbar, wenn der Grenzwert (5) so zustande kommt, dafs 
I «TO+i — öm| < ^"*j WO X < 0. Besitzt f{x) innerhalb einer gewissen Um- 
gebung von 0? = nur die {p + l) einfachen Pole «j, • • •, ofy^^-i, wo durch- 
weg I ay I *< I ay-^i I und eventuell auch mehrere a^ zu je einem mehrfachen 
Pole zusammenfallen dürfen, so tritt an die Stelle der Relation (5) die 
folgende: 

(6) ü^|y^| = l«i.«,...«,+,i-s 

msBoo 

wo Dm,p eüie aus Om, (hn-^-iy '*') (hn-\-2p zusammengesetzte symmetrische 
Determinante bedeutet; dabei kann noch lim durch lim ersetzt werden, wenn 
durchweg | «,, ' < | a^^i \ . 

Auch dieses Resultat ist unter geeigneten Einschränkungen umkehrbar 
und kann alsdann zur Charakterisierung der auf C und, sofern sich in der 
Umgebung von C überhaupt nur polare Unstetigkeiten finden, auch der 
aufserh^jdb C gelegenen Pole dienen. 

Der Fall, dafs f{x) auf C auch andere als polare Unstetigkeiten be- 
sitzt, kann nach einer im Prinzipe von Darboux herrührenden Methode be- 
handelt werden, bei welcher der Index der niedrigsten, unendlich werdenden 
Derivierten und die Art ihres Unendlichwerdens den Ausschlag giebt Um 
in dieser Richtung möglichst allgemeine Resultate zu erhalten, erweist es 
sich als zweckmäfsig, die Liouville-Riemannschen Derivierten mü be- 
liebigem reellen Index a: iy^f{x) und zugleich eine mit ^^f{x) bezeichnete 
Modifikation derselben einzuführen. Beide Operationen werden zunächst 



i) Übrigens kann ma n die Existenz derartiger Reihen sehr leicht in folgender 
Weise erkennen. Bedeutet ^ a^^ irgend eine fortsetzbare Reihe mit durchweg 
von Null Terschiedenen Eoeffisienten , so wähle man irgend eine nicht-fortsetzbare 
Reihe vom Typus ^ 6„ •ä''"*, wo die b„ lediglich der Beschränkung unterliegen: 
\a + ^p I > ö f z. B. b = — 2 a \ . Bestimmt man alsdann eine analytische 
Funktion qp(Q derart, dafs: 

9 (Pj = öp^ + &p^, im übrigen <p (w) ^ a^, wenn m +p^ , 

80 ist offenbar ^ <p (w) • oT eine Reihe von der verlangten Art. 
2) Gilt auch für den Fall eines n-fachen Poles. 
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durch gewisse bestmnUe Integrale bezw. deren Differenüalqaotienten n\ 
definiert und stehen sodann zu f(x) = ^wflm^m ^ der Beziehung: 

(7) J; fix) -^ r(m+"l- «) ^^"^ S:ar(a:)«Jlm«.a.. 



r(m+l — «) 

Femer wird als Ordntifijf von f(x) auf C bezw. dem C-Bogen ^^i 
obere Grenze o» der Zahlen a eingeföhrt, für welche D^^ f{x) endlich, 
und limiHert^) ist: die letztere Forderung soll besagen, dafs für jed 

(8) i«»Y.t('»*)-/'(«*o-'** 



f- 



<J {Je%m!k,^^9o<»'^-'^ 



Zwischen der (auf den ganzen Kreis C bezüglichen) Ordnangsz 
und dem Koeffizienten Om besteht alsdann die merkwtirdige Relation: 



(9) « « 1 + lim 



Igm 



welche aussagt, dafs der Konvergenz- bezw. Divergenz-Charakter von ^ 

mit demjenigen von^^ w"""^ übereinstimmt. 

Definiert man schliefslich noch als Ordnung von f(x) in einem ein 
C-Punkte Xq die Ordnung ftLr einen unendlich kleinen, den Punkt i 
fassenden Bogen, so stimmt dieselbe mit dem gewöhnlichen Begrifl 
Ordnungszahl überein, wenn f{x) für x ^ x^ so wie (ar — ar^)"* 
unendlich wird (wo q>{x^ endlich und von Null verschieden ist 
höchstens logarithmisch unendlich wird bezw. verschwindet). Auch isl 
umgekehrt die (}esamt-Ordnungszahl auf C nichts anderes als die Ma 
Ordnung aller auf C befindlichen singulären Stellen. Diese Bemc 
kann dazu dienen, um f(x) für jede reguläre Stelle von C als Grej 
eines gewissen Polynoms (also auch durch eine nach Polynomen 
schreitende Reihe) darzustellen, falls oo < oo ist, sowie auch einen 
ausdruck in den am zur Berechnung der Singularit&ten a von der h 
vorkommenden Ordnung X anzugeben, falls f{x) in der Umgebung 

die Form besitzt: {x — a)^ • (lg {x — «))"• ^ (a; — a) (wo: fi ^ 0). 

Fall, daDs f{x) auf C eine einzige und zwar wesentliche Singularität 
sitzt, kann mit Hülfe der Euler sehen Transformation behandelt ^ 
wenn a isoliert ist (Le Roy)^, allgemeiner mit Hülfe eines von 

1) Mit diesem Ansdrucke will ich Herrn H.b Bezeichnung „d 4ca\ 
wiedergeben. Eine einigermafBen wörtlichere Übersetzung, wie etwa ,,j 
schräixkter Schwankung* erweist sich als nnzweckmälsig, da dieser letzter 
druck bereits eine bestimmte und zwar etwas engere Bedeutung gewonn 
(cf. Encyklopädie 11, p. 40). Jede Funktion mit beschrfinkter Schwankung U 
auch „ä 6eart fin%*\ das Umgekehrte scheint aber zum mindesten nicht nacJigi 
2) Die übrigen Untersuchungen dieses Kapitels stammen durchweg vor 
Hadamard. 
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Appell herrührenden Satzes, auch wenn o eine Häufungsstelle von anfser- 
halb C gelegenen Singularit&ten ist. 

YI. Auf die vorstehenden, der Bestimmung der singulären Stellen ge- 
widmetien Untersuchungen folgen nun solche über die Herstellung der 
anäljftischen Fortsetzung^ und zwar zunächst anknüpfend an den Frobenius- 
sehen Satz: 

^ n a 

(10) f(l) = lim 5«'»^ = 1^ S'ü^l (*«-«o+ • +aj 

«»-i «"-* 

und die durch Iteration sich ergebenden analogen Sätze von Hoelder, als 
erste Beispiele für die legitime Verwertung einer divergenten Reihe zur 
Berechnung von f(x). Eine direkte Verallgemeinerung der betreffenden 
Grenzprozesse bietet Boreis „limUe g6n6ralis4ff* i 

(11) /'(aj)-lim-^.2*C«a--fiU(aj), (««W=«o+«t*+..H-a,n«^ 
WO a reell und positiv, q>{(x) " ^f Cm«^ eine ^otuie Funktion (gewöhnlich 



9 (o) «= e') und die hierauf gegründete Theorie der „gumimerba/ren diver- 
genten Eeihen'\ Eine andere Methode (Stieltjes, Padä) besteht in der 
Umformung von ^(x) in einen Kettenbr%u:h oder ein bestimmtes Integral 
(Stieltjes). Als weittragendste Methode erweist sich aber die Trans- 
formation von $(^) in eine nach Polynomen fortschreitende Reihe. Ein 
für reelle stetige Funktionen von Weierstrafs bewiesenes Theorem ge- 
stattet nämlich die folgende Verallgemeinerung: „Jedes in einem beliebig 
gestalteten Bereiche holomorphe f(x) läfst sich daselbst durch eine Reihe 
von Polynomen (Appell, Hilbert, Painlev^) oder auch von rationalen 
Funktionen (Runge) darstellen.^' Die wirkliche Herstellung solcher Polynom- 
entwickelungen unter der Voraussetzung, dals f{x) lediglich durch ein 

Fonktionselement ^^ Omixf^ (bezw.^ o« (a? — x^^\ definiert ist, wird so- 
dann durch ein Fundamental -Theorem von Mittag-Leffler geliefert, 
nämlich: ^ _. 

(12) /•(a')-2^2yjr>-«/.*^, 



wobei als Oeltungsbereich ein sogenannter Stern erscheint, d. h. das gesamte 
Ebenengebiet, welches nach Ausscheidung geradliniger^), von allen singulären 
Punkten a in der Richtung Oo nach oo gezogener Schnitte La übrig bleibt; 
die y^^^ sind numerische, von den a^ unabhängige Eonstanten, welche auch 
a priori gewählt werden können. 

Den zunächst ziemlich komplizierten Mittag-Lefflerschen Beweis 
haben (zum Teil ohne nähere Kenntnis desselben) die Herren Painleve, 

1) Allgemeiner kann man für die La auch uqgendwelche andere von den a 
ins Unendhche sich erstreckende Kurven substituieren, deren Punkte aus den- 
ienigen einer von der Stelle 1 aus ins Unendliche gezogenen Musterkurve (ohne 
i)opi>elpunkt) durch Multiplikation mit a entstehen (Leau). 

ArehiT dar M»themfttlk und Phjtik. HL Beihe. HL 20 
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Leau und Borel wesentlich yereinfachi Letzterer geht von der Bemei 
ans, dafs auf Grund der Gauchyschen Relationen: 

(13) fW-J^J^T^^. ^"S^J-Th:!- 

(ft) W 
die Aufstellung der Entwickelung (12) lediglich von der entsprechende 
ahh&ngt. Hat man nämlich eine solche gefunden, etwa: 

(14) ri^-^'S^/'"-'^ <«"^^-^ 



(was auf unendlich viele Arten, z. B. mit Hilfe der oben erw&hnten 
von Bunge, Painlev4 und Hubert erzielt werden kann), so folgt: 



(15) 



^,-i.^-^S.i^^ 



^ + 1 («ÜÜ.liji + 



woraus dann durch Multiplikation mit f(e) • dg und Integration über ; 
eine die Stelle x umschliefsende, aber keinen der Strahlen L schnei 
Kurve d mit Berücksichtigung von (13) unmittelbar die Formel (12 
vorgeht 

Obschon das fragliche Theorem fOr die Berechnung der sinff 
Punkte zunftchst keinen Anhalt bietet, so liefert dasselbe, zumal im Anj 
an die (miteinander sehr verwandten) Beweismethoden von Mittag-L< 
imd Leau immerhin geeignete Hil&mittel, um die früher erwfthnten Mei 
zur Auffindung von aufserhalb C gelegenen Singularitäten merklich 
weitem.*) So ergiebt sich z B. auf diesem Wege, dafs die in (H 

wfthnten Reihen; ^, 9{~~) -^i^. 9 W '^ (aufserdem auch: Xt lg 9 (~ 

im Endlichen *) üherhau^i nur die siQguläre Stelle x -" 1 besitzen (1 

YIL Nicht selten lassen sich Eigenschaften einer Potei 

/(x)="^^amaf aus denjenigen einer anderen, dazu in irgendwelcher Bez 

stehenden: q>{x) =^^ (hn^ ableiten — vice versag z. B. wenn gesetzt 
q>{x)'^f(x)y iifl>^f(x)j ^lf(x). Durch Verallgemeinerung der zu 



1) D. h. wenn die Linie Ox den geometrischen Ort der j^-Ponkte (also b 
lieh die Kurve (S) nicht schneidet. 

2) Ein an das obige Theorem direkt anschliefsendes Eriterium zur Feste 
der auf irgend einem Strahle (0, od) dem Nullpunkte n&chstgelegenen Singi 
hat neuerdings Herr Mittag-Leffler angegeben: C. B. 1S8 (12. August 
p. 867. 

8) Bei Herrn H., p. ü8, heifst es, in diesem Zusammenhange wohl nicl 
korrekt : „dans Umt le plan". Übrigens wäre hier auch noch bezüglich d( 
vorhandenen verschiedenen Zweige von f{x) eine der Fufsnote 1) auf p. 69 i 

Bemerkung zu machen. Beispiel: ^m — f = — lg z für x «— 0. 

1 
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nition der letzteren Symbole dienlichen Integrale gelangt Herr H. zn der 



(16) q>{x)^ Cvit) • f{tx) • dt, d. h. schliefsUch = ^( Cv{t) 'f^di\ a„,^ 



und sodann zu dem folgenden Satze: „9(0;) besitzt in der ganzen Ebene 
höchstens^ die Singularitäten von /"(a;)", — der u. a. auch wiederum die 
in (m) imd TVI) erwähnten Leau sehen Besultate und andere ähnlich ge- 
artete liefert (Le Boy). 

Das von Poincar^ ftlr die Theorie der ganzen Funktionen mit Erfolg 
yerwendete Integral: 

(17) Cer* ' F (fx) - dt (F (x) eine ganze Punktion) 



/- 



stellt, soweit es konvergiert, eine analytische Funktion von x dar und 
liefert fElr die spezielle Wahl 

(18) F(a!)-2^ia„af 



(wegen: I f^e~^ • d^ = «nl l die Beziehung: 

(19) f(x) - /V' • F(tx) . dt (wo: f(x) - ^a,»a-») , 

d. h. f(x) ist mit HtQfe der „assogiierten" Funktion F(x) durch ein be- 
stimmteis Integral ausgedrückt (Borel), welches übrigens nur eine andere 

Form des Grenzausdrucks (l l) zur ,ßumimerung der divergenten Bdhe^^ Om sf^ 

darstellt^ und im allgemeinen einen über hinausreichenden polygonalen 
Eonvergenzbezirk P besitzt: jenes Integral giebt dann in P die analytische 
Fortsetzung von f(x) und liefert auch gewisse Kriterien zur Berechnung 
singnl&rer Stellen. Andere Integraldarstellungen dieser Art sind von Borel, 
Servant, D esaint für analoge Zwecke verwertet worden, den allgemeinsten 

Typus: 1 F(t) • O (x, t) • dt hat Herr Pincherle ausführlich untersucht 

Auf Integraldarstellungen von Potenzreihen beruhen auch die ersten 
Beweise der folgenden beiden Sätze: 

und bezeichnet man mit etjt, ßfi die singulären Stellen von f(x\ F(x\ so 
hat (p(x) höchstens die singulären Stellen or^^^ (Hadamard). Die Natur 

1) Auch hier gilt das am Schlüsse der vorigen Fnfsnote Gesagte. 

8) Dies hätte vielleicht p. 67 ausdrücklich hervorgehoben werden sollen. 
Yergl. im übrigen: Borel, Jonm. de math. (6) 2 (1896), p. 109. Ann. de r£cole 
norm. (8) 16 (1899), p. 66. 

20* 
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dieser Singularitäten axßfi (einschliefslich des Verschwindens einer so 
Singularität) hängt in bestimmter Weise von derjenigen der az^ ßf 
(Borel). 
,Jst 

imd bezeichnet man mit aa, ßf^ die singolären Stellen von /'(^), F(3 
hat q>(x) höchsiens die singolären Stellen ai + ß^^ (Hurwitz, Pinch 
Dell' Agnola). 

Durch wiederholte Anwendung des ersten dieser beiden Sätze ei 

sich ein entsprechender Satz für Reihen von der Form ^ a^ • a^ und sc 

mr^ F{a^ • x'% wo P ein Polynom p^ Grades. Mit Hilfe des G 

Überganges |) » cx> gelangte dann Herr Leau noch zu gewissen En 
rangen der in (HI) und (VI) erwähnten Resultate. 

YHI. Falst man die Umformungen, welche bisher zur Untersnc 
von f{x) "^ /, (hn^ angewendet wurden (Substitution einer neuen 
änderlichen, Derivation mit beliebigem Index, Einführung von Integra 
Prozessen) in das Schema zusammen: 

(20) q>{x)^A{f{x% 

wo A eine der angeführten Operationen bedeutet, so genügen diese let: 
durchweg dem fjläMnbwtiven** Gesetze: 

(21) A{f^{x) + /iCx)) ^A{f^{x)) + A(f^{x)) 

und können darnach als spezielle Fälle der durch diese Funktionalglei< 
charakterisierten allgemeinen Klasse von Operationen aufgefafst werden, ^ 
von Pincherle als äMtnbutive OperaUonen^ von Bourlet als additive (l 
Uneare) TransrntUationen bezeichnet und ausführlich studiert worden s 
Herr Pincherle gelangte auf diesem Wege u. a. zu sehr einfache) 
weisen der am Schlüsse von (VH) angeführten Sätze von Hadamarc 
Hurwitz (letztere mit Aufhebung der von Herrn Hurwitz ursprüi 
gemachten Einschränkung, dafs die o;t, ßf^ lauter einfache Pole sein sollt 
Es werde nun ferner mit A~'^ die zu J. inverse Operation bezei 
und angenommen, dafs dieselbe ein eindeutiges Resultat giebt, also: 

(22) A-'(tp(x))^f(x). 

Denkt man sich in Gleichung (20) für f alle Funktionen eine 
wissen Funktionsbereiches') S eingesetzt (z. B. alle Potenzreihen ^^ 

1) Dabei ist hier immer von ,,analytiBchen^^ Transmutationen die Rede. 
Beleben, bei denen A{fx\ soweit dieser Ausdruck überhaupt einen Sinn hat 
mal eine wnaJytische Fonktion vorstellt. 

2) Eine elementare Darstellung dieser Beweise findet man bei G. Yiv 
Teoria delle funzioni anaUtiche (Milano, 1901), p. 860, 860. 

8) Für die genauere Grondlegong der auf p. 76 von Herrn H. eingeführte 
griffe „espace fonctionneV' und ^/ihrnnps foncHonne^^ yrlBae wohl noch aar Pincli 
Sül concetto di piano in wno 8p€izio ad infinite dimensioni (Rend. Accad. B< 
30. Jan. 1898) hinzuweisen gewesen. 
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deren Eonvergenzradios eine gewisse Zahl B übersteigt), so entspricht ein 
gewisser Bereich 8' von Funktionen q>. Ist dann 8' ganz in 8 enthalten 
und kleiner als 8^ so besitzt für solche 9, welche dem Bereich (8 — 8") 
angehören, die Gleichung (20) keine dem Bereiche 8 angehörige Lösung f. 
Diese (von Herrn Pincherle als Degenereszenz der betreffenden Trans- 
mutation bezeichnete) Eventualität gestattet dann in dem als Beispiel aa- 
gefahrten Falle den folgenden Schlafs: die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, dalis tp dem Bereiche 8' angehört, sind auch notwendig 
und hinreichend dafür, daCs f einen Eonvergenzradius >22 besitzt. Sub- 
stituiert man also in (22) solche 9, welche nicht dem Bereiche 8' an- 
gehören, so können auch nur solche f zum Yorschein kommen, welche nicht 
dem Bereiche 8 angehören, d. h. Potenzreihen, deren Eonvergenzradius 
^22; und es lassen sich unter Umständen über diese letzteren noch spe- 
ziellere Aussagen machen, falls mau die 9 gerade dem Bereiche (8 — 8'^ 
entnimmt. Durch geeignete Spezialisierang der Operation A läfst sich z. B. 
aas der Gesamtheit der f&r | n; | > J? konvergierenden Potenzreihen das 
vollständige System derjenigen konstruieren, welche auf dem Ereise 
I X I « i2 bestimmten Singularit&tencharakter besitzen. 

EL Ist lim \Ychn\ = 00, so divergiert ^ 0^,3^» für jedes von Null 

verschiedene ir, definiert also zunächst überhaupt keine bestimmte Funktion. 
Die Frage, wie man eine solche Reihe nichtsdestoweniger für die Definition 
einer analytischen Funktion verwerten kann, gewinnt lediglich dadurch eine 
Bedeutung, dalüs B.eihen dieser Art durch rein formale Entwickelung wohl 
definierter arithmetischer Ausdrücke (z. B. bestimmter Integrale) zum Yor- 
schein kommen oder, ebenfalls rein formal, gewissen Differentialgleichungen 
genüge leisten. Der letztere Umstand führt zimächst zur Ersetzung der 
divergenten Potenzreihe durch einen konvergenten Eettenbruch ^) (Laguerre; 
vergL auc h (Y I): Päd 4). Das analoge Yerfahren hat Stieltjes auf Reihen 

der Form^^ (— l)"'Cm • oc^ (Cm reell und positiv) angewendet und neben 
der Eettenbrachdarstellung eine solche von der Form / _^ angegeben, 

wo tf; (u) durch das unendliche Gleichungssystem: f u*" • tf; (u) • (^u » Cm 


(m«BO, 1, 2,...) definiert ist. Herr Borel hat das fragliche Problem 
dahin formoliert, f(x) so za bestimmen, daft lim f(x) = a^ Hm /"<'") (x) « ml Om 

(m » 1, 2, 3, . . .), sofern x auf einen gewissen Winkel mit dem Scheitel 
beschränkt wird. Durch seine Methode der Summation divergenter Reihen 

findet er eine Lösung in der Form (cf. Gleichung (19)): f^ (x) « / e~' • F(tx)dtj 

wenn wiederum F{x) =^^ —<imixf^ die zu^V (hn^ assoziierte Funktion 
bedeutet; es giebt dann aber noch unendlich viele andere Lösungen, z. B. 



1^ Diese Methode findet sich schon bei Euler: cf. Encyklopädie I, p. 110, 
Fufsnoie 294. 
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— JL 
f{x) — ^1 («) + C • 6 «. Auch die Entwickelung nach Polynomen i 

die LOsung der vorliegenden Frage verwertet worden (Borel).^) 

Ein anderes hierher gehöriges Problem, nftmlich: „Wie l&Ist si< 

Weierstrafssche Begriff der analytischen Fortsetzung in der Wei 

iceiterHy dals auch für analytische Funktionen, die jetzt als nicft^fortf 

erscheinen, eine Fortsetzung dndetUig definirt werden kann?^' — hai 

keine irgendme befriedigende Lösung gefunden. Auch die Übertragui 

in I — Vin behandelten Fragen und Methoden auf Beihen, die nach a 

Funktionen, als ganzen Potenzen fortschreiten (Darboux, Servant^, 

auf Potenzreihen mit mehreren Yerftnderlichen (Lemaire, Painleve, 

mann, Lerch) ist über bescheidene Anfänge noch nicht hinausgeko 

X. Eine Anwendung haben zunächst die Mittag-Lefflerschen Po! 
entwickelungen bei der Integration von Differentialgleichungen der Di 
gefunden (Volterra). Da femer jeder Pol von Fix)"^ eine Nullst^ 
F(x)y so können die Hadamardschen Resultate von Kap. Y unmi 
zur Berechnung der Nullstellen Op ganzer rationaler oder transzei 
Funktionen dienen, im letzteren Falle, falls die Anzahl der o, unendl 
auch zur Auffindung von Relationen zwischen dem Wachstum der | a 
dem asymptotischen Verhalten der Reihenkoeffizienten (Hadamard). 
artige asymptotische Wertbestimmungen ergeben sich auch für die Eoeffi 
nicht best&ndig konvergierender Potenzreihen aus der Natur der auf 
legenen singulftren Stellen. Die Kriterien für die Nicht-Fortsetzbarki 
Potenzreihen lassen sich unmittelbar in solche umsetzen, welche au 
ob eine tru;<momctri.'che Reihe eine analytische Funktion definiert ode 
(wobei auch im letzteren Falle die unbeschränkte Differenzierbarke 
handen sein kann). Daraus läfst sich u. a. erschlielsen, dafs gewisse p 
Differentialgleichimgen mit analytischen Koeffizienten lediglich ni^t'-ana 
Lösungen zulassen (Borel). 

Eine Ergänzung der hier mitgeteilten, im wesentlichen auf 
Eigenschaften der Reihen-Koeffizienten beruhenden Untersuchungen 
diejenigen, bei welchen deren arithmetische Natur in den Vordergnm* 
dahin gehört vor allem der von Eisenstein ausgesprochene, von H 
bewiesene Satz über die Koeffizienten einer $^), welche Würze 
algebraischen Gleichung ist, und dessen von Tschebyscheff ausgespi 
(aber, wie es scheint, nirgends bewiesene) Erweiterung'), die ein a: 
Kriterium dafür giebt, dafs $(a;) aus einer endlichen Anzahl von al 
sehen Fimktionen, Exponential- Funktionen und Logarithmen zuss 
gesetzt ist; femer eine Anzahl ähnlicher Sätze über die Litegrale g 
Differential -Gleichungen (F. Gomes Teixeira, Hurwitz, Pinc] 
Es verdient bemerkt zu werden, dal« ein Satz von dem eben anged 
Charakter, nämlich über die arithmetische Beschaffenheit der Koef! 
von Potenzreihen, welche meromorphe Funktionen darstellen bezw. nh 



1) Hier steht auf p. 86, Zeile 8 von unten das unverständliche Zitat 

2) Hier wäre unter (9^) auTser Heines Arbeit im 46. Bande des J 
Math, vor allem auch diejenige im 48. Bande (1864), p. 267—276 zu : 
femer: Hermite, Proceed. of the Lond. Math. See. VE (1876), p. 173. 

8) Eine auf den Fall gewisser spezieller transcendenter Gleichungen 
liebe Erweiterung giebt Heine, Handb. der Kugelf., 2. Aufl., 1 (1878), p. 
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stellen können, ganz direkt aus einem der in V erwähnten Hadamard- 
schen Sätze hergeleitet werden kann (Borel). 

In einem Schlnfswort kommt Herr H. zu folgendem Resultat: Das 
Problem der amüytischen Fortsetztmg erscheint durch Mittag-Lefflers 
Theorem im wesentlichen gelöst; dasjenige der Bestimmung der Smgtdari- 
täten nur fOr eine immerhin ansehnliche Reihe besonderer Fälle, in denen 
sich die Resultate ganz verschiedenartiger Methoden begegnen. Als beson- 
ders wirksame Hilfsmittel haben sich die Verallgemeinerung des Grenzwert- 
Begriffes und die Einführung der Transmutationen erwiesen. Die Haupt- 
schwierigkeit für weitere Untersuchungen besteht in einer geeigneten 
Umgrenzung des in seiner vollen Allgemeinheit kaum zugänglichen Problems: 
in dieser Ansicht wäre es schon als ein bemerkenswerter Fortschritt anzu- 
sehen, wenn es gelänge, den Fall der Nicht-Fortsetzbarkeit Ton S(hn^ 
durch Fonnulierung geeigneter Bedingungen von vornherein definitiv aus- 
zuscheiden. 

Soviel über den Inhalt der vorliegenden Schrift. Die Gruppierung 
des weitverzweigten Stoffes ist vortrefflich, die Darstellung überall klar und 
durchsichtig. Besondere Erwähnung verdient das aufserordentlich reich- 
haltige, sorgfältig geordnete Litteraturverzeichnis. 

Die von mir gegen einige Einzelheiten gemachten Einwendungen 
erscheinen relativ geringfügig und sind keinesfalls dazu angethan, die Vor- 
züge des interessanten und lehrreichen Buches in nennenswerter Weise zu 

mindern. 

Der Vollständigkeit halber will ich schliefslich noch einige Druckfehler 
anmerken, die mir bei der Lektüre aufgefallen sind: Auf p. 19, Zeile 3 
von unten Hes: .^emiei^ statt ^econd'', dagegen Zeile 7 von unten: .^econd^' 
statt yy^emier"'. — Auf p. 27 Gl. (22) ist rechts der Faktor (- l)»" hinzu- 
zufügen. — Auf p. 28, Fufsn. (1), Zeile 3 lies: L(m\) statt X(!). — 
Auf p. 34 ist nicht ersichtlich, worauf die Fufsnote (l) sich bezieht. — 
Auf p. 42, Zeile 8, 9, desgl. Fufsnote (l), Zeile 3 lies: ,4e ce numero'' 
statt ^u mrn^o pr^ddenf'; femer Zeüe 12 des Textes: „T^o. ^' statt 

2^0. i". — Auf p. 81, Zeile 15 lies: Xt statt i; desgl. Zeile 17: !„, o 
statt Xm,0. — Auf p. 96, Zeile 10 von unten lies: „dw rest^' statt 
^ores rf*. — Auf p. 99, Fufsnote, Zeile 3, lies: „cÄ. Z, No. ^' statt: 

eh. X, No, 1". — Im Inhaltsverzeichnis von Kap. IV. fehlt Nr. 8. 
München, März 1902. Alfred Pringsheim. 

E. Borel. Le90iui but las söries divergentes. Paris 1901, Gauthier- 
Villars. VI + 182 S. 8^. 
Die Theorie der divergenten Reihen macht eigenartige Wandlungen 
durch. Während m dem „naiven" Zeitalter der höheren Analysis, den Zeiten 
von Leibniz, Bernoulli, Euler u. a. mit den unendlichen Reihen wie 
mit endlichen Gebilden operiert wurde, trat in dem „kritischen" Zeitalter, 
vor allem infolge der Arbeiten von Abel und Cauchy eine starke Reaktion 
ein. Die Reihen wurden in konvergente und divergente Reihen unterschieden 
und der Schwerpunkt auf die konvergenten Reihen gelegt, während die 
divergenten sich nur bei wenigen Gelegenheiten, wie in der Theorie der 
Gammafunktionen und in einem gewissen Teile der theoretischen Physik als 
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nfttdidi und anwendbar zeigten. Hierin ist nun in den letzten Zeiten 
Wandlung eingetreten. Durch die Arbeiten der Herren Poincare 
Siieltjes, denen Ach bald solche von Herrn Borel o. a. anschlösse! 
die Anfinerksamkeit der Mathematiker neuerdings in erhöhtem Mafse 
Gebilden der divergenten Reihen zugewandt worden. Es hat sich < 
diese Arbeiten gezeigt, daXs die divergenten Beihen in nützlicher Weis 
die Theorie gewisser Dilerentialgleichungenf sowie f&r die gesamte Funkti 
theorie verwandt werden können, dafs sie Berechnungen zulassen, di 
anderen Theorien auf Schwierigkeiten stolsen. Es ist der Zweck nn< 
Aufgabe des vorliegenden Werkes, den Leser fiber den Stand der hev 
Erkenntnis auf diesem ebenso widitigen wie interessanten Gebiete zu i 
tieren und zu gleicher Zeit die Sichtung anzugeben, in welcher die 
Wickelung dieser Theorie fortschreitet Teilweise geht das Werk übei 
skizzierten Bahmen hinaus. Die letzten Betraditungen, die sich au 
Mittag 'Lefflerschen Entwickelungen beziehen, gehören nur teilwei 
das Gebiet der divergenten Beihen, werden aber gewifs von vielen I 
mit besonderer Freude begrfllst werden. 

Das inhaltreiche Buch ist elegant und frisch geschrieben und wird i 
dazu beitragen, das Interesse ftbr diese neuen Theorien in weitere I 
zu tragen. 

Gewissermalsen als Programm stellt Herr Borel in einer lau 
historisch -philosophischen Einleitung folgenden Satz auf: 

Emer jeden dwergentem Beihe $oU eine Oröfse so eugeordnet wi 
dafs die SubstiUUion dersMen an Stelle der Beihe hei den gewöhnlichen 
nungen stets oder fast immer exakte Resultate euUfst. Zwei Operat 
werden hierbei von vornherein ausgeschlossen. Erstens darf die Anor^ 
der Glieder nicht ge&ndert werden und zweitens darf eine Anzahl aui 
ander folgender Glieder nicht unendlich oft durch ihre Summe ersetzt w< 
Die Durchführung dieses Prognunms erstreckt sich über fOnf Kapitel, 
Inhalt wenigstens teilweise folgendermafiien charakterisiert werden \ 

Das erste EApitel behandelt die asymptoüsdien Beihen und knü] 
seinem wesentlichen Teile an einige Untersuchungen von Herrn Poii 
an. Es sei eine Funktion J(^x) gegeben und die Entwickelung: 

Co+| + § + --, 

die auch divergent sein kann; dann stellt diese Entwickelung die Fun 
asymptotisch dar, wenn die Differenz 

A*)-(Co+§ + ä + --&) 
mit wachsendem x von der Ordnung x^^ unendlich klein wird, d. h. 

4^(^)-(Co+| + § + -- + &)] 
sich der Null nähert, oder also J{z) die Form hat: 
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Es wird nach dem Vorgänge von Stieltjes gezeigt, wie bei gegebenem J{x) 
die etwa dazn gehörenden Werte von C bestimmt werden können. Bei 
diesen Zuordnungen zeigt es sieb, dafs ein nnd derselben Reihe mehrere 
Funktionen zugeordnet werden können, eine Unebenheit, die unter Umständen 
durch Hinznnahme weiterer Bedingungen für die Funktion J(x) gehoben 
werden kann. Auf diese asymptotischen Reihen werden die Grnndoperationen 
der Addition, Multiplikation und Division angewendet und ebenso deren 
Integration und Differentiation untersucht. Dann aber wird im AnschluTs an 
Untersuchungen von Herrn Kneser eine Anwendung auf die asymptotische 
Darstellung der Integrale der Differentialgleichung 

gegeben, wobei die in dieser Gleichung auftretenden Reihen für grofse Werte 
von X konvergent sein sollen. Die Koeffizienten werden reell angenommen 
und nur reelle Werte von x in Betracht gezogen. Die Theorie dieser Diffe- 
rentialgleichungen wird auf solche von der Form zurückgeführt: 

wobei q>{it) für a; =» oo gegen Null konvergiert und das hdegTsl J*ip (x) d x 

X 

einen Sinn hat. Die Untersuchung wird im wesentlichen geometrisch aus- 
geführt und in Bezug auf weitere Anwendungen auf die Arbeiten der Herren 
Kneser und Hörn verwiesen. 

Das zweite Kapitel beschäftigt sich in erster Linie mit einigen Unter- 
suchungen von Stieltjes. Derselbe hat die Funktionen von z untersucht, 
welche durch Kettenbrüche von der Form dargestellt werden: 



a^z- 



a^e- 



wobei die Gröfsen a positiv sind. Wenn die Reihe ^a^ divergent ist, so 
definiert der Kettenbruch eine analytische Funktion, deren singulare Punkte 
den negativen Teil der reellen Achse ausfallen. In diesem Umstand liegt 
eine Beschränkung der Anwendbarkeit der Theorie von Stieltjes. Andrer- 
seits kann der Kettenbruch in eine unendliche Reihe entwickelt werden: 

?o__^ . ^ 

Z 5» ■*" «• 

Die Oröisen c sind positiv und können, wenn auch in komplizierter Weise, 
durch die Gröfsen a dargestellt werden, während umgekehrt die Berechnung 
der Gröfsen a durch die Gröfsen c eine einfache ist Nun kann es vor- 
kommen, dafs die unendliche Reihe divergent, der Kettenbruch dagegen kon- 
vergent ist — in diesem FaUe 80U der divergenten Beihe der Wert des 
Kettenbruchs als Summe zugeordnet werden. Da das Operieren mit Ketten- 
brfichen kein einfaches ist, so fCLhrt Stieltjes an dessen Stelle ein be- 
stimmtes Integral ein. Dieses bestimmte Integral ergiebt durch Entwickelung 
die unendliche Reihe, und umgekehrt; wenn die divergente Reihe ge- 
geben ist, kann das bestimmte Integral mit Hilfe eines Kettenbruchs gebildet 
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werden. Die hieiiiei stattfindenden Benehnngen werden nmSchst im . 
schlols an die Btieltjesschen üntersachiingen stadiert, sodann aber vei 
gemeinert und flbr die Integration von Differentialgleidiongen verwertet. 

Der Schwerpunkt der Untersuchungen des dritten Kapitels liegt in 
folgenden Überlegungen. 

Sei «i0 + ^ + S "^ * * ' ^^ beliebige Reihe, s. die Summe der n • 
ersten Glieder, dann legen wir den Ausdruck zu Grande 




Man kann diesen Ausdruck als Terallgemeinerte Grenze der Zahlenreihe 

^» *i» *i» • ' • 

ansehen — im Falle der konvergenten Beihen Wli er mit dem gewöhnlic 
Grenzbegriff zusammen, im anderen FaUe ist er neu. Diese Gröise s ^ 
durch ein unmittelbar au&ustellendes bestimmtes Integral ausgedrückt, 
dasselbe einen Wert, so nennt Herr Borel die BeSke u^ + u^+ u^ + 
summerhar^ s Aren Wert, ihre Summe. Ähnlich wie in der gewöhnlic 
Beihentheorie werden zwei Arten von summierbaren Beihen unterschie 
die absolui summierbaren und die nkht absolfä summierbaren. Die Uc 
suchung beschrftnkt sich auf die erste Kategorie, f&r welche die einfach 
Bechenoperationen abgeleitet werden. 

Herr Borel wendet sich sodann zu Beihen von der Form: 

bei denen also noch eine variable GrOfse e enthalten ist. Er beweist 
fundamentalen Lehrsatz den folgenden: Man nehme an, dafs die Beihe 
solut summierbar sei f&r einen Punkt M mit den Koordinaten p^ ^o, ^ 
ist sie absolut summierbar fOr die Punkte 

es stellt femer ihre Summe eine analytische Funktion dar, welche ke 
singulären Punkt im Kreise hat, der über OJIf als Durchmesser beschri< 
ist (0 der Nullpunkt.) Im Anschluls an diesen Satz werden ähnlich 
bei den vorigen speziellen Beihen die Operationen auseinandergesetzt, 
man mit derartigen Beihen vornehmen kann, und dann einige Anwendui 
auf die Differentialgleichungen gegeben. 

Das vierte und fünfte Kapitel beschäftigen sich mit einer fnndament 
Frage der Fnnktionentheorie. Weierstrafs hat die Definition der ana 
sehen Funktion gegeben und zwar auf Grund der Potenzreihe. Diese 
finition, sowie die Darstellung der Funktionen in einzelnen Punkten 
Ebene ist theoretisch einwandfrei, praktisch dagegen wenig anwendbar, 
die Fortsetzungen der Potenzreihen zu grofsen Schwierigkeiten führen, 
treten nun die Theorien ein, die in den beiden letzten Kapiteln auseinai 
gesetzt werden. Zunächst definiert Herr Borel in einer von der früh 
verschiedenen Weise, was unter der Summe einer Potenzreihe, deren 1 
vergenzradius von Null verschieden ist, in einem Pimkte r — iT^ zu verst 
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ist, wenn e^ aufserhalb des Eonvergenzbezirkes gelegen ist. Es soU das 
näfnüch der Wert sein, den die entsprechende analytische Funktion in diesem 
Pimkte anmwmty und zwar setzt Herr Borel als Weg im allgemeinen den 
geradlinigen von bis z^ voraus. Die Hauptfrage ist dann, in welchen 
Punkten die Reihen absolut summierbar sind, so zwar, dafs die beiden ge- 
gebenen Sunmiendefinitionen zusammenfallen. Herr Borel findet ffir die 
entsprechenden Punkte das Innere resp. die Begrenzung eines eigenartig 
begrenzten Polygons, welches jedenfalls den Eonvergenzbezirk in jedem nicht 
singulären Punkte überschreitet In diesem Polygon kann dann die Summe 
der Potenzreihe nach den Methoden des vorigen Paragraphen berechnet 
werden, ein Resultat, auf dessen Wichtigkeit kaum aufinerksam gemacht 
zu werden braucht. 

Da das Innere des Polygons bisweilen den Eonvergenzbezirk nicht viel 
überschreitet, so verallgemeinert Herr Borel sein Verfahren und kommt 
dadurch zur Summation der Taylor sehen Reihe in einem viel ausgedehnteren 
Bereiche — ein Verfahren, welches freilich, wie Herr Borel selbst bemerkt, 
in einigen Punkten bei der praktischen Durchführung zu Schwierigkeiten führt. 

Anwendungen auf die Bestimmung der singulären Punkte einer vor- 
gelegten Potenzreihe beschliefsen das inhaltreiche Kapitel, und zwar knüpfen 
diese Anwendungen an Arbeiten der Herren A. Pringsheim, Le Roy und 
Leau an. 

In völlig anderer Weise behandelt Herr Mittag- Leff 1er dasselbe 
Problem. Derselbe denkt sich den Nullpunkt mit allen singulären Punkten 
einer analytischen Funktion durch gerade Linien verbunden und schlieDst 
die Fortselsung derselben bis in die Unendlichkeit von der Ebene aus. Das 
auf diesem Wege entstehende geometrische Oebilde nennt er einen Stern 
und zeigt, dafs und wie eine analytische Funktion durch eine unendliche 
Reihe von Polynomen dargestellt werden kann, die im Innern eines jeden 
im Innern des Sterns gelegenen Bereiches gleichmäfsig konvergiert. Die Kon- 
struktion der Polynome ist eine einfache und durchsichtige und erfordert 
nur die Kenntnis der Differentialquotienten im Nullpunkt. Diese schönen 
Untersuchungen werden zunftchst im fünften Kapitel wiedergegeben, sodann 
aber zeigt Herr Borel im Anschlufs an Arbeiten der Herren Runge, Hilbert 
und Painlevä, wie derartige Darstellungen von der Art der Mittag- 
Leffl ersehen in unendlicher Fülle gegeben werden können. Freilich ist das 
Bildungsgesetz im allgemeinen nicht so durchsichtig wie bei Mittag-Leffler. 

Einige Bemerkungen über die Beziehungen der Mittag-Lefflerschen 
Entwickelung zu der Theorie der divergenten^Reihen schliefsen das inhaltreiche 
Werk, dessen Lektüre empfohlen werden kann. 

Dresden. M. Krause. 

Fr« Antenhelmer, Blementarbuoh der Differential- und Integral- 
reohnnng mit zahlreichen Anwendungen aus der Analysis, Geometrie, 
Mechanik und Physik; för höhere Lehranstalten und den Selbstunterricht. 
Fünfte verbesserte Auflage, bearbeitet von Alfred Donadt. Leipzig 
1901 , Beruh. Friedr. Voigt X + 602 S. 8<>. 
Die Eigentümlichkeit des Lehrbuchs von Autenheimer liegt erstens 

in der grofsen Menge ausführlich durchgerechneter Aufgaben aus den ver- 
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schiedensten Gebieten, insbesondere anch ans der analytischen nnd techniscl 
Mechanik, Physik und GeodBsie; sodann wird in dem Buche ein eigentt 
liches Okonomieprinzip befolgt, das man audi vom rein wissenschaftlicl 
Standpunkt nur sympathisch ansehen kann. Der Verfasser stellt i 
Grundsatz auf, jede einzelne Aufgabe mit dem geringst möglichen A 
wände an theoretischen Hilfsmitteln zu lösen und dem Leser bei jeder v 
getragenen Lehre sobald wie möglich zu zeigen, was mit ihr geleis 
werden kann. 

Hieraus ergiebt sich eine ungewöhnliche Anordnung des Stoffes, 
neuerdings in Werken von ähnlicher Tendenz nachgeahmt worden ist. Nadi < 
ersten Elementen der Differentialrechnung und der Reihentheorie, bei de] 
über erste Ableitungen nicht hinausgegangen wird, folgt sofort eine grofs 
Sammlung wohl gewählter Maximums- und Minimumsauf gaben; femer 
üblichen Konstruktionen von Tangenten u. dgl. Sodann wird zum Beg 
des Integrals und zu den einfachsten Litegrationen übergegangen, und 1 
zeigt sich schon, dafs mit den erworbenen theoretLschen Hülfsmitteln € 
Menge der interessantesten Aufga}>en behandelt werden kann. Die i 
folgenden Abschnitte bilden den wertvollen Kern des Werkes; sie band 
von der Rektifikation und Quadratur ebener Kurven, von der Kubatur und K< 
planation der Rotationsflächen, von der Bestimmung der Schwerpunkte i 
Trägheitsmomente, von verschiedenen dynamischen Aufgaben, insbesondere i 
freien Fall mit und ohne Widerstand, von der Bestimmung der Arbeitsleistunj 
durch Litegration, von verschiedenen Reibungserscheinungen, endlich ' 
hydromechanischen Aufgaben und Bestimmungen von Potential und Attrakti 
Jetzt erst wendet sich der Verfasser zum zweiten Teil der DifferentialrechnTi 
den höheren Ableitungen, den Taylorschen Reihen nebst verschiedenartij 
Anwendungen, endlich zu einem zweiten Teil der Integralrechnung, in welcl 
die Integration rationaler Brüche und einfiiche Differentialgleichungen 
handelt werden. 

Die Anordnung und Behandlung der Aufgaben zeugt von Autenheim 
grofsem pädagogischem Geschick; das Buch bietet durchweg eine höchst 
regende Lektüre, nicht nur für den Anfänger, sondern auch für den Mat 
matiker, der die praktische Tragweite der Infinitesimalrechnung eini 
überschauen will. Der Herr Herausgeber der fünften Auflage hat die A 
gaben kontrolliert und vermehrt 

Die schwache Seite des ursprünglichen Werkes von Antenheimer i 
die Darstellung der allgemeinen Begriffe, ohne welche nun einmal ein v 
ständnisvolles Operieren mit den Symbolen der Infinitesinuilrechnung unmögl 
ist. In dieser Beziehung hat der Herr Herausgeber das Buch, was : 
Dank anzuerkennen ist, bedeutend verbessert Hervorzuheben ist die kli 
und strenge, dabei doch auf das Nötigste beschränkte Theorie der Reih 
die sorgfllltige Ableitung des Differentials des Logarithmus, die Rest 
Stimmungen bei der Taylorschen Reihe, der strenge Beweis für die \ 
tauschbarkeit der Differentiationen bei Funktionen zweier Variablen. 1 
Herr Herausgeber hebt selbst hervor, dass man an manchen Punkten viellei 
noch gröfsere Strenge wünschen könnte; bei solchen Gelegenheiten erh 
sich ja leicht ein Konflikt mit den Ansprüchen an Verständlichkeit t 
Lesbarkeit des Lehrbuchs. Ich erlaube mir auf einige Punkte hinzuweis 
die der Verbesserung Wng sind, ohne dafs man den Kreis der sonst sei 
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in dem Werke gebrauchten Beweismittel zu überschreiten braucht, also ohne 
dafs die Verständlichkeit leidet. 

Der wichtigste Fehler, der sich nicht nur in den früheren Auflagen des 
Werkes, sondern auch sonst vielfach findet, z. B. in den bekannten Werken 
von Lorentz und Nernst-Schoenflies, ist folgender. Bekanntlich ist die 
Gnmdthatsache der Integralrechnung^ dals man aus der Gleichung du ^ 
folgern kann u ^ const. Nun wird aber yermittelst der Differentialrechnung 
nur bewiesen, dais aus der letzteren Gleichung die erstere folgt; der S. 90 ge- 
machte Hinweis auf § 15 scheint auf einem Versehen zu beruhen, und leistet 
den für die Integralrechnung nötigen Beweis nicht. Dieser Fehler ist durch die 
Bttcksicht auf die Verständlichkeit u. dgl. wohl kaum zu entschuldigen; dem 
Leser entgeht entschieden die Einsicht in das Wesen der Integralrechnung, 
wenn hier einfach hinreichende und notwendige Bedingung heimlich ver- 
tauscht wird, eine Verwechslung, die doch auch im praktischen Leben zu 
höchst bedenklichen Eonsequenzen fahren kann. Bekanntlich wird der 
Beweis des fraglichen Satzes auf Grund des Mittelwertsatzes der Differential- 
rechnung geffihrt; da dieser vom Herrn Herausgeber an einer andern Stelle 
entwickelt wird, so würde der strenge Beweis nicht mehr als die so wie 
so schon gebrauchten Hilfsmittel erfordern. 

Ein weiteres Bedenken erhebt sich S. 72, da beim Beweis des bino- 
mischen Satzes stülschweigend angenommen wird, dals (1 -j- x)^ stets nach 
Potenzen von x entwickelt werden kann; vielleidit wäre es hier angebracht, 
auf den später bewiesenen Tayl ersehen Satz zu verweisen. Femer ist auch 
der Beweis des Satzes HI S. 71 unvollständig, da nicht gezeigt ist, dais 
die erhaltene Beihe wirklich der gesuchte Differentialquotient ist; hier wäre 
freilich die Heilung des Schadens wohl nur dadurch möglich, dals die ganze 
Reihentheorie erst nach den Elementen der Integralrechnung oder wenigstens 
nach dem Mittelwertsatz behandelt würde. 

Endlich ein paar Kleinigkeiten. Bei der Erklärung des Differential- 
quotienten scheint es mir gut, das verwirrende Symbol : zu vermeiden. 
Die Definition des Grenzbegriffs S. 10 („nähert sich hierbei der Wert der 
Funktion mehr und mehr einer bestimmten, endlichen, konstanten Gh-öfse Ä^ 
ohne diese dem absoluten Betrage nach überschreiten zu können . . .'0 ^ 
mit einem von Autenheimer herrührenden Fehler behaftet. — Gegen die 
mehrfach vorkommende Bedeweise „Differentiieren in Hinsicht sf^ mufs im 
Interesse einer reinen Sprache protestiert werden. 

Mit diesen Ausstellungen soll aber der Wert des Buches und besonders 
das Verdienst des Herrn Herausgebers nicht herabgesetzt werden. Die Aus- 
gleichung zwischen den Ansprüchen der Wissenschaft; und des Unterrichts 
besonders solcher Studierenden, welche in erster Linie die Anwendungen 
der Mathematik im Auge haben, ist ein noch nicht gelöstes, schwieriges 
Problem, zu dessen Lösung der Herr Herausgeber einen dankenswerten Bei- 
trag geleistet hat; das Buch von Autenheimer wird auch in der neuen 
Gestalt Lehrern und Lernenden willkommen sein. 

Berlin. A. Kneser. 
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£• Heb« Weitere Bettrige rar Theorie der rfomliehen K 
flgorftfelonen. L Die linearen Transfonnationen der Kl einschen 
(60j5, 30«) nach ihrer geometrischen Bedentang nebst Anwendung 
regelmükige Gebilde des ▼ierdimenmonalen Baumes. IL Die 
(60|5, 725)') nnd die ihr zugehörige Gruppe von linearen Tra 
formationen nebst Übertragung auf die Hypersph&re und Anwendi 
auf die hierdurch bestimmten regelm&Cngen Gebilde des yierdimensiont 
Baumes. (NoTa acta Leopoldina 75, 482 8. Halle 1899.) 
Als gemeinsame Quelle der beiden in den yorliegenden Abhandlun 
untersuchten Kß. kann die bekannte Figur dreier Tetraeder tu destmi 
Lage gelten. Beide Kff. enthalten desmische Systeme, und durch etn sol( 
in ihr enthaltenes System ist die El einsehe Kf. eindeutig, die Hefss 
sweideutig bestimmt. Stephanos, welcher die desmische Figur zu 
eingehend studierte, erkannte audi ihren Zusammenhang mit der sc 
vorher von Klein gefundenen Ef. Bei ihm findet sich auch die Hefsi 
Kf. zuerst, aber nur beil&ufig, erwähnt Dire Herleitnng aus dem 
mischen Tetraedersystem gab Hefs in seiner Arbeit über Perspektive E 
ecke (Math. Ann. 28). Diese sowie die vorliegende Abhandlung sind 
einzigen, welche sich eingehend mit der in Bede stehenden Kf. befas 
dieselbe scheint also wenig bekannt zu sein, wfthrend die litteratur t 
die Kleinsche Kf. einen betrftchtlichen Umfang aufweist 

Ich will mich deshalb im folgenden vorzugsweise mit der Hefss( 
Kf. beschäftigen. Das Symbol (6O15, 72^) charakterisiert sie als 
Gruppierung von 60 Punkten, 60 Ebenen und 72 Geraden von der 
schaffenheit, dafs jeder Punkt (jede Ebene) mit 15 Ebenen (Punkten), 
Gerade mU 5 Punkten und 5 Ebenen ineident ist. Um diese Gruppiei 
deutlicher zu übersehen, empfiehlt es sich, zur Bezeichnung der Kf.-Puj 
diejenigen -y^ » 60 Anordnungen von 5 Elementen 1, 2, 3, 4, 5 in 
sogleich genauer anzugebenden Weise zu verwenden, welche aus einer 
ihnen, etwa 12345, durch eine gerade Anzahl von Transpositionen 
geleitet werden. Die so erhaltenen 60 Anordnungen werden durch 
alternierende Fermutationsgruppe der Elemente 1, 2, 3, 4, 5 nur u 
einander vertauscht Es besteht aber diese Gruppe, abgesehen von 
Identität, aus: 

1) 15 Operationen (t) {kl) (fnn) von der Ordnung 2, 

2) 20 „ {i)Q^)Qn^n) „ „ „3, 

3) 24 „ (iklmn) „ „ „5. 

Sind nun die 60 Punkte der Kf zweckmäfsig durch die 60 Anordnu: 
bezeichnet, so können wir ihre Gruppierung folgendermallsen beschreibe] 

1) Die 15 Punkte, welche aus einem Punkte durch die Permutati* 
2. Or<Liung hervorgehen, liegen in einer Ebene. — So wird jedem Pu 
eine Ebene zugewiesen, und man erhält die 60 Ebenen der Kf. 

2) und 3) Ist T eine Permutation 3. (5.) Ordnung, so gehen d 
ihre Wiederholungen t, t*, t* (t, t*, t', t*, t*), deren letzte die Iden 
darstellt, aus einem Punkte 3 (5) Punkte hervor, welche auf einer Ger 
p<») (^(6)) liegen. 

1) Diese Kf. wird im Referat als „Hefssche'^ zitiert. 
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Jede dieser drei Eigenschaften genügt, um die Ef. zu charakterisieren; 
ans jeder von ihnen lassen sich also alle Eigenschaften der Ef., insbesondere 
auch sehr leicht die beiden anderen atd^efiihrten herleiten. Es giebt 
200 Geraden ^^> (72 Geraden ^^>), jede ist mit 3 (5) Ef.-Pankten und 
ebensoTielen Kf.- Ebenen incident, wfthrend durch jeden Punkt (in jeder 
Ebene) 10 Geraden g^^^ und 6 Geraden ^'^) gehen (liegen). — Die 24 Ope- 
rationen 5. Ordnung sind nicht alle von derselben Art. Wie nftmlich die 
sftmtlichen 120 Anordnungen iklmn in zwei Klassen zerfedlen, so kann 
man auch zwei Klassen von Operationen (iklmn) unterscheiden. Diese 
beiden Klassen haben auch eine verschiedene geometrische Bedeutung. Jede 
Gerade ^^) nftmlich wird durch die 5 Ef.-Punkte auf ihr in 5 Primär- 
strecken (nach Eberhards Terminologie) zerlegt, und es iSlst sich nun 
leicht ersehen, dafs durch die Operationen der einen Klasse die Punkte 
auf den Geraden ^^^ in der Weise cyklisch vertauscht werden, dafs jeder 
Punkt um eine Prim&rstrecke rückt, wfthrend die Operationen der anderen 
Klasse eine Verschiebung um zwei Primärstrecken bewirken. Welche 
Klasse aber die Verschiebungen der ersten, welche die der zweiten Art 
hervorruft, kann natürlich aus der Bezeichnung nicht a priori abgelesen 
werden, sondern bedarf erst der Festsetzung. 

Aus der unter l) angefahrten Zuordnung der Punkte und Ebenen der 
Kf. ist ihr reziproker Charakter leicht zu erschlielsen. E$ exisHert nun ein 
bestimmtes Polarsystem », todches jeden Kf. -Punkt mit der ihm eugewiesencn 
Ebene vertauscht. Die Ordnungsfläche F dieses Polarsystems ist imaginär. 

Von nun an möge jede Anordnung iklmn der 5 Zififem 1, 2, 3, 4, 5 
durch das Symbol anaik(hi(^Am(^6n ersetzt werden. Dann knüpft die Be- 
schreibung der Kf. an das Schema der Däerminante 

«11 »12 «18 «14 «16 

«Sl «»2 «M «24 «26 

«81 «82 «88 «84 «86 

«41 «42 «48 «44 «46 

«61 «62 «58 «64 «66 

an, deren 60 positive Terme nunmehr die Kf,- Punkte bezeichnen. Den 
^5 Elementen der Determinante entsprechen ^5 in der Kf. enthaltene des- 
fmsche Systeme. Die 12 positiven Terme nftmlich, welche ein bestimmtes 
Element Oik enthalten, liefern die Ecken dreier desmischer Tetraeder.^) 
Man erhält somit 75 Tetraeder, welche, wie sich weiter zeigt, Poltetraeder 
im System n sind. — Die oben besprochene Permutationsgruppe stellt sich 
jetzt dar als die alternierende Oruppe von Kolonnenpermutationen. Als 
völlig gleichberechtigt tritt neben diese die alternierende Gruppe der Zeüen- 
permutationen. Beide zusammen erzeugen als ihr direktes Produkt eine 
Chruppe von 60 - 60 '^ 3600 Operationen^ welche sftmtlich die positiven 
Determinantenterme nur unter einander vertauschen. Die entsprechenden 
Vertauschungen der Kf.-Punkte werden durch ebensovide KoUineationen ver- 

1) Über die desmischen Systeme in ihrem Zusammenhang mit der hier ein- 
geführten Bezeichnung ygl. die Abh. des Bef. „Die Gteraden der Beyeichen Kf 
Arch. f. M. u. Ph. (8) 1, 124. 
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wirklichij und demgemUs bat man zunftchst eine Gruppe O von 3600 E( 
neationen, welche die K£ in sich selbst llberf&bren. Dieselben sind eig 
Uche (d. h. die Transformationsdeterminante ist positiv); »ie lassen 
Fundamentalfläche F invariant und zwar in der Weise, da& jede der bei 
(imaginftren) Begelscharen in sich übergeht. Es giebt ferner noch 3600 
eigenÜiche Kollineationen, welche die Ef. und F invariant lassen, dabei s 
die beiden Begelscharen von F mit eixiander vertauschen. Die zugehöri 
Permutationen der Kf.- Punkte werden im Schema der Determinante dt 
Vertauschungen der Zeilen mit den Kolonnen angezeigt NatOrlich komj 
nur solche Vertauschungen in Betracht, bei denen die bisherigen Ze 
(und ebenso Kolonnen) in ihrer neuen Stellung eine Beihenfolge aufwei 
welche aus der ursprünglichen durch eine gerade Anzahl von Transpositio 
hervorgeht Indem man endlich die 7200 Kollineationen mit dem Po 
System jt zusammensetzt, erh&lt man ebensoviele zur Kf. gehörige i 
relatumen. Damit sind aber auch alle linearen Transformationen der 
in sich erschöpft. 

Diejenigen beiden Gruppen von je 60 eigentlichen Kollineatioi 
welche durch blolse Kolonnen- bez. blofse Zeilenpermutationen ausgedri 
werden, sind den beiden Begelscharen von F in der Weise koordiniert, 
durch die Operationen einer solchen Gruppe immer nur die Elemente 
einen Begelschar permutiert werden, die der anderen aber sämtlich 
bleiben. Hierdurch tritt der Zusammenhang dieser Untersuchungen mit 
Theorie der endUdien Gruppen linearer SubsIxiuÜonen einer (komplei 
Veränderlichen (bez. projektiver Verwandtschaften eines Gebildes erster S 
— in unserem Falle einer Begelschar — ) und der Theorie der reguli 
Körper in Evidenz; und zwar haben wir hier Ikosaedergruppen vor uns. 
Somit wird durch die Hefssche Kf. eine Fläche F vom zweiten Grade 
weiterhin auf jeder ihrer Begelscharen eine Ikosaedergruppe bestimmt 1 
gekehrt gehört aber auch zu jeder Fläche F und zwei auf ihren Begelscha 
willkürlich angenommenen Ikosaedergruppen eine bestimmte Hefssche 

Von den in der Gruppe der Kf. enthaltenen Untergruppen hat £ 
als besonders wichtig diejenigen hervorgehoben, bei welchen nach der 
gewählten Bezeichnung ein negativer Determinantentenn invariant bli 
Eine solche Gruppe enthält 60 eigentliche und ebensoviele tmeigentl 
Kollineationen, durch welche 5 bestimmte Punkte des Baumes auf 
möglichen Arten permutiert werden. Diese 5 Punkte sind den 5 Elemei 
aus denen sich der Determinantenterm zusammensetzt, in bestimmter \^ 
zugeordnet. Man hat den 60 negativen Termen entsprechend 60 - 5 ^ 
solche Punkte, Dieselben ergeben sich als die Punkte derjenigen 25 
mischen Systeme, welche zu den 25 desmischen Systemen der Kf. konju^ 
(im Sinne von Stephane s) sind. In jedem von ihnen laufen 4 Geraden 
und 6 Kf.-Ebenen zusammen, ein vollständiges Vierkant bildend. 

Ein weiteres Interesse gewiimt die ICf. in ihrer Verbindung mit 
elliptischen oder sphärischen Geometrie, Die erstere zu erhalten, wählt 
die imaginäre Fläche F zur Fundamentalfläche für die eUipüsche Jk 
hestimmung, d. h. man nennt zwei Gebilde ^jkongruent^ bez. ^sgmmetiri^ 
weim sie durch eine eigentliche bez. un^entUche^ die Fläche F invai 
lassende Kolüneation in einander übergehen. Diese Kollineationen s< 
heifsen dann Bewegungen bez. symmetrische Operationen, Durch die 60 
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Ebenen wird der Baum in 7200 Elementarteiraeder zerlegt, welche nunmehr 
alle kongruent bez. symmetrisch sind, um jeden der oben erwähnten 
300 Punkte liegen 24 Elementartetraeder, durch deren Zusammenfassung 
ein reffiUäres Tetraeder entsteht, welches den Punkt zum Zentrum, zu Ecken 
Kf.-Punkte, zu Kanten Primärstrecken aus Geraden g^^^ besitzt Die 300 so 
entstehenden regulären Tetraeder sind kongruent und füllen den ganzen 
Baum genau einmal aus. Ebenso sind die Ecken der erhaltenen Gebiets- 
einteilung regulär und kongruent. Eine andere derartige Gebietseinteilung, 
nämlich in 60 kongruente regtUäre Dodekaeder^ erhält man durch Zusammen- 
fassen der um einen jeden Kf.-Punkt herumliegenden 120 Elementartetraeder. 
AUe diese Verhältnisse lassen sich am Schema der Determinante leicht verfolgen. 

Will man statt der elUptischen die sphärische Geometrie zur Betrachtung 
heranziehen, so hat man in einem vierdimensionalen ebenen Baume B^ einen 
dreidimensionalen sphärischen Baum 8^ (Hypersphäre) anzunehmen. Nun 
enthält aber jß^ einen ebenen unendlich fernen Baum B^p von 3 Dimensionen, 
welcher von 8^ in einer imaginären zweidimensionalen Fläche F zweiten 
Grades geschnitten wird. Werden aus dem Zentrum yon 8^ die Punkte, 
Geraden und Ebenen von B!^^ auf 8^ projiziert, so ergiebt sich als Ab- 
bildung jedes Punktes ein Gegenpunktepaar, während die Geraden und 
Ebenen von B!^^ auf 8^ Hauptkreise und Hauptkugeln liefern. Jede Drehung 
von jS'3 um ruft auf B!^^ eine eigentliche Kollineation hervor, welche F 
ungeändert läfst, während die entsprechenden uneigentlichen EoUineationen 
durch 8piegelimgen von 8^ an einem äquatorialen ebenen Baume B^ in 
Verbindung mit Drehungen geliefert werden. Wird jetzt in ü,** eine zu F 
gehörige Hefssche Ef. konstruiert, so giebt ihre Übertragung auf 8^ ein 
reguläres sphärisches Netz mit der doppelten Anzahl von Punkten, Kanten, 
Tetraedern u. s. w. Werden schliefslich die sphärischen Kanten und Grenz- 
flächen durch ebene ersetzt, so ergeben sich zunächst zwei reguläre Poljrtope 
(d. h. Begrenzungen regulärer vierdimensionaler Körper): das 600'ZeU aus 
600 Tetraedern und das l^O-ZeU aus 120 Dodekaedern bestehend. 

Die 600 Ecken des letzteren, welche den oben erhaltenen 300 Pimkten 
entsprechen, zerfallen wie diese in Gruppen zu je 5, die einander paarweise 
als Gegengruppen entsprechen. Jede solche Gruppe besteht aus den Ecken 
eines regulären Ö-ZeUs. Aber auch die drei übrigen regulären Polytope 
ergeben sich aus der Hefs sehen Kf. Werden die drei Tetraeder eines 
desmischen Systems oder nur zwei oder endlich nur eines von ihnen auf 8^ 
übertragen, so ergeben sich im ersten Falle die 24 Ecken des reg. 24'ZeUs^ im 
zweiten die 16 Ecken des reg. 6-ZeUs^ im dritten die 8 Ecken des reg. 16-ZeUs. 

Die drei zuletzt genannten reg. Polytope ergeben sich auch bei Be- 
trachtung der Kleinschen Kf., da diese ja desmische Systeme enthält. Zur 
Kl einschen Kf. gehört eine Gruppe von 11520 Kollineationen und ebenso- 
vielen Korrelationen, welche aber wie die Kf. selbst (im Gegensatz zur 
Hefsschen) nicht vollständig reell sein kann. Die geometrische Deutung 
der einzelnen Operationen und die Untersuchung der in ihrer Verbindung 
auftretenden Flächen zweiten und Komplexe ersten und zweiten Grades 
machen den wesentlichen Inhalt der ersten Abhandlung aus. 

Charlottenburg, d. 21. September 1901. E. Steinitz. 
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Ernst Bndert. über kleine Kngelkrelee. Eine Anwendnng von Gra 
manns Atudehnnngslehre. Dissertation (Leipzig). Leipzig. B. G.Teubi 
1900. 37 8. 4« 
Die vorliegende Arbeit bildet die Fortsetzimg einer Programm-, 
bandlnng (3. StSdt Realschule zn Leipzig, 1899), in welcher der Yerfas 
gezeigt hat, wie die Grafsmannsche Ausdehnungslehre die Mittel liefert, 
für die Geometrie der Eugelfl&che die GrGfsen- wie die Lagenbeziehunj 
der Gebilde mit gleicher Leichtigkeit and Einfachheit zur Darstellung 
bringen, unter den verschiedenen Methoden der Ausdehnungslehre wü 
die Punktrechnung den direktesten Weg zu diesem Ziele bilden. Aber 
Interesse einer möglichst compendiösen elementaren Begründung der erfon 
liehen Hauptgesetze und Bechnungsregeln hat der Verfasser nach dem \ 
gange Peanos die Streckenrechnung zu Grunde gelegt, in welcher der n 
einem Kugelpunkte führende Radius als Vektor zur Darstellung di< 
Punktes benutzt wird. Es können dann die erforderlichen Rechnungsges< 
aus einfachen geometrischen Beziehungen entwickelt werden, während 
Grafsmann umgekehrt diese Gesetze begründet und nachher auf die gea 
trischen Gebilde angewendet werden. 

Während die Sätze der sphärischen Trigonometrie den Schlufs 
ersten Abhandlung bildeten, behandelt der Verfiasser in den zwei Abschnii 
der vorliegenden Arbeit den Kreis auf der Kugel und seine Beziehun 
zu anderen Kreisen, sowie zu den Dreiecken. Als „kleiner Kugelkr 
oder „Nebenkreis^ (P, if) wird jeder Kreis auf der Kugel bezeichnet, wob* 

(<ö) den Bogenabstand jedes Kreispunktes (X) von dem sphärisc 

Mittelpunkte (P) bedeutet Da aber P und X gleichzeitig die Vekt< 
dieser Punkte darstellen, so liefert die Grafsmannsche Definition des innc 
Produkts zweier Strecken sofort die Gleichung des Kreises in der Fo 
P|X»cos^. An die Stelle der Sekanten und Tangenten der ebenen ( 
metrie treten hier schneidende und berührende Hauptkreise. In entsprecbei 
Weise findet die Übertragung zahlreicher anderer Begriffe der ebenen Kj 
geometrie statt, u. a. der Potenzen, Orthogonalkreise, Kreis- und Polamc 
Ahnlichkeitspunkte und -Linien, Centralen, Kreisgebüsche, Kreisbüschel u. i 
— Der zweite Abschnitt behandelt in gleicher Weise die den sphärisc 
Dreiecken ein- und umbeschriebenen Kreise. — Überall wird der Fortsei 
der in einfachen Formeln sich vollziehenden Rechnung, in der die im 
Multiplikation naturgemäfs die Hauptrolle spielt, unmittelbar von den j 
metrischen Resultaten begleitet, und so kommt ein übersichtlicher Aul 
der sphärischen Kreisgeometrie zu Stande, dem sich für den Leser die 
wohnte Form der ebenen Kreisgeometrie von selbst orientierend und 
Vergleich auffordernd zur Seite stellt. — Auch die verwandten Arbe 
anderer Forscher aus älterer und neuerer Zeit werden berücksichtigt, 
einzelne, z. B. bei Gudermann und Steiner vorkommende ünrichügkc 
verbessert. 

Hagen i. W. V. Schlegel. 
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1. Aufgaben und Lebrsätze. Lösnngen. 

A« Aufgaben und Lebrsfttze. 

66. Erwünscht sind möglichst einfache Beweise der folgenden Sätze. 

Eine ebene Kurve S, welche die Punkte Ä und B verbindet, umschliefse 
mit der geraden Strecke AB ein Gebiet @ und sei so beschaffen, dafs jede 
von zweien ihrer Punkte begrenzte gerade Strecke ganz im Innern oder auf 
der Grenze des Gebiets & verläuft Dieselbe Beschaffenheit habe eine zweite, 
die Punkte Ä und B verbindende ebene Kurve; verläuft dieselbe ganz im 
Gebiet @, so ist sie kürzer als 61. 

Eine Oberfläche f$ werde durch eine ebene geschlossene Kurve S be- 
grenzt, und umschliefse mit der innerhalb der Kurve S liegenden ebenen 
Fläche das Gebiet St; sie sei femer so beschaffen, dafs jede von zweien 
ihrer Punkte begrenzte gerade Strecke ganz im Innern oder auf der Grenze 
des Gebiets 9t verläuft. Dieselbe Beschaffenheit habe eine zweite, durch 
die Kurve S begrenzte Oberfläche; verläuft dieselbe ganz im Innern des 
Gebiets St, so hat sie kleineren Flächeninhalt als fjf. 

Diese Sätze besagen im wesentlichen dasselbe wie die Postulate 2, 3 
in Verbindung mit den Definitionen 2, 4 im ersten Buche der Schrift von 
Archimedes'über Kugel und Cylinder. (Opera ed. Heiberg Bd. I, S. 7, 9.) 

Berlin. A. Kneseb. 

66. Um einen bequemen Eingang in die Theorie der algebraischen 
Kurven vom Geschlechte 1 zu gewinnen, wähle man in einer ebenen Kurve 
3. Ordnung (ohne Doppelpimkt) einen Punkt Ä und ziehe in ihm die 
Tangente, welche die Kurve noch in B schneiden möge; ebenso liefere die 
Tangente in B den dritten Punkt C, Wird nun das Dreieck ABC alB 
Fnndamentaldreieck homogener Koordinaten x, y, g angesehen, so soll die 
Kurvengleichung aufgestellt und daraus direkt bewiesen werden, dafs die 
Kurve in der Form dargestellt werden kann: 

a? = A<y*(u)<y(w — f?), 

^ VC (u) c (u + v) c {u — 2v)y 

wobei u ein veränderlicher Parameter, t;, il, ft, v Konstanten sind, und wobei 
die Invarianten g^ und g^ der zugehörigen Funktion d (u) nichts anderes 

21» 
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sind als die Aronhold-SjlTesterschen Fundamental -Liyarianten der c 
Kurve darstellenden temllren Imbischen Form. 

Man suche eine analoge Darstellnng för die Baumkurven vierter Oi 
nung erster Art. 

Berlin. Rice. Müller. 

67. Man untersuche die hin- und hergehende Bewegung eines schwei 
und elektrischen Punktes, der von einem senkrecht unter ihm befindlicli 
festen, gleichnamig elektrischen Funkte nach dem Coulombschen Gese 
abgestofsen wird. (Angenähert veranschaulicht durch eine kleine Eorkkuj 
oberhalb eines kugelförmigen Konduktors.) 

Wenn das absolute C-G-SSystem zugrunde gelegt wird, und alsda 
g die Fallbeschleunigung, m die Masse des beweglichen Punktes, e^ und 
die beiden elektrostatischen Ladungen, x den variablen Abstand des 
weglichen Punktes vom festen Punkte zur Zeit t, h und h' den kleins 
resp. gröfsten Wert dieses Abstandes bezeichnen, so soll nachgewiei 
werden, dals: 

(1) Ä.Ä' = ?^, 

(3) ■'j;-Viyiic-->)'^^y 



i9' 
ist 

Welches sind die Konstanten ej, e^, e, und die Invarianten g^^ g^ 
zugehörigen Funktion p(u)? Man berechne die Schwingungsdauer für 
numerisches Beispiel. 

(üeber die Bezeichnung vergleiche man die von Herrn H. A. Schw 
herausgegebenen „Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptisc 
Funktionen^^ Göttingen 1883 oder zweite Ausgabe Berlin 1893). 

Berlin. Bioh. Müller. 



58. Integration der Differenzialgleicbung rc*" — -ith^y^O, Bei 

a 

Lösung setze man x^^^e* ^^ y und beweise, dafs die nte Ableitung, ; 

a 

dTy (- l)*tt*g^ . . 

Herzberg a. Harz. Adolf F&ancke. 
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59. Sind 9?! == 0, 92 =« 0, g>s^ drei beliebige Kurven zweiter 
Klasse^ so giebt es in dem Gewebe 

stets vier Kreise, deren Centra die Schnittpunkte zweier gleichseitigen 
Hyperbeln sind. 

Darmstadt, 20. April 1902. S. Gundelfingeb. 



60. Sind 9i == 0, 92 "^ ^9 ' ' ') 9^6 ~ ^ irgend sechs linearunabhängige 
Flächen zweiter Klasse, so giebt es in der fünffach unendlichen Schar 

^9i + A,9, 4- h ^96 = Ö 

acht Kugeln, deren Centra die Schnittpunkte dreier orthogonalen Hyper- 
boloide sind. 

Darmstadt, 20. April 1902. S. Gundelfinoeb. 



61. Das Maximum des Abstandes je zweier Bandpunkte eines gewöhn- 
lichen Vielecks sei als Durchmesser desselben bezeichnet. Der Durchmesser 
eines Vielecks ist entweder eine Seite oder eine Diagonale desselben; im 
letzteren Falle braucht er nicht aus lauter Innenpunkten des Vielecks zu 
bestehen. Es wird behauptet: „Der Inhalt eines jeden Vielecks von gegebenem 
Durchmesser a ist Meiner als der Inhalt des Kreises vom Durchmesser a, 
d. i. als na*/A/' 

Innsbruck. 0. Stolz. 



B« LSsungen. 

Zu 37. (Bd.n, S. 356.) (S.Gundelfinger.) Besitzt Q die Koordinaten 
a, h und zieht man durch Q irgend eine Sekante unter dem Winkel a gegen 
die positive rc- Achse, so wird fOr jeden Punkt P auf dieser Sekante 

a?=»a + < cos a, y = 6-f^sina, 

also speziell zur Bestimmung der positiven oder negativen Entfernungen 
^ (*=«i, a, 8, ..., in) eines der Punkte Pi, Pg, • • •, Pj« ^^^ Q- 

f(a, h) + <{cosa ^^^M + sin« ^^^) + • • • ^- <«» (cos«a + sin««)- = 0. 

Also: QP^ QPt- QP^n ^h'h'"^$n='f(^' ^1 d. h. unabhängig von 
dem Winkel a, 

Danostadt, 7. Mai 1901. 

Der vorstehende Beweis dürfte auch jetzt noch der Mitteilung wert 
sein, weil aus demselben die Zeichenregel für die QP^ resp. Qj9|, vor allem 
aber die vollständige Analogie mit der Kreislehre folgt Nennt man z. B. 
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QPi" ' QP^ die Potenz des Punktes Q in Bezug auf die Kurve f(x, y) = 
so gilt u. a. das Theorem: 

Der geometrische Ort aller Punkte, welche in Bezug auf zwei koachsis 
Lemniskaten gleiche Potenz besitzen, ist eine gleichseitige Hyperbel (fOr c 
spezielle Lemniskate das System der beiden Winkelhalbierenden). 

Hat die Gleichung f(x, y^ = als Glieder der 2n-ten Ordnung nur d 
Term (a?* — y*)", so wird 

sobald die beiden durch Q gezogenen Geraden normal zu einander sind. 
Darmstadt, den 20. April 1902. S. Gundelfinger. 



Zu 50. (Bd. m. 8. 170) (E. N. Barisien). Sei Y der gesuchte Äl 
lichkeitspunkt gleicher Art mit S, Dann gilt die Proportion YB : Y 
^ AB z A^B^, Sind r und r^ die Radien der gegebenen Kreise, so 
SB : 8B^ = r : r^. Verbindet man A und B mit (7, femer A^^ und Bi \ 
0^, so erh&lt man zwei ähnliche Dreiecke ABC^ femer A^B^C^, da die € 
sprechenden Seiten parallel sind, resp. auf einander fallen. Demnach 
AB:A^Bi-=r:ri und folglich YB:YB^ = SBiSB^, was nur mögl 
ist, wenn Y und S auf einander fallen, da beide Punkte zwischen B \ 
Bi liegen müssen. 

Sei Si der zweite Ähnlichkeitspunkt der gegebenen Kreise und X 
gesuchte Ähnlichkeitspunkt zweiter Art der Kreise über AB und A^B^^ 
den Mittelpunkten M und M^. Dann sind die Punkte CSCiS^ yier l 
monische Punkte, ebenso die Punkte ASM^X, Wir beziehen die bei 
Punktreihen so auf einander projektiv und perspeküv, dafs einander 
geordnet sind: M ui^ ^^ ^i ^uid C^, S und S\ dann entsprechen sich a 
X und Sy Das Gentrum der Perspektivitat ist der unendlich ferne Pw 
da CM und C^M^ senkrecht auf AB stehen; folglich ist auch X^^ 3€ 
recht auf der Sehne. Der gesuchte Ort für X ist der Kreis über i 
als Durchmesser. 

Einbeck. B. Neuendorff. 



2. Anfragen. 

ZmoU KU der Anfrage S dieses Bandes auf 8. 85, 

Für den speziellen Fall der im Archiv 3, S. 85, 5 behande 
Aufgabe, wo der Punkt R auf der Halbierungslinie (t) des Winkels j 
liegt, habe ich folgende Konstruktionen mittels Ldneals und Zirkels 
fanden: 

a) Für vier mögliche Lösungen, d. h., wo (2> 2 • 120 ist. Jtfan z 
durch R eine Senkrechte r zur Halbierungslinie t Der Schenkel q y 
von r in geschnitten. Man mache auf r RO ^ 08 und errichte ii 
eine Senkrechte s auf r. Man beschreibe aus R mit der gegebenen LäU] 
einen Kreis k^ welcher von t und s (auf ders. Seite von r) in A un< 
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geschnitten wird. Die Gerade AB giebt im Schnitt mit r den Punkt M, 
Man beschreibe über MB als Durchmesser einen Kreis k^. Aus B falle 
man eine Senkrechte auf p und trage auf dieser den Abstand BP des 
Punktes B von j? bis iV" auf (BP^ BN). Von N fäDe man eine Senk- 
rechte n auf r, welche ä^ in ^^ und N^ schneidet Die Verbindungs- 
linien MN^ und MN^ schneiden den Kreis A; in den Punkten 1, 2, 3, 4, 
welche, mit B verbunden, die gesuchten Transversalen liefern. 

b) Für drei mögliche Lösungen, d. h., wo d ^ 2 - BO ist. Der 
Kreis Je geht hier durch S. Der Kreis \ ist der über BS als Durchmesser 
beschriebene. Sonst ist die Konstinktion völlig gleich der vorigen. 

c) Für 0iod mögliche Lösungen, d. h., wo d < 2 • ÄO ist. Man be- 
stimme wie vorher die Gerade ft, und beschreibe wieder aus B den Kreis A;. 
Der über BS als Durchmesser beschriebene Halbkreis Ä' schneidet k in 
einem Punkt W. Aus dem Schnittpunkt von n und r beschreibe man 
einen Kreis Ä^, welcher durch W geht. Dieser schneidet r in zwei Punkten, 
von welchen der eine V stets innerhalb, der andere U stets auTserhalb des 
Winkels pTq zu liegen kommt. Die im ersteren (F) auf r errichtete 
Senkrechte trifft den Kreis A; in den Punkten 1 und 2, welche, mit B ver- 
banden, die gesuchten Transveralen bestimmen. 

Agram. G. Majcen. 

Antwort auf die Anfrage 6 dieses Bandes auf Ä 85. 

Wie Herr G. Bados aus Budapest die Güte hatte mir mitzuteilen, 
ist der in der Anfrage 6 angegebene Satz bereits von ihm aufgestellt 
worden. Vgl. Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. Math. u. 
Naturw. Ber. aus Ungarn 1892, 95 — 97; Über die Bedingungsgleichungen 
zwischen den CoefiQcienten der orthogonalen Substitutionen. A. a. 0. 1899, 
236—240. 

Berlin. E. Jahnkb. 



3. Kleinere Notizen. 

Bemerkungen eu dem Aufsatz von Herrn C. Koehler: »Über die Klassifikation 
der Kurven und Flächen zweiten Orades" auf 8. 21—33 und 8, 94—111, 

!• Herr Koehler beruft sich (1. c. S. 21, Anm. 2) auf einen Auszug 
aus Vorträgen, welche ich Herrn Brückel zum Zwecke der Herausgabe 
gehalten, und welche dieser vereinbartermafsen im Journal für Math. 119, 
210 ff. mitgeteilt hat. Wie Herr Brückel 1. c. S. 210 — 211 hervorhebt, 
sind speziell die Kriterien der Flächen 2. 0. und ihrer Schnitte mit Ebenen 
dem Inhalte nach die gleichen, die ich bereits 1876 in Hesses analjt. 
Geometrie des Raumes (Suppl. IL) gegeben habe. 

In der That gehen die von mir gebrauchten Gröfsen f{y, y) und 
/•(y, y) f{2z) — f^{ify sf) (Brückel 1. c. p. 214) aus den in Suppl. II von 
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Hess es Baumgeometrie eingeführten ( j und ( j mutatis mutandis h 
vor, wenn man p^ — 0, t*y *— 0, ©^ =» und p, = 0, t«, ■■ annimmt 

2, In einem nachlrftglichen Zusatz zu 8. 22, Z. 12 v. o. sei] 
„Klassifikation etc." erw&hnt Herr Koehler neben der Abhandlung des He; 
Frobenius (BerL Sitzungsber. 1894, 8. 245 f.) auch meiner Arbeit 
Journal von Grelle 91, S. 229 (1881). Richtig ist allerdings, dafs ai 
ich unabhängig von Herrn Frobenius den ßatz gefanden hatte: ,Jst r * 
Bang eines symmetrischen Systems, so giebt es in demselben eine ni 
verschwindende Hauptunterdetenninante vom Grade r." (Man vergl. 
Andeutung in SuppL I zu Hesses Baumgeometrie S. 454, Z. 1 — 6.) 1 
ersten ausgeführten Beweis hat jedoch Herr Frobenius hereUs in Ort 
Journal 82, S, 242 gegeben, dem ich erst sp&ter ebendaselbst 91, 8. ^ 
zwei weitere hinzugefügt habe. 

3« Den Begriff des Banges einer symmetrischen Determinante mit d 
Trägheitsgesetz der quadratischen Formen in Verbindung zu setzen, mu 
jedem Kenner der algebraischen Theorie der Flächen 2. 0. als seil 
verständlich erscheinen, besonders im Hinblick auf die Werke von Möbi 
Plücker und eine Abhandlung aus dem Nachlasse Jacobis (Journal 
Orelle 68, 8. 275). Schwierigkeiten konnte nur die strenge Durchfahr 
der Beweise für aüe Fälle bereiten. Diese DurchfÜhnmg dürfte wohl i 
ersten Male in Supplement I zu Hesses Baumgeometrie von mir gege 
worden sein. (Man vergl. die Zusammenfassung auf 8. 459, Z. 13 — 1 v. 

4, In der Anmerkung 2 auf S. 34 seiner „Klassifikation*^ giebt £ 
Koehler eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung, um < 
Fläche zweiter Ordnung als reell zu charakterisieren. Die hinreichen 
und notwendigen Bedingungen für eine imaginäre Fläche im Baume vo: 
Dimensionen lassen sich nach meinen Entwicklungen auf S. 225 — 22S 
Grelles Journal 91 folgendermafsen aussprechen. 

Verschwinden sämtliche Subderminanten (r + l)ten (jrades der c 
dratischen Form _^ ^^ 

ist dagegen irgend eine bestimmte Hauptunterdeterminante rten Grades 
Null verschieden, etwa 

so nimmt f Zahlenwerte mit gleichem Vorzeichen (die Null nicht \ 
geschlossen) stets dann und nur dann an, wenn die Beihe 

lauter Zeichenwechsel oder lauter Zeichenfolgen darbietet Überdies 
kein Glied der Beihe verschwinden. 

Der von mir 1. c. gegebene Beweis und noch kürzer meine Entw 
langen auf S. 215 in Bd. 2 dieses Archivs zeigen auch, dafs f sein Zei 
wechseln kann, sobald auch nur eine einzige Hauptunterdetenninante 

^. i(aao<*/j/j • • • O verschwindet. 
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Ist z. B. für eine Fläche zweiter Ordnung 



dagegen etwa 






so stellt /* =» einen imaginären Kegel oder Cylinder stets dann und nur 
dann dar, wenn 

Beeil wird also der Kegel oder Cylinder sein, sobald diese beiden Be- 
dingungen nicht gleichzeitig befriedigt sind, wenn also auch nur eine einzige 
der Determinanten 

Null wird. 

Sind alle ^^;^ = 0, so wird /'»O zwei imaginäre Ebenen (parallel 
oder nicht) darstellen, wenn für ein bestimmtes Zahlenpaar a, ß aus der 
Reihe 1, 2, 3, 4 die Determinante a^^a^^ — aj^ > 0. 

Das Verschwinden von a^^ oder a^ß ist hierdurch von selbst aus- 
geschlossen. 

Das von Herrn Koehler angemerkte „kleine Versehen" im Journal 
für Math. 119, S. 216, Anm. 7 dürfte wohl auf einen lapsus linguae bei 
meinen Vorträgen zurückzuführen sein. 

Darmstadt, 20. April 1902. S. Gundblfinoeb. 



Bemerkung gum Aufsätze von Herrn KommereU: 
„Ein Satz iü>er geoäätiscKe Linien'' 

Der Satz, an den Herr V. Kommerell in dieser Zeitschrift ((3) 1, 
S. 116 bis 117) erinnert hat: 

,J)a9 QfMdrat der Torsion einer geodätischen Linie ist gleich dem 
Produkt aus den Differenzen ihrer Krümmung gegen die beiden Haupt- 
krUmmungen der Fläche in dem betreffenden Punkte^'^ 

kann auch auf folgende, vielleicht ein bischen kürzere Weise bewiesen 
werden. Bezeichnen £, i}, ^ die Kosinus der Hauptnormalen der geodätischen 
Linie und Py g, r, 5, ^, wie gewöhnlich, die fünf ersten Ableitungen der 
Koordinate z der Fläche z ^ f(Xy g) nach x und g, so ist die geodätische 
Linie charakterisiert durch die Gleichungen: 
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die Iftngs der ganzen Kurve befriedigt werden. Nun folgt ans (l) (Fre 
sehe Formeln): 

(2) _ « + i, _ ^ / -P— ") , etc. 

Mnltipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit 1, (i, v 
addiert, so folgt 

Dies gilt für beliebige Achsen; wählt man zu solchen die NonnaL 
Fläche im betreffenden Punkte (Mg) und die zwei Tangenten der H 
richtungen (Mx, Jfy), so wird bekanntlich in M: 

mithin aus (3) in M: 
oder auch 



d. h. 



oder 



jj — — cos 9 • cos \^y + 9>j ' I cos g) • sm 9 • - , 

5, -smVco8> (---). 



Es ist nun (Eulersche Formel): 



mithifi 

und 
also auch 



1 008*9 ^^ sin'qp 
7 "" 9i ifi ' 



I 1 1/1 1\ 
— sin' op ( ) 

II t /l 1\ 

— cos' CO ( ), 

^1 9 ^\9t Pi/' 



w. z. b. w. 

Die Formel -p- «» ± sin 9 cos 9 ( j , aus welcher die von 

Kommereil gefundene folgt, gilt übrigens allgemeiner für die geocU 
Tarsion (^ ~ ^) irgend einer Kurve der Fläche und wurde zuers 
Bonnet gegeben.^) Ist die Kurve eine geodätische, so reduziert 

1) Memoire bot la thäorie des Burfacea (Joum. de r£cole Polyt. 32, 1, 
Cf. auch Darboux, Surfaces, II, p. 389. 
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-^ — -j— zu -^' Ebenso aber reduziert sich die geodätische Torsion zu der 

blofsen Torsion für alle Kurven, Iftngs deren e& (== Winkel der Haupt- 
normalen und der Flächennormalen) konstant ist. Insbesondere gilt dies auch 
für die asymptotischen Linien. Man hat also auch für eine solche 

(4) ^ =- ± sing) cosg) {- - ^).') 

Zieht man femer in Betracht, dafs für diese Linie die Gleichung gilt 



so findet man 



cob" q> , sin" qp 



sui9 = ±;7--^> cos9 = ±-Ü=, 



mithin 



^ ~ gl -- gl gl gl V^^^9t ' 



d. h. die Ennep ersehe Formel, welche auf diese Weise leichter bewiesen 
worden ist 

Athen, den 12. Oktober 1901. N. J. Hatzcdakis. 



1) Diese Formel kann, wie die vorige f&r die geodätischen Linien, auch 
direkt bewiesen werden. Es ist nämlich hier: 

^, =Fp Tg , ±1 

also auch 

^« _A/__iJ^,^\ etc 

oder wie früher 

Und wählt man die Achsen wie frflher, so folgt 



und da 



so wird 
w. z. b. w. 



o; = cos qp , ^ =^ sin qp , 
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Zur Bemerkung des Herrn Ed. Janisch im 2. Bande auf S. 153. 

Herr Janisch bemerkt, dafs die von uns in 1, S. 178 (Theorein 

genannte Ellipse in einem Falle zu einer doppelt zu z&hlenden Gen 

wird. Wir benutzen diese Gelegenheit, um durch einige Bemerkungen 

vom Lotpunkt bereits Gesagte zu ergänzen. 

I. Der Ort der Lotpunkte inbezug auf Geraden durch einen festen P 

ist eine Ellipse, welche durch die Fufspunkte der von dem Punkte 

die Seiten des Bezugsdreiecks gefWten Lote geht. (Diese £llips< 

identisch mit der in 1, S. 178, Theorem V.) 
n. Der Ort der Lotpunkte eines Dreiecks inbezug auf die Geraden d 

einen Punkt der Peripherie des Umkreises ist eine Strecke auf 

Simson-Geraden dieses Punktes. 
nL Der Schnittpunkt der Simson-Geraden zweier Punkte der Umk 

Peripherie ist Lotpunkt des Dreiecks inbezug auf die Yerbindungsge 

dieser Punkte. 

Hieraus l&fst sich der Satz folgern: 
IV. Sind zwei Dreiecke einem Kreise ein- und einer Parabel umbeschri( 

so fallen die sechs Lotpunkte je eines der Dreiecke inbezug aui 

Seiten des anderen in einen Punkt zusammen (vergl. E. Jahnk 

Aufg. 11). Dieser Punkt halbiert den Abstand der Höhenschnittpu 

der Dreiecke. 

Inzwischen hat Herr Fuhrmann in Königsberg die Güte gehabt, 
mitzuteilen, dafs der „Xo^ptmX^ bereits als Aufgabe in den „Question 
Geometrie" von Desboves (Paris 1875) p. 241, Nr. 77 gestellt ist. 

Femer verdanke ich Herrn H. Thie me in Posen die interessante Mittel] 
welche die Beziehung des Lotpunktes zum Feuerb achschen Kreise (1, S. 
Theorem HI) betrifft: „Geht die Beziehungsgerade durch den Umkreism 
puMy so ist sie DireMrix, und ihr Lotpunkt Brennpunkt einer Parabel 
mit dem Dreieck polar konjugiert ist." 

Berlin. K. Cwojdzinskj 

Bemerkung gu der Arbeit ^Über Beweise von SchmUpunktsäteen^ (S, 1 
dieses Bandes) van Gerhard Hessenherg, 

In der genannten Arbeit wird je ein spezieUer Fall des Pascalschei 
Desarguesschen Satzes aus dem anderen Satz hergeleitet und zum Scb 
die Bemerkung gemacht, dafs jeder der beiden Spezialfdlle auf drei we 
lieh verschiedene Arten bewiesen werden könne, weil es für den Pas 
sehen Satz zwei wesentlich verschiedene Beweise giebt. 

Diese Bemerkung ist unzutreffend für den ersten Spezialfall, 
den beiden Beweisen des Pasca Ischen Satzes beruht der eine auf der 
struktion unendlich vieler „rationaler** Pascal scher Konfigurationen 
Grund des Desarguesschen Satzes und auf dem Nachweis der Existen 
allgemeinen durch eine Stetigkeitsbetrachtung. Da die in Bede siel 
Konfiguration zu den „rationalen" gehört, ist ihre Existenz bereits voi 
Stetigkeitsbetrachtung erwiesen, und der Beweis auf diesem Wege deckt 
mit der angegebenen Herleitung aus dem Desarguesschen Satz. 
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Ein analoger Einwand kann hinsichtlich des zweiten Spezialfalles nicht 
erhoben werden , da die darin enthaltenen Pascalschen Eonfigarationen, 
wie in der betr. Arbeit bereits erwähnt, allgemeine sind. 

Die Fufsnote auf S. 121 ist dahin richtig zu stellen, dafs Herr Wiener 
1. c. den in Bede stehenden Satz ohne Beweis angegeben hat. Der erste 
veröffentlichte Beweis stammt von Herrn Schur. (Math. Ann. 51, 406.) 

Gharlottenburg, im Mai 1902. Hbssembero. 



4. Spreohisaal f&r die Enoyklopädie der Hatliematisclien Wissenscliafteii. 

[Einsendongen för den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, Königsberg i. Pr., 

Mitteltragheim 51.] 

Zu IA2. 

I. Nr. 1 3, Anm. 44. Einen Beweis nebst weiteren Yerallgemeinemngen giebt 

A. Hurwitz, Zeitschr. f. M. u. Ph. 35 (1890), S. 56. Vergl. auch 

Hurwitz, Math. Ann. 89 (1891), S. 21. 
L Nr. 15, Anm. 52. Die erste Bezeichnung stammt von Leibniz, Brief 

an L'Hopital vom 28. April 1693; Acta Erud. 1700; S. 200 = Werke 

(Gerhardt) ü, S. 239 und V, S. 348. 

Giefsen. E. Netto. 



ZuIA2. Kombinatorik. 

I. S. 33, Z. 5 von 10. Tripelsysteme. Lies „7 mal" statt „35 mal". 
Magdeburg. W. Ahbens. 

ZuIBla. Rationale Funktionen einer Veränderlichen; 
ihre Nullstellen. 

I. S. 236 — 237. Das Citat auf v. Staudt, Anm. 39, S. 236 sollte nicht 
zum ersten, sondern zum zweiten, dem algebraischen, G aufs sehen Be- 
weise fQr die Wurzelezistenz gemacht sein. Staudt giebt im J. f. Math. 29 
eine einfiache und kurze Darstellung dieses zweiten Beweises, durch Be- 
trachtung der Resultante von 9 (x) und j- [g> (a; + ä) — 9 (x)], ganz ana- 
log der spateren Gordanschen Betrachtung (Math. Ann. 10). 

I. S. 247, Anm. 95. Im Zitat auf Faa di Bruno ist „§ 5, No. 7 ff., be- 
sonders No. 11", statt „§ 5 ff., bes. § 11" zu lesen. Femer ist zu diesem 
§ 5, No. 8 — 10 meine Verbesserung in Erlanger Sitzungsber. 27, 1895 
heranzuziehen. 

Erlangen. M. Noether. 
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ZuIBSa. Separation und Approximation der Wurzeln. 

I. S- 412, Z. 5 und 6. Gaufs kommt — allerdings nacli einigem I 
und Herschwanken — zu der entgegengesetzten Überzeugung und spr 
die Ansicht aus, „dafs es einen in der Natur der Sache liegenden 
gemeinen willkürfreien Zusammenhang zwischen den einzelnen kriüsc 
Punkten und den einzelnen Paaren von imaginären Wurzeln gar n 
giebt^ (s. Briefw. Gaufs-Schnmacher IQ, S. 72; s. a. ibidem ü, S. 
und m, S. 68). 

Magdeburg. W. Ahbens. 

I. S. 12, Anm. 18. Die Behauptung, Descartes habe durch einen 
denselben Buchstaben einen positiven oder negativen Zahlwert bezeicb 
ist nicht bestätigt worden. Soweit bisher bekannt ist, war New 
der erste, der sich dieser Bezeichnung bediente (vergl. Bibliath. Maihem, II 
8. 63 — 64). — Die Ars magna des Cardano erschien 1545 (nicht 15 

I. S. 29, Anin. 1. Die Schrift Pascals: Trait^ du triangle arühmä 
war schon 1654 (1664 hat keinen Sinn, da Pascal bekanntlich 1 
starb) geschrieben und vor Pascals Tode gedruckt, obgleich sie 
1665 in den Buchhandel kam. — Anm. 2. Die Dissertatio de 
con^natoria von Leibniz erschien 1666 (nicht 1668). — Ann 
Es existiert keine Ausgabe 1673 des TreaUse of algebra des Wal 
wohl aber erschien 1693 eine erweiterte lateinische Übersetzung n 
dem Titel: De algebra tractatus, 

I. S. 35, Anm. 47. Statt „p. 193 der bist. Abtl." mufs „p. 193 des Suj 
[» AbhandL zur Gesch. d. Mathem. 7] gesetzt werden. 8. 193 der 
Abtl. enthält etwas ganz anderes. 

I. S. 38, Anm. 65; S. 63, Anm. 70. Statt Ch. A. Vandermonde 
A. Th. Vandermonde zu setzen (vergl. I, S. 450, Anm. 2). 

I. S. 50, Anm. 5. Es ist ganz richtig, dafs die Benennung „surdus^ 
Leonardo Pisano vorkonunt (Liber abhad ed. Boncompagni, S. l 
aber schon früher wurde sie von Gherardo Cremonese benutzt (^ 
Biblioth. Mathem. 1„ 1900, S. 516). 

I. S. 59, Anm. 47. Statt Kap. 80 Ues Kap. 89. 

I. S. 60, Anm. 55. Schon vor Euler hatte W. Jones im Jahre ] 
die Bezeichnung n für 3,14159 . . . benutzt (vergl. BibUM, Maihem, 1 
S. 106). Die Angabe, dafs Barrow frlüher dieselbe Bezeichnung 
gewendet hatte (siehe L'Intermddiaire des meUhematidens 9, 1902, S. 
ist dagegen unrichtig. 

I. S. 923, Anm. 10; U, 8. 121, Anm. 325). Die Newtonsche I 
polationsformel konunt schon in den Pr^täpia (1687), S. 481 
(vergl. z. B. BibUoih. Maihem. 2„ 1901, S. 87). 

L S. 927, Anm. 15. Dafs schon den Römischen Agrimensoren die Su 
der Knbikzahlen bekannt war, ist von Cantorl875 nachgewiesen w< 
(vergL Vorles. über Gesch. der Maihem. I*, S. 519—520). 

L S. 927, Anm. 15^ Den Bemerkungen des Herrn Brannmühl im . 
d. Mathem. 3, 1902, S. 86 kann noch hinzugefügt werden, dafi 
Kosinusreihe (37) schon von Snellius (1626) smnmiert wordei 
(vgl. Braunmühl, Gesch. d. Trigon. I, S. 240). 
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n. S. 3, Amn. 4. Statt § 1 lies § 2. Die Lagrangesche Behauptung ist 
ohne Zweifel wörtlich genommen falsch, Termntlich wollte Lagrange 
eigentlich sagen, dais die ältesten Analysten im allgemeinen keine anderen 
Funktionen als Potenzen hehandelten. 

n. S. 56. Taylors Mähodus incrementorum erschien 1715; einige Exemplare 
haben auf dem Titelblatt die Jahreszahl 1717. — Stirlings Meihodus 
differenUalis ist in London (nicht Bom) herausgegeben worden. 

n. S. 62, Anm. 21. Statt 1664 Ues 1684. 

n. S. 78, Anm. 101. Statt § 828 Ues § 751. — Statt 1717 Ues 1730. 

n. S. 82, Anm. 123^ Die fragliche Regel findet sich bei Maclaurin, 
Treaüse of fluxions, § 261 und § 859. 

n. S. 118. EEier hätten vielleicht auch die einschlägigen Abhandlungen von 
Hj. Holmgren (Stockh. Handlingar 6, Nr. 11, 1866; 7, Nr. 9, 1869) 
genannt werden sollen. 

II. S. 157. Aus einem ungedruckten Briefe von Euler an Joh. L Ber- 
nouUi vom 21. Oktober 1729 geht hervor, dafs jener wirklich durch 
den Briefwechsel zwischen Ooldbach und D. Bernoulli yeranlafst 
wurde, sich mit der Lsterpolation der Beihe 1, 2, 6, 24 etc. zu be- 
schäftigen. Dagegen scheint es fraglich, ob Euler sofort zu der Dar- 
stellung eines beliebigen Termes durch ein bestimmtes Litegral gelangte. 
Wenigstens nennt er in dem zitierten Briefe an Joh. L Bernoulli gar 
nichts hierüber, sondern nur, dafs er durch Untersuchungen über tauto- 
chrone Kurven eine Methode entdeckt hatte, um die Glieder der Beihe, 
deren Ordnungszahlen j-, Ij, 2^, 3j etc. sind, zu bestimmen. 

n. S. 158. Die zwei Formeln für P(a) sind viel älter als die Anm. 38 
und 40 angeben. Die erste Formel findet sich schon in Eulers InstU, 
cäk. wtegr. I (1768), Kap. IV, § 229, und auch die zweite Formel ist 
daselbst § 225 zu finden. 

n. S. 167, Anm. 75. Bekanntlich haben Euler und Maclaurin un- 
abhängig von einander die Summenformel gefunden, und Euler hat sie 
zuerst veröffentlichi 

n. S. 171, Anm. 99. Fritz war nur der Verteidiger der Dissertation, der 
Verfasser war Jakob Bernoulli selbst. 

II. S. 213. Es ist nicht richtig, dafs Leibniz 1694 ein singuläres Integral 
gefunden hatte. Der fragliche Aufsatz in den Acta Emditorum 1694, 
S. 311 — 315 enthält überhaupt keine Differentialgleichung, deren Integral 
hergeleitet wird, sondern beschäftigt sich nur mit der Bestinunung von 
Enveloppen. 

n. S. 237, Anm. 7. Die Idee des integrierenden Faktors geht auf 
Johann I. Bernoulli zurück (siehe Cantor, Yorks, über Gesch, d. 
Mathem. m^ S. 227 und BibUoih. Mathem. 1898, S. 58—60). 

II: 2. S. 117, Anm. 3. Statt 1754 Ues 1748. 

Stockholm. 6. Eneström. 



Digitized by 



Google 



320 YermiBchte Mitteüungen. 



ZunA2. 



n. S. 62, Z. 7 lies 2)(y) — c* statt =» c. 
II. S. 69, Z. 6 Yon unten S. 106 statt 196. 

Genf. H, Pehr. 



Zun A3. Bestimmte Integrale. 

II. S. 183 — 18d, insbesondere Anmerkungen 163, 169, 170. 

Die Leistungen K. y. Staudts auf dem Gebiete der Bernoullisi 
Zahlen sind unvollständig erwähnt Es sei deshalb aus meinem Bei 
zu der wenig verbreiteten „Festschrift der Univers. Erlangen zum 80. 
burtstag des Prinzregenten von Bayern^, Bd. lY, (Leipzig und Erlai 
März 1901, A. Deichert Nachf.) betitelt 

„Zur Erinnerung an Karl G. Ch. v. Staudt" 

die folgende Stelle ausgezogen. (Nebenbei bemerkt war der Rufi 
„Karl*', nicht „Christian'', wie gewöhnlich, auch in der Encykl. 1, 
gegeben wird.) 

Eine ganze Reihe weiterer Fortschritte för die Theorie dieser Zi 
findet sich in den beiden akadem. Schriften^ welche v. Stau dt bei sc 
Eintritt in Senat und Fakultät 1845 vorgelegt hat, Schriften, für < 
Verbreitung der bescheidene Mann nicht gesorgt hat, so dafs sie 
unbekannt und unbeachtet geblieben sind.^) Nicht nur, dafs Staut 
der ersteren der beiden Noten einen neuen, höchst einfachen Beweis i 
Satzes'), abgeleitet aus den Ausdrücken der Zahlen durch die An! 
glieder der Bifferenzreihen der Reihe 

1" + 2- + 3" + • • • + «", 

giebt; diese Note enthält auch schon wenigstens einige Funkl 
betrachtungen. Sie enthält femer die Verwandlung der Potenz 
in o; in Reihen, die nach Binomialkoeffizienten von x fortlaufei 
zweite Note auch die interpolatorische Darstellung und, daraus abgc 
die independente Darstellung der B.schen Zahlen: Entwicklnngei 
späterhin irrtümlich mit dem Namen Kr o neck er s belegt worden 
Gerade daraus erschliefst St. Kongruenzbeziehungen zwischen verschi< 
B.8chen Zahlen, deren Indices n eine arithmetische Reihe erster Oi 



1) „De numeris Bemoullianis^* [2 Teile.] Erlangen 1846. Diese Sc 
finden sich nur bei L. Seidel in den Sitztmgsber. der Kgl. Bayr. Akad. d 
von 1877, S. 166, Anm. und bei R. Lipschitz, J. f. Math. 96, 1883 zitiert, 
die denselben Gegenstand behandelnden Arbeiten von Arndt, Raabs, Ku: 
Sylvester, Kronecker, Worpitzky etc. kennen sie, noch die Monograi)h 
die B.schen Zahlen von L. Saalschütz, Berl. 1898, obwohl dieselbe die get: 
Arbeiten von Seidel und Lipschitz ausführlich erörtert, noch die je 
scheinende „Encyklopädie der Math. Wiss.*^ 

2) [Aus J. f Math. 21, 1840; cf Anm. 170 von II, p. 185 der „Encykl 
8) Saalschütz, a. a. 0., S. 102, 138. 
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bilden, wie sie sp&ter von analytiflcber Seite her durch Kummer wieder- 
gefunden worden sind^), mit Kongraenzsätaen für die Zähler der Zahlen. 
Das Hauptziel ist aber ein Satz über diese Zfthlier: ^Wenn n durch jV* 
teilbar ist, wo p eme von den „Standtadien" verschiedene Primzahl ist, 
so ist auch der Zähler der Zahl B^ durch pf* teUbaor.^ 
Erlangen. M. Noether. 

Zu HBl. 

n. S. 26, Z. 10 Y. 0. statt e^k lies x=-k. 

n. S. 29, Z. 20 V. 0. statt n Ues n^. 

EL S. 75, Anm. 176, die Wörter „der Beweis ist ungenügend'^ müssen ge- 
strichen werden. 

IL S. 84, Z. 3 Y. o. „Die Yon Fabry ausgesprochene Ansicht'^ . . . der Satz 
konmit bereits bei Pringsheim Yor, MaOi. Ann. 44 (1894) p. 50. 

n. S. 97, Z. 4 Y. 0., die Wörter „und die Reihe ^hn divergiert" müssen 

gestrichen werden. *"*'^ 

n. S. 105, Z. 1 Y. u. statt a> £^ Ues a> ^ 0. 
n. S. 107, Anm. 254, letzte Z. statt (1901) lies (1902). 

Cambridge (Mass. U. S.). W. Osgood. 



Über OugMreds abgehärgte MuIMpWeation. 

In der Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Band I, S. 984, 
Z. If., findet sich zu. dem Satz „Schreibt man die Einerziffer des Multi- 
plikators über die letzte Ziffer des Multiplikanden, die noch berücksichtigt 
werden soll, und l&fst links die übrigen Ziffern des Multiplikators in ver- 
kehrter Ordnung folgen, so kommt jede über die Ziffer zu stehen, bei welcher 
der zugehörige Teilmultiplikand abzubrechen ist*\ die Anmerkung 216) „Sog. 
Begel Yon W. Oughtred, angeblich in dessen Artis analjticae praxis (1631?) 
zu finden, welche Schrift der Verfasser nicht einsehen konnte". Auf die 
Angabe, dafs die Oughtredsche Regel der Multiplikation sich in Artis 
analjticae praxis, einer Schrift, welche nicht von Oughtred, sondern von 
Thomas Harriot stammt, findet, stölst man auch in J. Fouriers Analyse 
des ^quations d^terminees (183 1). (VgL die in Ostwalds Klassikern von 
A. Loewj besorgte Ausgabe, S. 180). Die Regel geht in Wahrheit auf 
William Oughtreds „Arithmeticae in numeris et spedebus institutio quae 
tum logisticae tum analjticae atque adeo totius mathematicae quasi claYis 
est'' (London 1631) zurück. Der ClaYis ist selten geworden. In M. Cantors 
Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, Band 2, S. 720 — 721 (Leipzig 
1900), wo Oughtreds ClaYis kurz besprochen wird, wird nichts über die 
von Oughtred gelehrte Multiplikation mitgeteilt; offenbar, nach den An- 
merkungen zu schliefsen, hatte Herr Cantor nicht Gelegenheit, selbst in 
den ClaYis Einblicke zu thun, sonst würde er es sich wohl in einem Ab- 
schnitt, in dem er daYon spricht, „es sei in der Richtung der Zeit gewesen, 



1) J. f. Math. 41, 1860 (cf. SaalschütB a. a. 0., S. 168). 
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das Rechnen mit groüien Zahlen zn erleichtern^^, nic^ haben entgehen lassen 
anf Onghtreds diesbezügliche üntersnchongen zu^erweisen. 

Nachdem Oughtred Addition und Subtraktion der ganzen Zahle: 
wie der Dezimalbrüche gelehrt hat, behandelt er im vierten Kapitel di 
Multiplikation zweier ganzen 2iahlen in üblicher Weise. Die Rechnung, m\ 
4576 mit 892 zu multiplizieren, lautet bei ihm: 

4576 
892 
9152 
41184 
36608 
4081792. 

Hierauf folgt die fragliche Regel; bei Oughtred handelt es sich, wen 
zwei Dezimalbrüdie (numeri mixti) gegeben sind und man ihr Produkt suche 
will, nur darum, des Produktes ganzzahligen Bestandteil, ohne seine Dezima 
stellen (factum purum sine mixtura) zu finden. Für diese Aufgabe lautet seii] 
Vorschrift „Man setzt die Einer der kleineren der gegebenen Zahlen unt< 
die Einer der gröfseren und die übrigen Ziffern der kleineren Zahl in un 
gekehrter Reihenfolge unter die der grölseren Zahl; dann beginnt man bi 
der Multiplikation überall bei jener Ziffer der grö&eren Zahl, welche üb< 
der zu multiplizierenden Ziffer der kleineren steht, und beachtet dabei de 
Überschuls, welcher durch die folgenden Ziffern der gröfseren Zahl geliefei 
wird". In dem Oughtredschen Beispiel: 246|914^) mit 3ö|27 zu mult 
plizieren und den ganzen Bestandteil 8708 zu finden, sieht die Bechnui 
so aus: 

246|914 

72153 

i7 

49 
1235 

7407 



8708. 



Hierauf folgt die Bemerkung, dafs, um beim Produkt eine oder mehre 
Dezimalstellen zu finden, man die Einer der kleineren Zahl um die gewünsch 
Anzahl Stellen von den Einem der gröfseren Zahl nach rechts hin foi 
rücken muls. um zwei Stellen nach dem Konmia zu finden, lautet für d 
Torige Beispiel die Rechnung bei Oughtred: 

246|914 

72153 



1729 

4938 

123457 

740742 



8708|66. 
1) Auf diese Art bezeichnet 0. den Dezimalbrach 246,914. 
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Will man bei dem Produkt nur eine gewisse Anzahl der ersten Ziffern 

der Ganzen finden, so hat man die Einer statt nach rechts nach links zu 

Terschieben. Um die fünf ersten Ziffern des Produktes yon 80902 in 39875 zu 

finden, rechnet Oughtred: onono 

80902 

57893 



4 
57 

647 

7281 

24271 

32260. 



Die Regeln werden yon Oughtred ohne Beweis angegeben; der Grad 
der Genauigkeit des Verfahrens in der letzten Stelle wird von 0. nicht er- 
wähnt. Wie weit die Richtigkeit geht, davon kann man sich durch ge- 
eignete Zusammenfiassung der Glieder des Produktes: 

(a, . 10^ + a,_i 10^-1 + ...+ 1001 + 00+ lO-^a^^ + 10-«a_, + ...)' 
. (p^ . lo* + 6^_, 10^-1 + . . . + 106i + bo+ 10-ift_i + 10-«ft_a + . . .) 

und Schätzung des fortgelassenen Teiles überzeugen. Man yergleiche hierzu 
J. Lüroths Vorlesungen über numerisches Rechnen, S. 74 ff., vorzüglich S. 75 
unten und S. 76. (Leipzig 1900.) Nur ist zu beachten, dais Herr Lüroth 
nicht überschlägt, während dies von Oughtred geschieht Bei Herrn Lüroth 
würde das erste Oughtredsche Beispiel lauten: 

246|914 

72|53 

TT« 7. 2 

48 » 2 • 24 
1230 = 5-246 
7407 = 3 • 2469 



8699 

Bei Oughtred hingegen ist 17»7*2 + 3 als Überschuls von dem 
yemachlässigten Produkt 7 • 46 914, 49 » 2 • 24 + 1 als Überschufs von 
dem vernachlässigten Teil 2 • 6914, 1235 » 1230 + 5 wegen des Über- 
schusses von 5 • 914. 

Die sogenannte symmetrische Multiplikation findet man nicht bei 
Oughtred. Hingegen ist Oughtred die Quelle, aus der Eourier wohl 
die praktische Regel geschöpft hat, bei der schon den Indem bekannten 
Vajrabhjasa-Multiplikation, die im Mittelalter als kreuzweise Multiplikation 
geübt wurde, die Ziffern der einen Zahl in verkehrter Reihenfolge zu schreiben. 
(VgL Fourier in der oben zitierten Ausgabe 8. 182, 183, sowie ebenda 
meine Anmerkung 61) auf S. 262.) 

Im folgenden Kapitel behandelt Oughtred auch die abgekürzte Division. 

Freiburg i/B. Alfred Lobwy. 
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Sitziugsbericlite der Berliner Hathem&tisclieii GeMllscliafl; 

Herausgegeben vom Vorstände der aesellsclLaft. 

4 SiizHng am 29. Janiar 1902. 

Vorsitz: Herr Weingarten. 

Anwesend: 41 Herren. 

Wissenflchaftliclie Mitteilnngen: 

Herr Felix Müller: Über die Bedentang der Zeitschriften fOr die 
mathematiflclie Litteratnr und die mathematisch-liistorische Forschung (s. il). 

Herr Knoblauch richtet an die Mitglieder der Gesellschaft die Aufforde- 
rung, in ihren Mitteilungen zur Ausbildung eines Systems konsequenter und 
durehdachter, dauernd beizubehaltender Bezeichnungen fftr solche Gröfsen 
beitragen zu woUen, denen innerhalb der mathematischen Gebiete eine grund- 
legende Bedeutung zukommt. Yon einer Begelung dieser dringenden An- 
gelegenheit durch eine Kommission yerspricht sich der Vortragende nichts. 
Als Beispiele besonders unzweckm&fsiger Bezeichnungen werden angeführt: 
1. die Benennung der Asjmptotenlinien einer Fläche als Haupttangenten- 
karren; 2) die Bezeichnung der FundamentalgrOfsen zweiter Ordnung einer 
HÄche mit D, D', D". 

Herr Hamburger: Über die Darstellung doppeltperiodischer Funktionen 
als Quotienten you Thetafunktionen (s. u.). 

Herr Budde: Eine kleine Bemerkung über die Helmholtzsche Wirbel- 
theorie (s. u.). 

Herr Koppe: Über die Theorie des Kreisels (s. u.). 

Au der Diskussion beteiligen sich die Herren Hensel, Kneser, Knob- 
lauch, Koppe, F. Kotter, Weingarten. 



Ü1)w die Bedeutung der Zeitschriften ffir die matliematisolLe Litteratnr 
und die matliematlsolL-bistoriflcke Forseknng. 

Von Felix Müller. 

Bei den Mathematikern hat während der letzten Dezennien das Interesse 
an der historischen Entwickelung ihrer Wissenschaft in erfreulicher Weise 
zugenommen, imd besonders die Joumallitteratur ist fttr die mathematisch* 

SiUnngibexlolite d. Bari. Math. Oea. 2 
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historische Forschung mit der Zeit von immer gröfserer Bedeutung geword 
Während die Begründer des Jahrbuches über die Fortschritte der Mathema 
für den ersten Band, der die Litteratur des Jahres 1868 enthält, i 
80 Zeitschriften exzerpierten, für den zweiten Band 100, stieg diese Z 
bereits für die Litteratur des Jahres 1879 auf 170 und hat sich seitd 
auf dieser Höhe erhalten. Die Zahl der der Redaktion zur Verfügt 
stehenden Journale bleibt nun hinter der Zahl aller gegenwärtig erscheinen« 
Zeitschriften mathematischen Inhalts bedeutend zurück. 

Durch eine von Herrn Stäckel angeregte Frage: „Wie sollen die T 
mathematischer Zeitschriften abgekürzt werden?^ ist der Vortragende ^ 
anlaCit worden, ein Verzeichnis von ca. 700 Zeitschriften mathematiscl 
Inhalts anzulegen, von denen allerdings heute 360 zu erscheinen aufgeh 
haben. An der Hand dieses Verzeichnisses läfst sich die zunehmende ] 
deutung der Joumallitteratur für die mathematisch -historische Forschi 
deutlich nachweisen. Herr Valentin schätzt die für seine groüse „Bibl 
graphie der Mathematik" notierten Joumalartikel auf 90 000 bis 95 0> 
ungef&hr dreimal so viel als die separat erschienenen Schriften; in d 
Jahrbuche über die Fortschritte der Mathematik werden neuerdings vier- 
fünfinal soviel Joumalartikel als Einzelwerke aufgeführt Für das ^Repertc 
bibliographique des sciences mathematiques' der Societe mathematique 
France zu Paris wurden allein aus 8 Zeitschriften 13 816 mathemaüs* 
Aufsätze gezählt, die während des XIX. Jahrhunderts bis zum Jahre IJi^ 
erschienen sind. Charakteristisch für die Bedeutung der mathematiscl 
Joumallitteratnr ist femer, dafs in den bekannten vier von der Deutscl 
Mathematiker- Vereinigimg herausgegebenen historisch-kritischen Darstelluni 
von Brill und Noether, Fr. Mejer, £. Kötter und Czuber nicht weni 
als 157 verschiedene Zeitschriften als Quellenschriften zitiert werden, 
gleicher Weise werden die in der „Encjklopädie der mathematischen W^iss 
schaften^^ veröffentlichten historischen Entwickelungen einzelner mathematisc 
Methoden und Disziplinen neben den Einzelwerken auch der Joumallittera 
gerecht. Endlich ist die Zahl der in den Nekrologen berühmter Mathemati 
aufgeführten ELnzelwerke im Vergleich zur Zahl der von ihnen veröffc 
lichten Joumalartikel verschwindend klein. 

Die erwähnten 700 Zeitschriften mathematischen Inhalts beginnen : 
dem Jahre 1660, in dem das *Joumal des Savans' und die ^Philosoph] 
Transactions' der B. Society von London erschienen, die für die Geschic 
der Mathematik von hoher Bedeutung sind. Ebenfiüls eine wichtige Fu 
grübe für den Historiker bilden das ^Giomale de' Letterati' Nazaris, 
^Oiomale dei Letterati dltalia' Zenos, die *Acta Eruditorum' und *N 
Acta Eruditorum' und die Publikationen der Accademia Naturae Cnnosor 
Seit dem XVm. Jahrhundert wuchs dann schnell die Zahl der Akaden 
Schriften, so dafs diese die Hälfte der 700 Zeitschriften mathematisc! 
Inhalts ausmachen. Eine gleichsam statistische Übersicht über die übri 
Zeitschriften, welche sich in 5 Gruppen teilen lassen, giebt nachstehe 
Tabelle, in der neben der Gesamtzahl die Zahl der seit 1868 erschiene 
Zeitschriften, dann die Zahl der wieder eingegangenen und die der n 
existierenden angegeben ist: 
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166, seit 1868: 80, aufgehört 78, bleiben 87 

35, „ 1868: 7, „ 14, „ 21 

73, „ 1868: 20, „ 24, „ 49 

28, „ 1868: 8, „ 2, „ 26 

50, „ 1868: 11, „ 27, „ 23 

im ganzenr351, 126, 145, 206. 

Von den Journalen der ersten Gruppe reichen 19 in das XVJll. Jahr- 
hundert zurück; diese haben sämtlich auifgehört zu erscheinen, mit alleiniger 
Ausnahme des ^Journal de FEcole Polytechnique'. 



l) vorwiegend math. 

2S astron.-geodät 

3^ phjs.-naturw. . . 

4) techn. u. militftr. 

5) allgem.-wiss. . . 



Ober die Daretellimg doppeltperiodisclier Funktioiieii als Quotienten 
von Thetaftinktionen.^) 

Von M. Hamburger. 

Es sei F(z) eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden a 
und 5, die überall den Charakter einer rationalen Funktion besitzt. Die 
Nullstellen mögen mit e\ die Unendlichkeitsstellen mit z'' bezeichnet werden. 
In der Umgebung einer f*- fachen Nullstelle ist logJP— f* log(r — £?'), in 
der einer fi-fachen Unendlichkeitsstelle log F + 11 log (e — g") holomorph. 
Zum Ausgangspunkt der gesuchten Darstellung dient uns die Entwickelung 
von log (jf — e') in eine Reihe nach ganzen positiven Potenzen von jer, unter 
der Voraussetzung, dafs |^'|>|^|. Es ist 

log iz-e') = log (- «') - J :- A f^ + H, 

wo H eine Reihe ist, die für hinlänglich grofse Werte von \z'\ in der 

Igt 
Form -ij geschrieben werden kann, wo | ^ | unterhalb einer endlichen Grenze 

liegt. Insbesondere ist | ^ | < |, wenn | ;?' | > 2 | j? | . 
Wir setzen zur Abkürzung 

s(.,o=iog(-/)-j-|i; 

und bilden die Summe 



riz)~^[logiz-z')-Si,,z')], 



ausgedehnt über alle Nullstellen z' von F, jede so oft gezählt, als der Grad 
ihrer Vielfachheit in F betragt, mit der Mafsgabe, dafs, falls jef'=0 eine 
Nullstelle etwa vom Grade fi ist, als Beitrag derselben zur Summe V nur 
II log z^ also S(ZyO) = zu setzen ist. Man beweist leicht mit Hilfe des 

m= + eo « = 4-00 

Satzes, dafs ^ ^ (u + wa + nb)~^ für ein beliebiges u absolut kon" 
vergent ist, dafs die Reihe V absolut konvergent ist, wenn man die Punkte 



1) Vgl. H. Poincarö: „Sur les propri^t^s du potentiel et sur les fonctions 
Ab^liennes. Acta Math. 22. 1898. 
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$ ^ t' auBScUiefiri In der ümgdbnng einer solchen Stelle ist, wenn 
eine fi- fache Nnllstelle von F ist, F — f* log (^r — ä') holomorph, um 
Änderung zu ermitteln, die V erfährt, wenn z sich um eine Periode 
vermehrt, bemerken wir, daXs F auch geschrieben werden kann 



rW -^{log(*-*'-a) -S(«,;f'+ a)}, 



da mit z' in der Beihe auch jer'+ a als Nullstelle von "F auftritt und 
Summe über alle Nullstellen ausgedehnt wird. Demnach ist 

^(« + «) »2 {l0g(iBf-O-Ä(^+ »» ^'+ «)} 

und daher 

Die rechte Seite ist ein Polynom 2*^ Grades in z. Es ist wichtig, f 
zustellen, dafs dieses sich auf ein Polynom ersten Grades in z reduzi 

DerKoef!mentvon|^«i8tnÄmHch2j^p^--j^,)^ 

Diese Summe ist ftbsolut konvergent, weil fClr groise Werte von z' das 

gemeine Glied von der Ordnung -r^ ist Um den Wert der Summe 

ermitteln, gruppieren wir die Glieder, indem wir alle Nullstellen von 
Form u -f ^a zu einer Gruppe zusammenfiassen, in der u eine beliel 
Nullstelle und h eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, und 
halten als Summe einer solchen Gruppe 

((„-.na)*'"(i»-(n + l)a)V + " * * + U^'"(i»-a)V + \(u + a)* "" i?) "^ 

. r_i \ \. \ L__. 

^Kiy^^-pa)^ (u + (l>-l)a)V («+!>«)• (u-~(n+l)ar 

Beide Glieder auf der rechten Seite verschwinden, wenn n und j? ins 
endliche wachsen, und da alle Nullstellen in solche Gruppen verteilt wei 
können, so ist der Wert der fraglichen Summe gleich Null. Ifithin ist 
Differenz V{z-\' d)— V(z) ein Polynom ersten Grades in z. Bildet i 
ebenso die Summe 

ausgedehnt auf alle ünendlichkeitsstellen z" von F, jede so oft gezahlt, 
der Grad ihrer Vielfachheit anzeigt, so ist F' mit Ausschlufs der Pui 
z^ z" überall endlich, in der Umgebung einer fi- fachen Unendlichk< 
stelle jBf" ist F'— ^ log (je? — z") holomorph, und F' vermehrt sich um 
Polynom ersten Grades in z^ wenn z sich um eine Periode vermehrt 

Setzen wir jetzt c^= ^(js), dann ist Q{z) eine in der ganzen El 
holomorphe Funktion von «?, deren Nullstellen mit denen von F{z) ü 
einstimmen. Bei der Änderung von z um eine Periode a wird 

Q{z + a)^Q{z)'e^^^\ 
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wo n(e) ein Polynom ersten Grades in z ist. Demnach hat Q(0) die 
ch&rakteristisohen Eigenschaften einer Thetafonktion. Setzen urir ebenso 
€^'» Q'(e\ dann ist Q'(z) eine in der ganzen Ebene holomorphe Funktion 
von JET, deren Nullstellen mit den Unendlichkeitsstellen von F(z) ttber- 
einstimmen, und deren Änderung bei einer Vermehrung von z um eine 
Periode a durch 

Q\e + a) ^ Q\z) ' e^'(^) 

gegeben ist, wo n\z) ebenfalls ein Polynom ersten Grades in z bedeutet. 
Betrachten wir jetzt den Ausdruck 

80 ist Z7 in der ganzen Ebene holomorph, weil für die Stellen z ^ z' 
sowohl V* als logP- F und fttr die Stellen jp - ^" V und logP+ V 
holomorph sind. Femer vermehrt sich TJ um ein Polynom ersten Grades 

m jer, wenn z sich um eine Periode vermehrt. Folglich ist -^ eine doppelt- 
periodische Funktion von jer, die in der ganzen Ebene holomorph ist, reduziert 
sich also auf eine Eonstante. Mithin ist TJ ein Polynom 2*^ Grades in z. 
Also ist 

wo TJ ein Polynom 2**" Grades von z bedeutet. 

Durch diese Formel ist F als Quotient zweier Thetafunktionen dar- 
gestellt 

Ist die darzustellende Funktion F»p(;er), deren XJnendlichkeitsstellen 
VD » ma + nb jede von der Ordnung 2 ist, dann ist 

ir-iog*+2'(io«('-^)-io8(-«') + i + i^^)> 

wo bei der Summation der Gröfse w alle in ma + m& enthaltenen Werte 
mit Ausnahme des Wertes k? » beizulegen sind. Also ist 

Demnach ist in diesem Falle (i\z) das Quadrat der Weierstrafsschen 
Sigmafonktion. 



Kleine Bemerkung zur Helndioltzeclien Wirbeltheorle. 
Von E. Budde. 

Wie allgemein bekannt, hat Helmholtz aus dem Satz 
1. „Das Produkt aus der Botationsgeschwindigkeit und dem Quer- 
schnitt eines Wirbel&dens ist in der ganzen Länge desselben 
Wirbelfadens konstant.^^ 
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den weiteren Satz abgeleitet 

2. Ein Wirbelfaden mnfs entweder ringförmig in sich verlaufen, od 
bis an die Grenzen der Flüssigkeit reichen. 

Zu diesem zweiten Satz ist ein Grenzfall denkbar, der wohl hervo 
gehoben zu werden verdient Man kann sich nämlich vorstellen, d 
Wirbelfaden weite sich im Innern der Flüssigkeit trompetenf5rmig ai 
etwa so, dafs sein Querschnitt sich nach allen Richtungen asymptotis^ 
einer Ebene E nähert Dann nimmt die Rotationsgeschwindigkeit sein 
Bestandteile bei fortschreitender Annäherung an die Ebene E ins Unen 
liehe ab, und jenseits E ist die Flüssigkeit in Ruhe, ohne dafs der Satz 
dadurch verletzt würde. Auch ist kein Widerspruch gegen den Wortlai 
des Satzes 2 vorhanden, da man den Vorgang so auffassen kann, da 
der Wirbelfaden sich mit abnehmender Geschwindigkeit bis an diejenij 
Grenze erstreckt, in welcher die Ebene E aus der Flüssigkeit heraustri 
Ist keine solche Grenze vorhanden, so weitet sich der Faden asymptotis« 
zu E unendlich aus, und die Rotationsgeschwindigkeit seiner Teilchen i 
im unendlichen ein unendlich Kleines zweiter Ordnung. 

Zeichnet man sich die Figur zu dem hier bezeichneten Grenzfall, 
wird man finden, dafs sie schematisch die Form eines Tornados darstel 
Darin liegt einerseits die Thatsache, dafs die fragliche Grenzfonn in d 
Natur wirklich vorkommt, und andererseits der Nachweis, d&Ts die blol 
Form der Wirbelstürme sich den hydrodynamischen Gleichungen auch oh 
Rücksicht auf Kompressibilität, Feuchtigkeit und Reibung der Luft untc 
ordnet. 



Die Bewegung des Kreisels. 
Von Max Koppe. 

Die durch den festen Punkt gehende Achse eines mit der Wink( 
geschwindigkeit 6 rotierenden Kreisels bewegt sich, ohne seitlichen Anst< 
freigelassen, gerade so wie sich die Achse des nicht rotierenden Kreis< 
bewegen würde, wenn auf letzteren aufser der Schwere noch eine fingiei 
Kraft wirkte, welche die Achse stets senkrecht zu ihrer augenblicklich 
Bewegungsebene, etwa nach links, zu verdrehen strebt Es sei 
Aj JB, r(= B) die Trägheitsmomente, tp der Winkel der Achse mit d 
Vertikalen, M die Masse, S der Schwerpunkt, OS =^ s. Wird die um 
mit dem Radius 1 beschriebene Kugel von der Achse in P getroffen, 
bewegt sich der Punkt P auf der Kugelfläche in beiden Fällen so wie c 
selbständiger Punkt von der Masse 1, auf den abwärts, längs eines Me 
dians, die Kraft G =' Mg s sin tp/B wirkt, und den senkrecht zu sein 
augenblicklichen Geschwindigkeit & die Kraft Hd' => AS&/B nach lin 
ablenkt.- Man denke sich eine Person, die auf dem Globus längs der Sp 
von P entlang schreitet, der positive Drehungssinn sei „rechts vom linki 

Wird der Punkt P freigelassen, so bewegt er sich zunächst auf ein< 
Meridian abwärts mit der wachsenden Geschwindigkeit Gdt Hat er 
die merkliche Geschwindigkeit ^ erlangt, so wird diese durch die stören 
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Kraft H%^ um einen kleinen Winkel nach links gedreht. Reduziert man 
die störende Kraft auf einzelne momentane Impulse, so wird die Bahn von 
P aus vielen Stücken gekoppelt, die unter blofser Einwirkung von G 
durchlaufen werden, also Pendelbahnen sind. Die Bahn von P, nach oben 
konkav, mufs schliefslich wagerecht werden, sie mufs dann, symmetrisch zu 
der bisherigen Bahn, wieder ansteigen. In der Höhe des Anfangs-Parallels 
kommt P zur Buhe und beschreibt sofort eine zweite Bänke der Bahn. 

In dem praktisch wichtigsten Falle, wo B sehr grofs ist, sind die 
Bahnranken wirklich Cjkloiden, die nach dem Gesetz des Cykloidenpendels 
durchlaufen werden. Die störende Kraft lenkt dann sehr stark nach links 
ab, die Banken haben Längen von weniger als 1 mm, werden durchlaufen 
in etwa \^ Sekunde. Ein Bezirk, der viele Banken mnfafst, kann also 
noch als eben gelten. 

Bollt nämlich ein Kreis vom Badius a und Mittelpunkt M auf der unteren 
Seite einer Geraden, so dals er sich mit der Winkelgeschwindigkeit a 
dreht, so beschreibt ein Massenpunkt P seines ümfangs eine Cykloide. 
Diese Bewegung kann durch die Centripetalkraft PM - a^ imterhalten 
werden. Ist A der augenblickliche Berührungspunkt, so Iftfst sich geome- 
trisch PM in PA und AM zerlegen. Die Kraft hat also zwei Kompo- 
nenten. Die eine, AM - c?^ ist vertikal und hat die konstante Gröise aa^y 
sie kann mit G identifiziert werden, die andere, AM^a^^ steht senkrecht 
zur augenblicklichen Geschwindigkeit ^{j=^ AM • u) und ist ihr proportional, 
sie kann = iZ^ gesetzt werden. Aus aa* =« 6r, a ^^ H folgt die mittlere 
Geschwindigkeit des Fortschreitens ^ aa ^ Cr/H^ endlich die mittlere Ge- 
schwindigkeit der durch die Achse gelegten Vertikalen (Präzessions-G.) 
=^ au/smtp ^=^ Mg$/AB. Nach Dämpfung der Oszillationen bewegt sich 
die Kreiselachse nicht mehr wie der Punkt P des rollenden Kreises, sondern 
nähert sich asymptotisch der Bewegung seines Mittelpunktes M, 

Steht die Achse fast vertikal aufwärts oder hängt sie abwärts, so be- 
schreibt P andere Kurven, nämlich die Zweige von Epi- und Hypocy- 
kloiden. 

Ein glockenförmiger Kreisel, dessen Schwerpunkt %mter liegt, und 
dessen Achse man von oben mit einem wagerechten /S-förmigen Draht 
berührt, rollt seine runde materielle Achse an dieser Bahn ab, verdreht 
dadurch seine mathematische Achse, induziert so eine sehr starke Kraft, 
die ihn an das Geleise heranpreist, so dals er es sicher hin und her um- 
läuft, ohne selbst an den stark gekrünunten Enden abzugleiten. 

Der am Anfang ausgesprochene Satz soll nun bewiesen werden. Wir 
denken uns einen schwerelosen Kreisel, er rotiere mit der Winkelgeschwindig- 
keit 9 um seine wagerechte Achse, welche in der Bichtung OX liegt, gleich- 
zeitig drehe sich diese Achse mit der Winkelgeschwindigkeit •& um die 
vertikale Z- Achse, nach links, ziir Z- Achse hin. Der Beweis kann auf 
zwei Arten geführt werden. 

Ei/Uweder: Man ninmit als Kreisel nur 4 symmetrisch die Achse um- 
gebende Massenpunkte m. Man führt den Kreisel erst durch die Botation 
Bdt aus seiner Anfangslage (l) in eine Hilfslage (2), dann durch die 
Botation Q'dt aus (2) in die Endlage (3). In allen 3 Lagen denkt man 
ihn sich mit den Geschwindigkeiten O, <& behaftet. Man bestimmt die 
Impulse, die jedes m aus dem Bewegungszustand (1) in (2) überführen, 
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femer aus (2) in (3), und setzt sie an dei» starren Kreisel s 
sammen. 

Oder: Man denkt sich den anfanglichen Bewegungszustand des 1 
liebigen Kreisels auf 2 Kr&ftepaare von Momentan -Kräften zurackgefüli 
AS um OX, BO um OZ, Ebenso zur Zeit dt in AS um eine nc 
wagerechte Achse, 0X\ die mit der alten den Winkel ^di bildet, und 
Bd um die unveränderte Achse OZ. Zur Überführung des einen Zustan< 
in den andern ist erforderlich ein Impuls eines Kr&ftepaares ^ ASd 
mit der Achse OF, er mftfste an sich den fvkendei^ Kreisel um ( 
abw&rts zu drehen suchen. Denkt man sich daher zwei Krafkepaare, Ai 
und — ASd^ hinzugefügt, so unterhält das erste den Verlauf der beschi 
benen Bewegung, das zweite sucht den Kreisel um OT bestandig aufwS 
zu drehen. Es bringt unendlich kleine Geschwindigkeiten henror, die 
Verlauf vieler Zeitelemente allmählich die Bewegung modifizieren, ähnl 
den störenden Kräften der Planeten-Bewegung. Dieses zweite Kräi 
paar ist die oben benutzte fingierte oder induzierte Ersatzkx^ft für 
Rotation. 

Hierin liegt die wahre Ausdehnung der Poinsotschen (jedanken i 
den schweren Kreisel. Die mstantane Achse zeigt sidi hier nicht als < 
sachgemäise Mittel zum anschaulichen Verständnis. Die „fingierte'^ Kri 
zuerst mitgeteilt in Poskes Zeitschrift II, 1688, 8. 103 (femer 
S. 70 — 83), ist mit Poinsots Zentrifugalkräften, femer mit Coric 
Kraft auf eine Linie zu stellen. 

Zusatz. Die Oröfse der Geschwindig^reit d fär ein bestimmtes 9 ^ 
von der Kraft H^ nicht beeinflufst, sie folgt also dem Gesetz des sphärisc] 
Pendels. Während aber die Pendelbahnen ihre konkave Seite nach d 
unteren Teil der Kugel wenden, sind die Kreiselbahnen, unter Einflufs 
Klüfte G und H^, auch bei mäfsigem S und bei bdiebiffen Anfan 
bedingungen im tiefsten Gebiet der Kugel sicher nach oben konkav. Sei 
werden sie durch den tiefsten Punkt der Kugel hindurchgehen. 
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Sitznngsbericlite der Berliner Mathematisclien Gesellschaft. 
HerauBgegeben vom Vorstande der Oesellsoliaft. 

5. Sitznng am 26. Febraar 1902. 

Vorsitz: Herr Weingarten. 

Anwesend 40 Herren. 

Folgende Beschlüsse werden gefafst: 

Alle Herren, welche sich bis zum Beginn der heutigen Sitzung zum 
Eintritt in die Gesellschaft gemeldet haben, gelten als Mitglieder. Ftlr die 
Aufiiahme weiterer Mitglieder wird folgendes festgesetzt Wej: Mitglied, der 
Gesellschaft zu werden wünscht, muDs durch zwei Mitglieder beim Vorstände 
angemeldet werden. Pieser giebt in der ersten auf die Meldung folgenden 
Sitzung die gemeldeten Namen bekannt; erfolgt bis zur darauffolgenden 
Sitzung kein Widerspruch, so gelten die gemeldeten Personen aU Mitglieder 
der Gesellschaft 

Der Erwerb der Mitgliedschaft ist vom Wohnorte unabhängig. 

In den Sitzungsberichten erscheinen nur wissenschaftliche. Mitteilungen 
und Referate, die von Mitgliedern in den Sitzungen der Gesellschaft vor- 
getragen und noch nicht anderweitig veröffentlicht sind, und zwar unter 
dem Namen des Vortragenden. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Adler: Zur Theorie der Zeicheninstrumente (s. u.). 

Herr Wallenberg: Zur Theorie der Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Der Vortragende spricht über den Satz des Herrn Michel 
Petrowitsch (Th&se de Doctorat, Paris; Comptes rendus 1894), dafs eine 
Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades 

dx Q(x, y) » 

worin P imd Q ganze rationale Funktionen von x und y sind, höchstens, 
drei selbständige, d. h. algebraisch von einander unabhängige eindeutige 
transcendente Integrale besitzen kann. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Adler, Dziobek, 
Oüntsche, Hessenberg, Koppe, F. Müller, Steinitz, Wallenberg, 
Weingarten. 

8itiungtb«rieht6 d. Berl. M*th. 0«t. 8 
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6. Sitznng am 19. Mtrz 1902. 

Vorsitz: Herr Weingarten. 
Anwesend 38 Herren. 

Verlesen wird das im Auftrage der Gesellschaft an Herrn Dedekind 
gerichtete Glückwunschschreiben zum fünfzigjährigen Doktoijubiläum (s. u. ). 
Wissenschaftliche Mitteilungen: 
Herr Hauck: Über uneigentliche Projektionen. 
Herr Hensel: Algebraische Zahlen und analytische Funktionen (s. u.). 



Zar Theorie der Zelcheninstromente, 

Von A. Adler. 

Die gebräuchlichsten Zeichenhilfsmittel sind der Zirkel, das Lineal 
(zwei parallele Linien im konstanten Abstände) und der bewegliche recht« 
oder spitze Winkel (etwa aus Holz). Die naheliegendste Frage ist die nacl 
dem Wirkungsbereiche eines jeden dieser Listrumente; davon soll im Nach 
folgenden kurz die Bede sein. Ausführlicheres findet sich in der beigegebenei 
Litteratur. 

1. Was den Zirkel anlangt, so hat bekanntlich Mascheroni gezeigt, daX: 
man alle geometrischen Eonstruktionsaufgaben, welche man gewöhnlich mi 
Hilfe des Zirkels und der geraden Linie löst, also alle sogenannten geo 
metrischen Aufgaben 2. Grades, nur mit Hilfe des Zirkels allein lösen kann 
ein Resultat, welches auch praktisch genommen wertvoll ist, da ja de 
Zirkel das genaueste Zeichenhilfsmittel bildet. Die Konstruktionen, welch 
Mascheroni lehrt, sind zwar einfach, aber meist auf so künstlichem Weg 
gefunden, dafs wohl jeder Leser seines Werkes das Bedürfnis fühlt, dies 
Konstruktionen aus einem einheitlichen Prinzip heraus zu entwickeln. 

Dies gelingt nun viel leichter, als man bei dem Umfange des Gegen 
Standes vermuten würde, und zwar mit Hilfe des Prinzips der reziproke] 
Radien. Es ist dabei nur notwendig, eine Konstruktion anzugeben, nac! 
welcher man mit dem Zirkel allein zu einem Punkte P in Bezug auf de 
festen Kreis K (mit dem Mittelpunkte 0) den inversen Punkt P' finde 
kann. Zu dem Zwecke schlägt man aus P als Mittelpimkt den Kreis mi 
dem Radius PO und erh&lt so die Schnittpunkte S^ und S^ mit K un 
im Schnittpunkte der beiden Kreise, welche S^ resp. S^ zum Mittelpimkt 
haben und durch gehen, schon den gesuchten inversen Punkt P'. 

Jede ausgeführte geometrische Aufgabe 2. Grades bildet eine Figur 2 
welche aus geraden Linien und Kreisen besteht; die zu J" in Bezug auf j 
inverse Figur F' besteht daher nur aus Kreisen und kann also mit dei 
Zirkel allein durchgeführt werden. Da aber auch der Übergang von F z 
F' nach Obigem nur mit Hilfe des Zirkels allein gezeichnet werden kaiu 
so ist damit schon bewiesen, dafs sich jede Aufgabe 2. Grades mit dem Zirk« 
allein lösen läfst, und ist auch schon ein brauchbarer Weg angegeben: Ma 
denke sich nämlich die vorgelegte Aufgabe auf dem gewöhnlichen Wege g\ 
löst, wodurch man vor dem geistigen Auge die Figur F erh< nun zeickf 
man die in Bezug auf einen passenden Kreis K inverse Figur F' und a 
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dem so erhaltenen Resultat von F' das inverse Gebilde, wodurch die Auf- 
gabe gelöst ist. 

Schlägt man diesen Weg ein, so erhält man auf durchsichtigem Wege 
die Mehrzahl der Mascheronischen Konstruktionen; besonders einfach wird 
jetzt auch die Lösung einer Hauptaufgabe, die besondere Schwierigkeiten be- 
reitet, nämlich eine Strecke AB mit dem Zirkel allein in n gleiche Teile zu 
zerlegen. Man braucht jetzt nur als Kreis K den mit A als Mittelpunkt 
und AB als Badius anzunehmen, die Strecke AB femer (n — l)-mal nach- 
einander auf ihrer Verlängerung aufzutragen und zu dem so erhaltenen End- 
punkte den inversen in Bezug auf K zu konstruieren. 

unsere Konstruktion des inversen Punktes F' ist auch aus dem Grunde 
beachtenswert, dafs sie einfacher als die gewöhnlich angewandte ist, und 
weil sie wohl überhaupt zu den einfachsten, allgemeinen Konstruktionen 
gehört, welche man mit dem Zirkel allein durchfahren kann, wodurch 
wieder die fundamentale Bedeutung des Prinzips der reziproken Badien 
fOr die Kreislehre hervortritt. 

2. Auch mit jedem anderen der oben angeführten Zeichenhilfsmittel 
aUein, dem Lineal, dem rechten oder spitzen Winkel, kann man jede geo- 
metrische Aufgabe 2. Grades streng lösen; die Konstruktionen, welche man 
dabei findet, sind oft sehr einfach und haben auch praktischen Wert, nament- 
lich die mit dem Lineal allein für Mefstischarbeiten. 

Bemerkt sei noch, dafs man mit zwei beweglichen rechten Winkeln 
auch Gleichungen 3. und 4. Grades strenge lösen kann, indem man der 
üi Cremonas „graphischem Kälktd" dargestellten Methode Lills zur Kon- 
struktion der Wurzeln algebraischer Gleichungen folgt. Der bewegliche rechte 
Winkel ist denmach das mächtigste der gewöhnlichen ZeichenhiJfsmittel. 

Es sei noch die wichtigste LiUercUur des Gegenstandes angegeben: 

1. Mascheronis Werk ,Jja geometria del compasso" erschien 1797 
in Pavia und ist mehrfach ins Deutsche übertragen und bearbeitet worden. 

2. Von Steiner erschien 1833 die Schrift: Die geometrischen Kon- 
struktionen ausgeführt mit Hilfe der geraden Linie und eines festen Kreises^'; 
bemerkt sei aber, dafs viele der von Steiner hier angegebenen Konstruktionen 
sich in Lamberts „freier Perspektive" 1774 vorfinden; die Möglichkeit, 
alle geometrischen Konstruktionen mit Hilfe eines festen Kreises und der 
geraden Linie zu lösen, wurde auch schon von Poncelet gezeigt in seinen 
„Proprietes" (S. 187—190) 1822. 

3. Von dem Verfasser dieser Zeilen erschienen 1890 zwei kleine Auf- 
sätze in den Wiener Berichten unter den Titeln: „Über die zur Ausfuhrung 
geometrischer Konstruktionen notwendigen Hilfsmittel^, und „Zur Theorie 
der Mas che roni sehen Konstruktionen'S 

4. Herr F. Klein hat bekanntlich 1895 ein Werk erscheinen lassen: 
„Vorträge über ausgewählte Fragen der Elementargeometrie^^ Klein führt 
darin insbesondere die Konstruktion des regelmäfsigen 17 -Eckes mit Hilfe 
eines festen Kreises und der geraden Linie aus und wirft in einer Fufsnote 
auf S. 27 die Frage nach Lösung derselben Aufgabe mit Hilfe des Zirkels 
allein auf. Die Antwort darauf ergiebt sich nach Obigem ohne weiteres; 
man hat nur zur Kl einschen Konstruktion die inverse in Bezug auf den 
festen Kreis zu zeichnen. 

3* 
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5. Herr Hilbert behandelt in seinen „Grundlagen der Geometrie^ (1899) 
die geometrischen Konstruktionen ausgefOhrt mit der geraden Linie und 
einem Streckenübertrager. Man kann aber mit alleiniger Benutzung dieser 
Hilfsmittel nicht jede geometrische Aufgabe 2. Grades lösen, n&mlich jene 
nicht, welche die Konstruktion von Yd* — 6* verlangen, wobei a und h ge- 
gebene Strecken sind. Herr Hilbert beweist, dass die Konstruktion dieses 
Wurzelausdruckes mit seinen Hilfsmitteln nicht möglich ist, und bemerkt, 
dafs man wohl damit die auch mit dem Zirkel allein konstruierbaren regu- 
lären Polygone, ebenso z. B. das Malfattische Problem, nicht aber das 
Apollonische lösen kann. 

6. Herr Feldblum zeigt in einer Doktordissertation „Über elementar 
geometrische Konstruktionen^ (Göttingen 1899) znn&chst die Lösung der 
Elementaranfgaben mittelst 8treckenübertrag6r und gerader Linie, ferner die 
Lösulig der Mal f attischen Aufgabe, die Konstruktion der regelmäfsigen 5- 
und 10-£cke mit diesen Hilfsmitteln; er weist auch geometrisch nach, dafs 
es nicht möglich ist, damit ein^ Kreis zu konstruieren, welcher 2 gerade 
Linien berührt und durch einen gegebenen Punkt geht 

Herr Feldblum fOhrt hierauf 2 Instrumente ein, den WMkdhailnerer und 
den Winkddritütr; das erstere besitzt die Form eines Rhombus, von dem 
3 Ecken Gelenke sind und wobei der 4. Eckpunkt auf einer vorhandenen 
Diagonale gleitet; das zweite besteht aus der Verbindung von 2wei derartigen 
Mechanismen. Herr Feldblum beweist einfach, dais der Winkelhalbierer genau 
gleichwertig dem Streckenflbartrager beim Konstruieren ist, und dafs man mit 
dem Winkeldrittler die Wurzeln jeder kubischen Gleichung mit positivei 
Diskriminante konstruieren kann, also insbesondere den Kreis in 7 odei 
13 gleiche Teile zerlegen kann, wie Herr Feldblum auch des näheren zeigt 
Man ist aber nicht imstande, mit einem dieser beiden Listrumente Yd* — h' 
zu konstruieren; selbst beide Listrumente zusammen machen daher dei 
S^kel nicht entbehrlich. 



GlflckwansohBoIireiben der Berliner MatlieinatisolieiL Cfesellsoliaft zun 
Anftlgj&Iirigen DöktotjtibU&iim des Herrn R. Dedekind. 

Hochgeehrter Herr Geheimrat! 

Die Berliner Mathematische Gesellschaft spricht Ihnen zur fünfidgjährigei 
Wiederkehr des Tages, an welchem Sie die ersten akademischen Ehren er 
warben, die herzlichsten Glückwünsche aus. 

Mit Dankbarkeit und Bewunderung gedenkt die mathematische Wel 
der reichen Früchte, welche Ihre rastlose Arbeit an den schwierigst«! 
Problemen unserer Wissenschaft gezeitigt hat. 

Sie haben den fundamentalen Begriff des Zahlköipers ausgebildet un 
die Gesetze der Teilbarkeit ganzer Zahlen mittelst ganz neuer Methode: 
uiid Begriffisbildungen auf den allgemeinsten Körper ausgedehnt. Die üntei 
suchungen über die Komposition und Klassenzahl der quadratischen Formei 
welche zu Gaufs' und Dirichlets höchsten Ruhinestiteln gehören, habe 
Sie verallgemeinert, Ihrer Theorie der Ideale eingeordnet und damit de 
tieferen Sinn der filteren Resultate dargelegt. Ein besonderer Genuis wir 
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es för den Liebhaber der höheren Arithmetik immer sein, zu verfolgen, wie 
Sie, Ton der Theorie der höheren Kongruenzen ausgehend, jene rätselhaften 
Ausnabmeerscheinungen aufgeklärt haben, welche die Faktoren der Diskrimi- 
nante bei der Zerlegung der algebraischen Zahlen in Faktoren darbieten. 

Wenn alle diese Untersuchungen zum vollen Verständnis eine ein- 
gehende Vertiefung in die Algebra und Zahlentheorie erfordern, so haben 
Sie durch die Bearbeitung der Vorlesungen Dirichlets die weitesten Kreise 
der mathematischen Welt zu Dank verpflichtet und für das Studium der 
höheren Arithmetik das grundlegende Lehrbuch geschaffen. 

Aber Ihre Thätigkeit war keineswegs auf eine einzelne Disziplin unserer 
Wissenschaft beschrankt; wie Sie schon innerhalb der Arithmetik, auf 
Dirichlets Bahnen fortschreitend, die mannigfaltigsten Beziehungen zur 
transzendenten Analysis anknüpften, so haben Sie durch Ihre Begründung 
der Theorie der Modulfunktioncn für das Studium einer der interessantiesten 
speziellen Funktionen die sichere Basis geschaffen. Sie haben femer durch 
die Bearbeitung unvollendeter üntersuchimgen von Dirichlet und Biemann 
verschiedene Probleme der mathematischen Physik und der Mannigfaltigkeits- 
lehre wesentlich gefördert 

Endlich sind Sie der mächtigen, auf die Kritik der Grundbegriffe aus- 
gehenden Bewegung unserer Zeit ein Führer gewesen, indem Sie durch Ihren 
Begriff des Schnittes eine ebenso eigenartige wie fruchtbare Lösung des 
Problems, die Stetigkeit arithmetisch zu erfassen, gegeben haben, und in 
Huren Untersuchungen über den Zweck und das Wesen der ganzen Zahlen 
bis an die Schwelle der erkenntnistheoretischen Schwierigkeiten ' vor- 
gedrungen sind. 

Die dankbare und bewundernde Anerkennung der mathematischen Wetl 
ist Ihnen seit langen Jahren in reichem Mafse zu teil geworden; den 
schönsten Lohn Ihrer Arbeit aber haben Sie, so denken wir, an dem Be- 
wnCstsein, in die lebendige Entwicklung der Wissenschaft auf das kräftigste 
eingegriffen und dem stolzen Bau der mathematischen Erkenntnis die Spuren 
Ihres persönlichen Schaffens in unauslöschlicher Weise idingeprägt zu haben. 
Möge Ihnen die Freude der Arbeit und der Vollbesitz aller Greisteskräfte 
noch lange erhalten bleiben. 

Mit dem Ausdruck aufrichtigster Verehrung 

Die Berliner Mathematische Gesellschaft. 

Berlin, den 18. März 1902. 



Ober analytisolie Funktionen nnd algebraisolie Zahlen. 

Von K. Hensel. 

Vergleichen wir die Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Variablen mit der Theorie der algebraischen Zahlen, so tritt uns besonders 
ein wesentlicher Unterschied in diesen beiden Disziplinen entgegen: 

In der Funktionentheorie untersuchen wir eine algebraische Funktion 
in der Umgebung irgend einer Stelle, welche im Endlichen oder im Un- 
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endlichen liegen kann; in beiden FttUen sind die Methoden und die Resultate 
absolut identisch; diese Fälle brauchen also gar nicht von einander unter- 
schieden ZQ werden. In der höheren Arithmetik werden die algebraischen 
Zahlen einmal auf ihre Teilbarkeit untersucht mit Hülfe der Idealtheorie, 
zweitens in Bezug auf ihre Grofse, und diese Fragen fEÜiren auf die Theorie 
der Einheiten und im weiteren umfange auf die Betrachtungen, welche man 
nach Minkowski als die Geometrie der Zahlen bezeichnet. Während die 
Resultate dieser beiden arithmetischen Untersuchungen sehr ähnlich sind, 
erscheinen ihre Methoden völlig verschieden. 

Während femer die Idealtheorie und die Theorie der Einheiten aui 
das Gebiet der algebraischen Zahlen beschränkt ist, bleibt die Theorie dei 
analytischen Funktionen auf die transzendenten Funktionen genau ebensd 
anwendbar wie auf die algebraischen Funktionen; sie führt uns in natur- 
gemäfsem Übergange ans dem Reiche der algebraischen Gröfsen zu dei 
einfachsten mit ihnen zusammenhängenden transzendenten Funktionen unc 
ergiebt nun eine einleuchtende Einteilung derselben nach ihren charakteriscbei 
Eigenschaften. 

Durch langjährige Beschäftigung mit jenen beiden Disziplinen von diesen 
Gesichtspunkte aus wurde ich zu einer Auffassung der Lehre von dei 
allgemeinen Zahlgröfsen hingeführt, welche man als Ausdehnung der Theori 
der analytischen Funktionen auf die Zahlgröfsen ansehen kann, und welch 
mir einen neuen Einblick in die Natur der rationalen algebraischen um 
transzendenten Zahlen zu gewähren scheint. Sie hat bisher als gesicherte 
Resultat eine vollständige und völlig einheitliche Behandlung der algebraische 
Zahlen nach ihrer Teübarkeit und nach ihrer Gröfse ergeben, und ich möcht 
meine Auffassung an diesem Beispiele dadurch erläutern, dafs ich die Grunc 
lagen der Theorie der rationalen und algebraischen Funktionen mit der 
jenigen der rationalen und algebraischen Zahlen vergleiche. 

Eine eindeutige analytische Funktion besitzt an jeder Stelle (x =^ c 
oder (x = <x>) rationalen Charakter, wenn sie in der Umgebung derselbe 
in eine Potenzreihe 

^(^) ^2 **^^ "■ '*^*' ^^^' 2 ^* (x) 

entwickelt werden kann, welche höchstens eine endliche Anzahl negativ 
Potenzen enthält, wenn sie also fOr jene Stelle mit jeder vorgegebezK 
Genauigkeit, d. h. für eine beliebig hohe Potenz (x — a)*^ als Modul dur< 
eine rationale Funktion von x ausdrückbar ist Ordnet man der Stel 
(x = «) einen Primfaktor p zu und sagt, dafs r (x) durch p^ teilbar v. 
wenn r (x) an der zugehörigen Stelle die Ordnungszahl q hat, so entspric 
jeder endlichen und der unendlich fernen Stelle je ein Primfaktor, und f 
das Rechnen mit diesen Primteilem bestehen die einfachen Gesetze für d 
Primzahlen in der elementaren Arithmetik. An Stelle von x — a bzw. v< 

— kann auch irgend eine Funktion erster Ordnung für jene Stelle gewäl 

X 

werden, an Stelle der Koeffizienten ük kann man irgendwelche wohldefiniert 
Funktionenelemente von nicht negativer Ordnung voraussetzen, wobei t? 
aber speziell den Anfangskoeffizienten üq als von nuUter Ordnung annehm 
wollen. Alle rationalen Funktionen besitzen an jeder Stelle rational 
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Charakter, auf sie können daher die Gesetze der elementaren Arithmetik 
überall angewendet werden. 

Eine n-deutige analytische Funktion y besitzt an jeder Stelle {x = a) 
oder (x »= oo) algebraischen Charakter, wenn ihre n Werte in der Um- 
gebung derselben nach ganzen oder gebrochenen Potenzen der zugehörigen 
Linearfaktoren entwickelt werden können, welche höchstens eine endliche 
Anzahl negativer Potenzen enthalten, wenn sie also an jeder Stelle (x =» a) 
mit jeder vorgegebenen Genauigkeit, d. h. für eine beliebig hohe Potenz 
(x — a)^ als Modul durch eine algebraische Funktion dargestellt werden 
kann. Ordnet man der Stelle (x = a) n gleiche oder verschiedene Prim- 
teiler ^, $99 • • M ^ 2^ ^1^^ s^ ^'^^^y ^A^s y z. B. durch ^i teilbar ist, 
wenn die Entwickelung von yi an jener Stelle die Ordnungszahl Qt hat, 
so bestehen wieder für das Rechnen mit jenen Primteilem die Gesetze der 
elementaren Arithmetik. 

Genau ebenso wollen wir sagen, eine Zahlgröfse r hat überall 
rationalen Charakter, wenn sie die folgenden beiden Eigenschaften besitzt: 

1) Sie kann in eine nach fallenden Potenzen einer beliebigen Zahl m, 
z. B. von 10 fortschreitende Beihe entwickelt werden, mit wohldefinierten 
Koeffizienten, welche ihrer Gröfse nach unterhalb m liegen, und diese Ent- 
wickelung enthält höchstens eine endliche Anzahl positiver Potenzen von m. 
Eine solche Gleichung: 

spricht nur aus, dafs r eine endliche Zahl ist oder mit jeder vorgegebenen 
Ann&herung der GröDse nach durch eine rationale Zahl dargestellt werden kann. 

2) Sie kann nach steigenden Potenzen einer beliebigen ganzen Zahl ^ 
in eine Beihe 

mit wohldefinierten Koeffizienten bi < (i entwickelt, d. h. mit jeder Annäherung 
(für eine beliebig hohe Potenz von fi als Modul) durch eine rationale Zahl 
dargestellt werden. 

Alle rationalen Zahlen haben überall rationalen Charakter, da sie 
erstens stets endlich sind, und zweitens jede rationale Zahl im Zahlen- 
systeme mit der Grundzahl ^ auf eine einzige Weise dargestellt werden kann. 
Auf die hier sofort sich darbietende ümkehrung dieses Satzes gedenke ich 
bei einer anderen Gelegenheit einzugehen. 

Ordnet man speziell jeder Primzahl p einen Primteiler p zu, und sagt 
man, dafs r durch p^ teilbar ist, wenn die zu p gehörige Entwickelung die 
Ordnungszahl q besitzt, so ergeben sich für das Bechnen mit diesen Prim- 
teilem diejenigen Gesetze, welche in der elementaren Zahlentheorie für die 
zugeordneten Primzahlen entwickelt werden. Dasselbe gilt hinsichtlich der 
Gröfse jener Zahlen r, wenn man ihnen für den zugeordneten Pnmteiler p^ 
eine geeignet präzisierte Ordnungszahl giebt. 

Allgemeiner will ich sagen, eine n- wertige Zahlgröise | hat überall 
algebraischen Charakter, wenn sie die folgenden beiden Eigenschaften besitzt: 

1) Dire n Werte |j, 1,, * • *, |^ können nach fallenden Potenzen 
einer beliebigen Zahl m mit wohldefinierten Koeffizienten entwickelt weiden, 
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welche ihrem absoluten Betrage nach kleiner als m sind, d. h. diese n Wc 
sind endliche reelle oder komplexe Zahlen. 

2) Ihre n Werte können nach steigenden Potenzen einer beliebig 
Zahl fi, z. B. einer beliebigen Primzahl p in Beihen mit wohldefiniei 
Koeffizienten entwickelt werden, welche nach ganzen oder gebreche 
Potenzen von p fortschreiten und höchstens eine endliche Anzahl negati 
Potenzen von p enthalten. Eine solche Zahlgröfse hat also algebraisc 
Charakter, wenn sie sowohl ihrer Gröfse nach, als auch für jede noch so l 
Potenz ft'^ einer beliebigen Zahl ft als Modul mit jeder vorgegebc 
Genauigkeit durch algebraische Zahlen darstellbar ist 

Die gewöhnlichen algebraischen Zahlen, d. h. die Wurzeln ganzzahl 
Gleichungen sind Zahlgröfsen, welche überall algebraischen Charakter ha 
Dafs dieselben nach fallenden Potenzen von m entwickelt werden kön 
lehrt der Ezistenzbeweis der Wurzeln, dais dasselbe aber auch für 
Entwickelnng nach steigenden Potenzen jeder Zahl fi bezw. jeder Primza 
der Fall ist, mnfste erst bewiesen werden; ich habe einen direkten 
sehr einfachen Beweis dieser Thatsache in einer in diesem Winter gehalt 
Vorlesung auseinandergesetzt 

Auf alle Zahlgröfsen, welche überall algebraischen Charakter hi 
können die Gesetze der elementaren Arithmetik ohne weiteres angewc 
werden. Ordnet man nämlich jeder Primzahl p wieder n gleiche oder 
schiedene Primdiyisoren p^^ ))|, • • -, p^ zu und sagt, die Zahl | ec 
z. B. den Primteiler p^ in der ^^-ten Potenz, wenn die Entwickelnng v* 
nach Potenzen von p von der ^,.-ten Ordnung ist, so gelten für das Bec 
mit diesen Primteilem die einfachen Gesetze der elementaren Zahlenth 
und die Anwendung derselben auf algebraische Zahlen liefert die vollstäi 
Theorie der Ideale. 

Ebenso kann man die Entwickelungen jener Zahlen nach fall< 
Potenzen von m behandeln, und wenn man auch hier die Ordnnngsz 
geeignet definiert, so erhält man eine vollständige Theorie der Einhei 

Genau dieselben Prinzipien kann man auch auf die Theorie de 
gebraischen Funktionen zweier Variablen anwenden, wie ich deninäcb 
einer anderen Stelle ausführlich darlegen werde. 
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Sitzungsberichte der Berliner Hathematischen GeseUschaft. 
Herausgegeben Tom Vorstände der GeseUschaft 

7. Sitcimg am 30. April 1902. 

Vorsitz: Herr Eneser. 

Anwesend 35 Herren. 

Der Vorsitzende gedenkt vor dem Eintritt in die Tagesordnung des 
schweren Verlustes, den die Wissenschaft durch das Hinscheiden des Herrn 
L. Fuchs erlitten hat. 

Verlesen wird die Antwort des Herrn Dedekind auf die ihm dar- 
gebrachten Glückwünsche der Gesellschaft (s. u.) sowie das Protokoll der 
Verhandlungen über den nächsten internationalen Mathematikerkongrefs, 
welche im M&rz unter Anteilnahme eines Vertreters der Gesellschaft zu 
Leipzig abgehalten worden sind. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Beifsner: Mechanische Analogie zur Elastizität (s. u.). 

Herr Hauck: Nachtrag zu dem in der vorigen Sitzung gehaltenen 
Vortrage (s. u.). 

Herr Opitz: Über die Frage nach den Brennlinien eines sehr dünnen 
astigmatischen Strahlenbündels und ihre Bedeutung für das Bildpunktproblem 
der geometrischen Optik (s. u.). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Hahn, Hauck^ Hessen- 
berg, Koppe, Lampe, Opitz. 

8. SitEong am 28. Mai 1902. 

Vorsitz: Herr Eneser. 

Anwesend 38 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Budde: Über eine Gruppe von gewöhnlichen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zwischen zwei Veränderlichen (s. u.). 

Herr Hessenberg: Über die Gleichung der geodätischen Linien. 

Herr Bothe: Bemerkungen über ein spezielles krummliniges Koordinaten- 
system (s. u.). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Budde, Hamburger, 
Hessenberg, Knoblauch. 
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Antwort des Herrn Dedekind anf das Schreiben der Berliner 
Mathematisclien Gesellscliaft (s. S. 28). 

An die Berliner Mathematische Gesellschaft zn H&nden d( 
Herrn Geh. Begierongsrat Weingarten zu Charlottenborj 

Hochgeehrter Herr Kollege I Dnrch die Zuschrift, welche Sie und d 
Herren Eneser und Jahnke im Namen der Berliner Mathematischen G' 
Seilschaft mit so herzlichen Glückwünschen zu meinem Doktor-Jubiläum a 
18. März mir gewidmet haben, fühle ich mich hoch geehrt Sie entwerfe 
ein überaus wohlwollend gezeichnetes Bild von den mathematischen Arbeite 
in welchen ich versucht habe, nach meinen fij*äften einige Beiträge zu d 
durch ihren Reichtum überwältigenden, unvergleichlichen Entvdcklung : 
liefern, welche unsere Wissenschaft in der zweiten Hälfte des verflossen« 
Jahrhunderts erfahren hat Das, was in der vorausgegangenen Zeit einij 
wenige, in einsamer Höhe stehende gröiste Geister geschaffen hatten, begai 
damals Gemeingut zu werden und immer gröEsere Kreise in unwiderste 
liebem Strome mit sich fortzureifsen zu fruchtbarer Arbeit auf neu c 
öffneten Bahnen. Denke ich zurück an meine Jugendzeit, an den damalig* 
Stand des mathematischen Studiums an den Universitäten, an die durc 
schnittlich recht mangelhafte Durchbildung des mathematischen Lehre 
Standes, so lälst der Vergleich mit der Gegenwart einen gewaltigen Foi 
schritt erkennen, und ganz besonders charakteristisch erscheint mir hierf 
das Wiederaufblühen älterer und die Bildung ganz neuer Gesellschaften 
sein, die sich in gemeinsamer Arbeit die Pflege der mathematischen Wisse 
Schaft und ihre Verbreitung in gröfseren Kreisen zum Ziel erwählen, 
begrüfse ich auch mit Freude die jüngste solche Vereinigung, Ihre Berlii 
Mathematische Gesellschaft, als ein hoffnungsreiches Zeichen für die unai 
hörlich fortschreitende mathematische Bewegung im neuen Jahrhundert.. 

Indem ich Sie bitte, hochgeehrter Herr Kollege, der Berliner Matl 
matischen Gesellschaft meinen herzlichsten Dank für die hohe Ehrung 
übermitteln, deren sie mich gewürdigt hat, verbleibe ich mit ausgezeichne 
Hochachtung Ihr ergebenster 

Braunschweig, 1. April 1902. R. Dedekind. 



Ober nneigenüiclie Projektionen. 
Von G. Hauck. 

1« Es sollen zunächst die wichtigsten Sätze aus der (noch nnv 
öffentlichten) Theorie der parallelprcjektiv-trilmearen Vencandtschafty so\i 
sie im Nachfolgenden in Betracht kommen, kurz skizziert werden. 

Projiziert man ein räumliches Punktsystem parallel mit drei 
liebigen Richtungen fkuf drei Projektionsebenen und bezeichnet je d 
solche Punkte a;, x\ %' der drei Ebenen, die die Projektionen des nämlicl 
Raumpunktes X vorstellen, als einander zugeordnet, so werden dadurch 
Punkte der drei Ebenen trilinear auf einander bezogen. 
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Die drei Ebenen, die durch je zwei projizierende Strahlen eines Baum- 
pimktes gelegt werden, schneiden die drei Projektionsebenen nach sechs 
(Geraden, die wir Kemsirahlen nennen. Für mehrere Banmpunkte sind die 
gleichartigen Eemstrahlen unter sich parallel und bilden sechs Parallel- 
Strahlenbüschel, von denen je zwei projektiv sind und perspektiv liegen in 
Bezug auf die Schnittkante (GnmdschniU) zweier Projektionsebenen. Wir 
bezeichnen sie als gegnerische Eemstrahlenbüschel. Die Zuordnung der 
Punkte der drei ebenen Systeme kann nun auch so ausgedrückt werden: 
Von emem Tripel zugeordneter Punkte x, a?', x' müssen je zwei auf ent- 
sprechenden Strahlen der betreffenden gegnerischen KemstrahlenMschet liegen. 
Dadurch ist die Zuordnungsbestimmung ganz in die Sjstemebenen selbst 
yerlegt. Man kann beliebige Tripel zugeordneter Punkte durch Zeichnung 
in den Sjstemebenen bestimmen, ohne im Baum zu operieren. 

Die durch die Perspektivitftt der gegnerischen Eemstrahlenbüschel be- 
dingte besondere Lage der drei ebenen Systeme nennen wir orienJtierie 
Lage. Sie kann beliebig variiert werden: Ln Schnittpunkt der drei Pro- 
jektionsebenen (Scheitelpunkt) liegt ein Tripel zugeordneter Punkte ver- 
einigt. Man kann nun jedes beliebige Tripel a, a , a ' dazu bestimmen, 
dafs es in den Scheitelpunkt zu liegen kommt. Die zugehörigen Grund- 
schnitte ergeben sich dadurch, dafs man je zwei gegnerische Eemstrahlen- 
büschel nach kongruenten Punktreihen schneidet, die durch die bezüglichen 
Punkte des Tripels a, a', a" gehen (oo* Möglichkeiten). Fügt man dann 
die drei Systemebenen zu einem Dreikant so zusanmien, dafs je zwei kon- 
gruente Punktreihen in einer Eante (Orundschnitt) vereinigt werden, so ist 
die orientierte Lage hergestellt 

In dieser neuen orientierten Lage stellen die drei ebenen Systeme 
wieder die ParaUelprojektionen eines r&umlichen Systems vor. Die pro- 
jizierenden Richtungen und der zu einem Tripel x^ x'y x' gehörige Baum- 
punkt X ergeben sich durch den Schnitt der drei Ebenen, die durch je 
zwei gegnerische Eemstrahlen des Tripels gelegt werden. Das jetzige 
räumliche System ist aber verschieden von dem früheren, es ist zu ihm nur 
afßnverwandt. Die gegenseitigen Beziehungen zwischen den drei ebenen 
Systemen sind ^nzlich unabhängig von der jeweiligen Orientierung und von 
der durch sie bedingten verschiedenen Gestaltung des räumlichen Systems, 
als dessen Projektionen die drei ebenen Systeme bei verschiedener Orien- 
tierung erscheinen. — Dadurch greift in der Theorie der triünearen Ver- 
wandtschaft eine gröfsere Freiheit in der Auffassimg der zur Darstellung 
eines räumlichen Gebildes zusammenwirkenden Projektionen Platz, als sie in 
der darstellenden Geometrie bislang statthaft erschien. 

Li einer und derselben Ebene befinden sich die drei ebenen Systeme 
in orientierter Lage, sobald sie so gelegt werden, dafs ein Tripel zugeord- 
neter Punkte in einem Punkt vereinigt ist. 

Die Verwandtschaft ist bestimmt, wenn die drei Winkel, die die Eem- 
richtungen in jedem System mit einander bilden, und die drei Projektivitäts- 
Verhältnisse der drei gegnerischen Eembüschelpaare (Verh. der Abstände 
zweier Paare entsprechender Strahlen) gegeben sind. Die verschiedenen 
Arten und Unterarten der parallelprojektiv- triünearen Verwandtschaft werden 
eharakterisiert durch gewisse Beziehungen, die zwischen diesen 6 Bestimmungs- 
gröfsen stattfinden. 

4* 
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2, unter der reichen Mannigfaltigkeit der verschiedenen Verwandt 
schaftsformen ist die einfachste diejenige, die durch die Bedingung gekenn- 
zeichnet wird^ dafs die Summe der drei Kemstrahlenwinkel = 2E ist, und 
daÜB die drei ProjektiTitätsverhaltnisse je -» 1 (also je zwei gegnerische 
Kemstrahlenbüschel kongruent) sind. 

Oemifs dieser Bedingung können dvei solche Systeme stets in eine der 
artige orientierte Lage in einer und derselben Ebene gebracht werden, bei 
welcher je zwei gegnerische Kemstrahlenbüschel sich in Deckung befinden 
Je drei zugeordnete Punkte bilden dann die Ecken von lauter ähnlichei 
und ähnlich liegenden Dreiecken, in deren Seiten je zwei entsprechend« 
gegnerische Kemstrahlen vereinigt sind. Die Grundschnitte und dei 
Scheitelpunkt sind unbestinmit In jedem Punkt der Ebene sind drei zu 
geordnete Punkte vereinigt. 

Wir bezeichnen diese besondere Form der Verwandtschaft als kom 
planare Verwandtschaft. Man erkennt nämlich leicht, dais drei solch 
Systeme in der genannten Orientierung als Projektionen eines r&umlichet 
Systems auf drei zusammenfallende Projektionsebenen betrachtet werde 
können. Man kann zu einem Tripel zugeordneter Punkte x, x\ x' dei 
zugehörigen Baumpunkt X willkürlich wählen und dadurch die Bichtunge 
der projizierenden Strahlen bestimmen. Die einzelnen Punktetripel mi 
ihren zugehörigen Baumpunkten bilden dann die Ecken von lauter ähnliche 
und ähnlich liegenden Tetraedern. 

3, Es liegt nun der Gedanke nahe, diese einfachste Verwandtschaft 
form fOr die Konstruktionen der Monge sehen darstellenden Geometri 
nutzbar zu machen. Das Verfahren der darstellenden Geometrie, bei welchei 
drei Projektionen ins Spiel kommen, wird als Methode der Transformatic 
bezeichnet: Man ninmit zu Grundrifs und AuMfs noch eine dritte Projektio 
hinzu, die man so wählt, dafs sich in ihr vermöge ihrer gestaltlichen 6< 
Sonderheit die Lösung der gestellten Aufgabe direkt oder wenigstens eii 
facher ergiebt als in den zwei ursprünglichen Projektionen. — Nun sii 
die gegnerischen Kemstrahlenbüschel zwischen Grundrifs und AuMfs koi 
gruent und befinden sich in der Zeichenebene in Deckung. Es liegt dah< 
nahe, bei der Einführung einer dritten Projektion diese so zu wählen, da 
Grundrifs und Aufrifs mit ihr zusanunen drei komplanare Systeme in koi 
planarer Orientierung bilden. 

Das Verfahren mag an einem einfachen Beispiel veranschaulicht werde 
Wir wählen ein solches, bei dem es ohnehin nahe liegt, sich der Metho< 
der Transformation zu bedienen: 

Es soll der Schnittpunkt der Ebene eines Dreiecks ahc^ aVc n 
einer Geraden mn, mn\ die in einer zur Projektionsachse senkrechten Ehe; 
liegt, ermittelt werden. (Vgl. Fig. 1.) 

Wir fügen zu den zwei gegebenen Projektionen S und 8' eine drii 
S'\ die mit S und ^ komplanar ist. Die Kemrichtungen zwischen S lu 
8" und zwischen ^ und 8" können beliebig gewählt werden; wir werd 
aber zweckmäfsig die Wahl so treffen, dafs sich die Lösung der Aufga 
in der dritten Projektion möglichst direkt ergiebt Dies ist der Fall, we: 
sich das Dreieck in der dritten Projektion als gerade Linie darstellt, w 
dadurch erreicht werden kann, dafs die zwei Kemrichtungen parallel 
den Projektionen einer in der Dreiecksebene liegenden Geraden — , £ 
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Fig. 1. 



einfachsten parallel zu den Projektionen einer Seite des Dreiecks, z. B. 
parallel zu ac und de angenommen werden. — Thut man dies und kon- 
struiert mittels der Eemstrahlen zu 
den Punkten Ton 8 und S' die 
dritten zugeordneten von B'\ so 
fallen die Punkte a" und c" zu- 
sammen, und das Dreieck steUt 
sich als gerade Linie dar, welche 
von m'n' in v" geschnitten wird. 
Zieht man dann durch v" die Eem- 
strahlen, welche mn und mvi in v 
xmd V schneiden, so steUen \) und v 
Gmndrifs und Aufriis des gesuchten 
Schnittpunkts vor. 

In gleich einfacher Weise er- 
ledigen sich nach dem angegebenen 
Verfahren alle Aufgaben situeller 
Natur, die sich überhaupt zur L9- 
sung mittels Transformation eignen. 
(Sehr elegant macht sich z. B. die 
konstruktive AusfOhrung der St ei- 
ner sehen Lösung der Aufgabe: die 
zv^ei Geraden zu bestimmen, die vier 
gegebene windschiefe schneiden.) — 
Ffir Aufgaben metrischer Natur empfiehlt sich die Methode weniger, da 
für solche die schiefe Parallelprojektion weniger gunstig ist als die ortho- 
gonale. 

4. Das Verfahren bedarf indessen noch einer genaueren Prüfung seiner 
Zul&ssigkeit. 

B nnd S' stellen zwei Orthogonalprojektionen eines bestimmten Baum- 
objektes auf zwei zu einander senkrechte Projektionsebenen dar, von 
denen die eine in die andere umgelegt ist. Wenn wir sie nun zusammen 
mit 8" als komplanare Projektionen behandeln, so fassen wir sie (oder 
mindestens eine von ihnen) plötzlich als schiefe Parallelprojektionen auf. 
Durch diese zwei schiefen Projektionen wird aber ein ganz anderes Baum- 
objekt bestimmt als das thatsächlich vorliegende 0. 

Dieses Bedenken würde zerfallen, sobald sich nachweisen liedse, dafs ^' 
mit einer wirklichen Projektion des Objektes gleichgestaltet ist. Denn 
dann würden die drei komplanaren Systeme nur eine andere Orientierung 
dreier wirklichen Projektionen von vorstellen; wir haben aber gesehen, 
dafs deren gegenseitige Beziehungen ganz unabhUngig sind von der durch 
die jeweilige Orientierungsart bedingten verschiedenen Gestaltung des 
Objektes. 

Nun mute die Frage, ob 8" mit einer wirklichen Projektion des Ob- 
jektes identifiziert werden kann, allerdings verneint werden. Wohl aber 
ist 8" mit einer solchen ähnlich. 

Dies mag zunächst an einem speziellen Beispiele veranschaulicht werden: 
Wir wählen als Objekt einen Würfel, von welchem zwei Seitenflächen 
zur Grundrifsebene und zur AuMTsebene parallel sind. (Vgl. Fig. 2.) 
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Seine Projektionen S und S' seien 12 ... 8 und l' 2\ . . 8^ Die Rich- 
tungen der Kemstrahlen zwischen S und S" und zwischen S' und S" 
wählen wir so, dafs jede mit der Eemrichtong zwischen S und S' einen 

halben rechten Winkel bildet. Es ergiebl 
sich dann als dritte Komplanare S" eine 
Figur, die zwei Quadrate mit gemeinsame] 
Ecke enth&lt 

Daus eine ähnlich gestaltete Figm 
als wirkliche Projektion des Würfels auf 
treten kann, und unter welchen Annähmet 
sie erhalten wird, ist leicht ersichtlich 
Wählt man die Projektionsebene senk 
recht zur Projektionsachse ox imd di< 
projizierende Richtung parallel zur Würfel 
diagonale 64, 6 '4', so projizieren sich dii 
zwei zur Projektionsebene parallelen seit 
liehen Quadrate in wahrer Gestalt un( 
die genannte Würfeldiagonale als Punkt 
— In Figur 2 ist die resultierende Pro 
jektionsfigur S'" in einer Lage gezeichnet 
in die sie gelangt, wenn man die Pro 
jektionsebene durch Drehung um ihr^ 
Schnittlinie oz mit der Aufrifsebene ii 
diese umlegt, wodurch ihre Schnittlinie op 
mit der Grundrifsebene in die Lage Of/j 
zusammenfallend mit oXy gelangt 
Während nun in der Projektion 8'" die Quadratseite gleich de 
Wfirfelkante a ist, ist sie in der dritten Eomplanaren S"^ <>VT' S'' kanj 
also nicht als eine wirkliche Projektion des Würfels angesprochen werdec 
sondern ist einer solchen nur ähnlich. Wir bezeichnen sie als eine un 
eiffcntlicfie Projektion. 

Die drei wirklichen Projektionen Ä, 8\ 5"' befinden sich in orientierte 
Lage in einer und derselben Ebene. Die (in Fig. 2 durch dickere Strich 
markierten) Grundschnitte zwischen S und S'" und zwischen S' und S' 
sind oy^ und oz\ als Grundschnitt zwischen S und S' kann jede durch 
gezogene Linie genommen werden. — Die gegnerischen Eemstrahlenbüschc 
zwischen S und Ä'" und zwischen S' und S'" sind in den Grundschnitte 
gebrochen. Dagegen ist die dritte Komplanare S^' mit S und S' durc 
nicht gebrochene Eemstrahlenbüschel verknüpft. Wir können demnae 
unser Verfahren kurz so kennzeichnen: 

Die durch die zweimalige Brechung bedingten zwei Umwege werden al 
gekürzt dadurch, dafs man die nichtgebrochenen Wege einschlägt, indem ma 
an Stelle der wirklichen Prqjektion 8'" die mit ihr ähnliche uneigenüich 
Prcjektian 8" benutzt. 

6, So wie in dem vorgeführten speziellen Beispiel verhält es sich nu 
allgemein: Es läfst sich beweisen, dafs zu der dritten Eomplanaren &S 
stets eine wirkliche Projektion i^'" existiert, die mit ihr ähnlich ist. I 
eine Grundebene umgelegt befindet sie sich mit S, 8' und 8" in den nän 



Fig. J. 
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liehen Lagebeziehungen, wie sie das obige Beispiel veranschaulicht. — Der 
allgemeine Beweis kann auf Grund von axonometrischen Anschauungen ge- 
führt werden: 

Wir beziehen das räumliche System auf ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem, von welchem zwei Ebenen parallel zur Grundrifsebene und 
zur Aufrifsebene sind. Schneidet man auf den Achsen vom Ursprung aus 
drei gleiche Strecken ab, so erhält man ein Dreibein^ dessen Grundrifs- und 
Aufrifsprojektionen J und /f seien. Konstruiert man dann zu J und J' 
för irgendwelche Kemrichtungen die dritte Komplanare J'^ so bildet /f' 
die Figur eines Dreistrahls (mit begrenzten Strahlstrecken), und es folgt 
aus dem Po hlke sehen Satz, dafs immer eine wirkliche Projektion des 
Dreibeins existiert, welche mit dem Dreistrahl ähnlich ist. Wir kon- 
struieren sie (nach dem von Herrn H. A. Schwarz in seinem Beweise 
des Pohlk eschen Satzes angegebenen Verfahren) und bezeichnen sie 
durch J'". — Sind nun x und x' die Grundrifs- und Aufrifeprojektionen 
irgend eines Pimktes X des räumlichen Systems 0, so kann der zu- 
geordnete Punkt x'" in der Projektion 8'" axonometrisch in den Drei- 
strahl J"' eingezeichnet werden (durch Teilen der drei Strahlstrecken 
in entsprechenden Verhältnissen und Ziehen von Parallelen zu den Strahlen). 
Führt man dann ebendieselbe Konstruktion auch an dem ähnlichen Drei- 
strahl J" aus, so erhält man einen Punkt x'\ der in Beziehung zu A" 
ähnlich liegt, wie x'" zu i/", und der sich vermöge der Konstruktion un- 
mittelbar als identisch erweist mit demjenigen Punkt «", der den Punkten 
X und X als dritter komplanarer im System S" zugeordnet ist. Da dies 
für jeden beliebigen Punkt X gilt, so ist damit die Ähnlichkeit der zwei 
ebenen Systeme ä" und Ä'" bewiesen. 

Nadhtrag. — Herr August Adler hat mich darauf aufmerksam ge- 
macht, dafe das besprochene Konstruktionsverfahren auch auf Grund der 
elementaren darstellenden Geometrie gedeutet werden kann. Denkt man 
sich nämlich die Ebene, welche den von der oberen Vertikalebene und der 
hinteren Horizontalebene gebildeten Flächenwinkel halbiert („zweite Median- 
ebene'^), als dritte Projektionsebene und deutet die Kemstrahlen xx" und 
x'x" als Grundrifs und Aufrifs des zugehörigen projizierenden Strahls des 
Punktes x^ x\ so fallen Grundrifs und Aufirifs der dritten Projektion dieses 
Punktes in a;'' zusammen. Die von mir als dn^ Komplanare bezeichnete 
uneigentliche Projektion S'' kann demnach als vereinigte Grundrifs- und 
Aufrifsprojektion einer schiefen Projektion auf die „zweite Medianebene^' 
gedeutet werden. Durch diese Auffassung erfährt also das besprochene 
Verfahren eine Begründung mit den blofsen Mitteln der elementaren dar- 
stellenden Geometrie. — Zu der mit S" ähnlichen Projektion S'" steht 
die Projektion auf die Medianebene in keiner näheren Beziehung. 
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Meohanisclie Analogie zur Elastizität 
Von H. Beifsner. 

Die Molekulartheorie der Elastisdt&tslehre entsprach der Femkraf 
aoffasming der mathematischen Physik. Dieselbe ist nach der Ausarbeiton 
die ihr W. Voigt hat znteil werden lassen, geeignet, die Gesetze der vol 
kommenen Elastizität und die Sjmmetrieeigenschaften sowie das Entsteht 
der Kristalle darzustellen, scheint aber einer Erweiterung für die therm 
dynamischen Beziehungen und die Erscheinungen der inneren Beibung, d 
bleibenden Deformation und der elastischen Nachwirkung nicht fah 
zu sein« 

Es liegt nahe zu versuchen, die Elastizitfttslehre auf dem Boden d 
von Lord Kelvin, Helmholtz, J. J. Thomson und Hertz vertreten 
kinetischen Schule auÜEubauen. Man kann diese Aufgabe auf zwei Art 
aussprechen, indem man entweder verlangt, die potentielle Energie ein 
elastischen Volumenelements solle als kinetische Energie verborgener £ 
wegung, oder die elastischen Druckkr&ffce sollen als Verbindungskrafte l 
schleunigter, verborgener Massen gedeutet werden. 

Offenbar hat man nur nötig, diese Aufgabe fOr ein einziges Volume 
dement zu lösen, und erhält die Erweiterung auf einen Körper von gröDser 
Dimensionen durch Aneinanderftlgung der Elemente. Gerade wie in d 
klassischen Theorie sollen hier diskrete Massenpunkte und Einzelkräfte a 
gesetzt werden, deren Mittelkräfte genommen über melGsbare Flächen als c 
elastischen Druckkomponenten erscheinen. Als Volumenelement kann a 
einfachsten ein System von vier Punkten, die nicht in einer Ebene lieg< 
genommen werden. An diese soll ein solcher dem Experiment verborg 
bleibender Mechanismus angeschlossen werden, dafs die infolge der v< 
borgenen Bewegung und der geometrischen Bedingungen entstehenden Krä: 
die vorgeschriebenen Werte der elastischen Druckkräfte erhalten. 

Bei Betrachtung von rein elastischen Ortsänderungen eines einzig 
Volumenelements mufs natürlich dieses Elementartetraeder im Baum fe 
gelegt werden, z. B. indem ein Eckpunkt festgehalten, ein anderer in eii 
Geraden und ein dritter in einer Ebene geführt wird. Dadurch bleit 
von den zwölf cartesischen Koordinaten der Eckpunkte sechs zur 1 
Stimmung der reinen Deformation übrig. Diese sechs Koordinaten kann m 
für unendlich kleine Deformationen linear, für endliche linear und quadratis 

durch die sechs Deformationskomponenten jPi — ^-- , A "* q~ ? JPs = o 

dto . dv du . dw dv , du j - , 

^*-äi^ + äi'-P»"äi + 8^'-P« = ä^+äi; ausdracken. 

Führt man nun diese Deformationskomponenten als allgemeine L 
g ränge sehe Koordinaten ein, so erhält man als allgemeine Lagrange s( 
Kräfte die zugehörigen Druckkomponenten auf die Flächeneinheit multiplizi 
mit dem Elementarvolumen dt. 

Erfahrungsmäfsig gelten nun fOr genügend kleine Deformation zwiscl 
den Druckkräften P^ und den Defoimationskomponenten p^ die folgenc 
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sechs Gleichungen, die die elastischen Eigenschaften des Körpers ent- 
halten: 

(1) P^ « — ^ Cp aPadv (? - 1, ■ ., «), 

1 

WO CQff die Elastizit&tskonstanten. 

Damit nun bei konstanter oder, um einen thermodynamischen Ausdruck 
zu gebrauchen, unendlich langsamer Gestaltsänderung Yerbindungskrftfte auf- 
treten können, muTs es noch mindestens eine verborgene, schnell veränder- 
liche Koordinate f), die die Spannungsenergie als kinetische erzeugt, geben. 
Alsdann müssen die Parameterkräfte P als Lagrangesche Kräfte aus 
Bewegungsgleichungen entstehen. Diese Bewegungsgleichungen haben aber 
noch gewisse Eigentümlichkeiten, die Helmholtz als Definitionseigenschaften 
des monocjklischen Systems aufgestellt hat. Die Kräfte müssen nämlich, 
da unendlich langsame Zustandsänderung vorausgesetzt ist, unabhängig von 
den Deformationsgeschwindigkeiten sein und dürfen, da sie bei konstanter 
Deformation konstant bleiben, sich mit der schnell und unaufhörlich ver- 
ändernden cjklischen Koordinate p nicht ändern. Daraus folgt die Energie 
des Systems: 

ß = \müp\ 

wo a eine erflEkhmngsmäJsig zu bestimmende Funktion der Parameter j^, . . .^jp^. 
Aus den Lagrangeschen Bewegnngsgleichungen folgt unter Benutzung der 
Definitionseigenschaffcen des monocyklischen Systems femer 

dp, •"' ^p ''■ 

Die Parameterkräfte erhalten dadurch die Werte: 

während die Kraft nach der cyklischen Koordinate, deren Arbeit die Zu- 
führung von Wärme bedeutet, die Form annimmt: 

(«) *=-Ä(^)-'i-^('««^)- 

Die Elastizitätskonstanten haben verschiedene Werte je nach der Art 
der Zustandsänderung. Entsprechend muTs man auch die Art der Zustands- 
änderung durch eine Aussage über die cyklische Kraft $ ausdrücken und 
in die Gleichungen für die Parameterkräfte P einführen. 

Bei adiabatischer Zustandsänderung z. B. darf zu keiner Zeit Wärme 
in das System eintreten. Es mufs dann die auf die cyklische Koordinate 
wirkende Kraft $ dauernd verschwinden. Aus (3) folgt dann maj) « q^). 

^ach Einführung in (2) ergiebt sich 

(^) ^e = 2irä^' wo &«-;;-. 



Digitized by 



Google 



42 SitEongsberichte der Berliner MathemaÜschen Geeellschaft. 

Nehmen wir nun an, dafs fOü- genügend kleine l>i> . . ., l>« die Funktion 
sich in die Form bringen l&fst: 

80 wird (4): 

Durch Yergleichnng mit der Erfahningsgleichnng (1) erhalt man: 

Gleichzeitig folgt aus dieser Yergleichnng, daCs auch Anfangsdrucl 

2~ (^ — ) vorhanden sein können und sogar müssen, wenn bei ve 

hinderter Deformation thermische Drucke entstehen sollen. 

Für andere als adiabatische Änderungen muTs man die Bedingung b 

nutzen, dafs die Gröfse -^ ein vollständiges Differential sein mufs, wo d 

die zugeführte Wftrme, ^ die absolute Temperatur. 
Es ist nun (Hertz, Princ, § 584) 

und daraus 

unter gewissen Vorbehalten kann man dann setzen: 

und wegen (4) 

Fär genügend kleine Temperatur&ndemngen dd nnd Deformationen 
, ) und -A- - eine Reihenentwicklung mit linearen Gliedc 
abbrechend gesetzt werden, woraus sich ergiebt: 



n 



^e^.+ ^('^;X^o''* - ^l(I^X=oi?(ÄL«^"' 



df(-) 
wo c, = (flä^j _ = — K— die spez. Wärme bei verhinderter Deformati< 

^ b 
Die thermiscfaen Drucke entnimmt man daraus zu: 

db 
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die isothermen Elastizitätskonstanten zu: 

Diese Beziehungen sind identisch mit deigenigen, die W. Voigt ^) ans 
den beiden Hauptsätzen der Wärmetheorie abgeleitet hat. 

Überhaupt ist diese kinetische Methode für Gleichgewichtszustande 
gleichwertig mit den Hauptsätzen der Wärmetheorie. Sie verlangt die 
Kenntnis derselben Anzahl einzufahrender Erfahrungskonstanten und liefert 
dieselben Resultate. Man könnte ohne Schwierigkeit aus ihr auch noch die 
Abhängigkeit der Elastizitätskonstanten von der Temperatur, die thermischen 
Ausdehnungskoeffizienten, die Entropie u. s. w. bestimmen. 

Während jedoch die mechanische Wärmetheorie keine Erweiterung für 
schnelle Zustandsänderungen und unvollkommene Elastizität zuläfst, kann 
die kinetische Methode durch Aufgeben der beschränkenden Voraussetzungen 
des monocyklischen Systems Gleichungen zur Beschreibung der Erscheinungen 
der inneren Reibung, der elastischen Nachwirkung, der Wärmeleitung, der 
bleibenden Deformation und überhaupt der nicht umkehrbaren Zustands- 
änderungen aufstellen. 

Man möge sich den den obigen Formeln entsprechenden Mechanismus 
folgendermafsen konstruktiv vorstellen: Ein Centrifugalregulator von der 
Winkelgeschwindigkeit p und dem Bahnradius der rotierenden Massen m 
von der Gröfse Yä soll durch starre Glieder so an die vier Eckpunkte 
des Elementartetraeders, die sonst mit einander nicht verbunden sind, an- 
geschlossen werden, dals nach Gleichung (5) 

daiÜB also der Bahnradius Ya der rotierenden Massen in eine gewisse, durch 
obige Gleichung ausgedrückte kinematische Abhängigkeit von den Deforma- 
tionskomponenten, d. h. auch den gegenseitigen Eckpunktverschiebungen, 
gebracht wird. 

Eine ausfOhrlichere Darstellung, sowie die besprochenen Erweiterungen 
und die Besonderheiten für Gase und Flüssigkeiten wird man in einem 
demnächst in den Annalen der Physik erscheinenden Aufsatze finden. 



1) W. Voigt, Referat über KristaUelastizität, Gott. Nachr. 1900, H. 2. 
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Über eine Grappe von gewShnliolLen DifferenüalgleiclLimgen zweite 
Ordnung swieclien zwei Yer&nderliclLen. 

Von £. Budde. 
Vorgelegt sei eine Differentialgleichnng Ton der Grestalt 

Der Verfasser untersucht diejenigen Gleichungen dieser Art, welcl 
hervorgehen können aus der Differentiation einer Differentialgleidiung erst 
Ordnung von der Form 

wo X und p irgend welche Funktionen von x und y sind, c eine Eonstante i: 
Er stellt sich die Aufgabe, F&lle anzugeben, in denen man die Gleichung ( 
unter dieser Voraussetzung einmal integrieren kann, und das Kriterium ; 
bezeichnen, aus welchem man ersehen kann, ob eine gegebene Differentif 
gleichung (l) die Bedingung erfüllt, dals sie durch Differentiation aus ein 
Gleichung der Form (2) hervorgegangen sei. 

Differentiiert man Gleichung (2), dividiert durch % und setzt zur A 

kürzung t* für — ^^ und i; fflr — ^, so findet sich 

Also ist Gleichung (1) mit (3) identisch, wenn 

(4) i-t,, 

(5) M^^^+pv + u, 

(6) N-IP-+PU. 

Aus Gleichung (5) und (6) folgt leicht 

.„. dM dN dv , dp , du dp du 

Nun sind u und v die beiden partiellen Differentialquotienten von log 
also ist ^ = ^, folglich hebt sich das letzte Glied auf der rechten Se 

von (7) gegen das erste. Setzt man femer für ^ - und J- ihre We 
aus (5) und (6), so ergiebt sich 

und hieraus, wenn man noch X für t; setzt, 

du ,j- , 2 dM dN --- 

5 Mu + M* =- -^ ^ NL 

dx ' dx dy 
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oder, wenn man abkürzend Q für ^ '^, NL setzt, 

(8) ||_^_jf„ + „i = 0. 

Damit ist für unseren Fall die erste Integration der Oleicbnng (l) auf 
eine Differentialgleichung erster Ordnung zurückgeführt. Gleichung (8) ist 
rein durch partielle Differentiationen entstanden, also wesentlich partiell, 
d. h. bei ihrer Integration sind die etwa in ihi* aufretenden y wie konstante 
Parameter zu behandeln. An die Stelle der Integrationskonstante tritt eine 
willkürliche Funktion von ^, die ev. benutzt werden kann, um das Kriterium 
des Falles zu erfüllen. 

Dies Kriterium, also die Eigenschaft der Gleichung (1), an welcher 
man erkennt, dafs sie sich dem hier behandelten Fall subsumiert, liegt in 

der Gleichung ö~ =* gr" » *^ welcher folgt 5— = ö~ * Trifft diese Be- 
dingung zu, so ist Gleichimg (8) auf (l) anwendbar. Dabei genügen auch 
partikuläre Lösungen von (8), wenn sie das Kriterium erfüllen. 

Es mögen zunächst einige der imifassenderen Spezialfälle hervorgehoben 
werden, in denen Gleichung (8) bequem lösbar ist. Man bemerke, dafs, 

ü 7" P 

wenn L eine reine Fimktion von y ist, w vermöge der Gleichung o" = ö~ 

eine reine Funktion von x sein mufs. 

a) Ist M nicht frei von p und u eine reine Funktion von x^ so kann 
man durch partielle Differentiation von (8) nach y leicht die Gleichung 
bilden: 

dy 

Dieselbe ist brauchbar, wenn sich aus ihr eine reine Funktion von o; f ür u 
ergiebt. 

b^ Ist Q » 0, so ist (8) in bekannter Weise direkt lösbar. 

c 1 Ist Q « und gleichzeitig JL » 0, so ist (l) direkt integrabel. 

d) Ist Q a- und L eine reine Funktion von ^, so genügt die Lösung 

M = 0; dann ist e^^^^ ein integrierender Faktor von (l). 

e) Hat die Gleichung w* — ■ Jf u = ^ eine Wurzel r^, die eine reine 
Funktion von y (Konstante und Null eingeschlossen) ist, so reduziert sich 
(8) durch die Substitution t* — r^ = jbt auf integrable Gestalt. 

f) Ist C = — ^, so wird aus (8) 

und dieser Gleichung genügt die Lösnng u » — , verwendbar, wenn L eine 

reine Funktion von y ist. 

Ist zugleich Z = 0, so tritt der Fall ein, dafs in der Gleichung 

^^ + -3f j| + ^ = der Anteil Jf ^ + Ä" fttr sich den integrierenden 
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Faktor x hat Man kann also (l) dann schreiben sc-^ = -^j wo Pirge 
eine Funktion von x und y; der Posten Xj-^ l&fst sich durch Teile in 
grieren und giebt x ^ — y , womit die erste Integration vollzogen ist. 

g) Ist ^ h LN = , 80 ist ^ = g— , und Gleichung (8) nimmt i 

Gestalt an 

du dM »^ , « rk 
dx ex ' 

Verwandelt man diese in bekannter Weise in eine homogene Differenti 
gleichung zweiter Ordnung durch die Substitution ti»^(logf), so erb 
man 

cx* ' dx * dx 

Dies ist direkt integrabel und giebt auDser der von vornherein ersic 
liehen Lösung u » Jf eine leicht zu ermittelnde allgemeine Lösung. 

Weitere Mittel zur Herstellung von u ergiebt unter ümst&nden folge 
Betrachtung. Aus den beiden Gleichungen 





Idx . lex 

w = - r^ und V = - ^ 

X^x x^y 


leitet man leicht ab 




(9) 


-^/i-^- 



wo q> eine reine Funktion von x ist. Setzt man hierin ^ » ti^, so erg 

sich durch Substitution in (8) eine neue Differentialgleichung der gleic 
Art für u^. u^ ist von u nicht verschieden, wenn L eine reine Funk 
von y ist. Ist dies aber nicht der Fall, so hat man für u^ eine besom 
Gleichung, auf welche die vorstehenden Erwägungen wieder Anwend 
finden können. Man bemerke noch, dafs die in der Gleichung (8) i 
Einführung von (9) auftretenden Integrale die additive Integrationskonst 

- -dy aus Gleichung (9) schon von se 

Integrationskonstante abgetrennt war. 

Hat man nun u gefunden, so hat man zwei Wege vor sich. 
Entweder man leitet aus den beiden Gleichungen 

Idi . Idx r 

— 7-=^ == « und - ^ — i 
Xcx x<^y 

die Doppelgleichung 

ab, in welcher ^ eine reine Funktion von y, qt eine solche von x ist, 
benutzt x ^ integrierenden Faktor der Gleichung (1). 
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Oder man setzt u in Gleichung (6) ein, die dann direkt integrabel 
ist, integriert partiell nach x und fiigt statt der Integrationskonstante eine 
unbestimmte Funktion von y zu. Diese Funktion wird dann durch Ein- 
setzen in Gleichung (5) bestimmt; sie enthält die Integrationskonstante. 
Dieser Weg Ittfst sich natürlich auch umkehren. Man integriert Gleichung (5) 
und bestinunt die zusätzliche reine Funktion von x durch Einsetzen in (6). 



Bemerkungen Aber ein spezielles kninunliniges Koordinatensystem. 

Von Rudolf Rothe. 

Nach einem bekannten yoi^ Liouville herrührenden Satze der Diffe- 
rentialgeometrie^) sind die Ebene und ihre Biegnngsilächen die einzigen, auf 
denen zwei einfach unendliche, unter rechtem Winkel sich schneidende 
Systeme von geodätischen Linien existieren. Will man daher das gewöhn- 
liche ebene cartesische Koordinatensystem für eine Fläche mit nicht yer- 
schwindender Krümmung verallgemeinem, so ist entweder die Bedingung der 
Orthogonalität oder die andere von Yomherein fallen zu lassen, dals beide 
Scharen der Koordinatenlinien geodätische Linien der Fläche sind. In die 
letzte Klasse von Koordinatensystemen gehört bekanntlich das G aufs sehe 
orthogonal -geodätische, bei welchem nur die eine Schar yon Kurven geo- 
dätische Linien auf der Fläche sind; diese sind also in gewisser Hinsicht 
einseitig vor der anderen Schar bevorzugt. 

Bei der Untersuchung der Voraussetzungen, welche zum Beweise des 
angeführten Liouvilleschen Satzes notwendig ist, gelangt man nun zu 
einem Koordinatensystem, welches, ohne dafs die erwähnte Bevorzugung der 
einen Schar der Koordinutenlinien eintritt, als eine wesentliche Verallgemeine- 
rung des cartesischen Systems betrachtet werden kann und, wie das 
G aufs sehe, bei der Biegung der Fläche invariant bleibt. 

1. Ein derartiges System ergiebt sich» wenn man die Koordinatenlinien 
den Bedingungen unterwirft, erstens auf einander senkrecht zu stehen und 
zweitens die Eigenschaft zu besitzen, dafs in jedem Punkte der Fläche ihre 
geodätischen Krümmungen einen und denselben, im allgemeinen vom Ort 
auf der Fläche abhängigen Wert besitzen. 

Ist dieser Wert beständig gleich Null, so sind die Koordinatenlinien 
geodätisch und die Fläche nach dem Liouvilleschen Satze zu den auf die 
Ebene abwickelbaren gehörig, auf welchen stets Koordinatensysteme der 
verlangten Eigenschaft existieren. Ist aber der gemeinsame Wert der geo- 
dätischen Krümmungen nicht beständig Null, so soll die Existenz solcher 
Coordinatensysteme zunächst vorausgesetzt werden. 

Nun sei (o?, y) ein den genannten Bedingungen entsprechendes Koordi- 
natensystem auf einer Fläche; da es orthogonal ist, so nimmt das Linien- 
element ds auf der Fläche die durch die Gleichung 

ds^ = Edx^ + Gdi/ 



1) Man sehe z. B. G. Darboux, Le9on8 sur la throne g^n^rale des surfaces, 
Bd. n. S. 422, Nr. 630. 
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gegebene Form an, unter E und G die aufs sehen Fondamentalgrölse: 
erster Ordnung yerstanden. Es soll nun zunächst die Frage beantwort« 
werden, welchen Bedingungen die Koeffizienten E und G zu unterwerfe 
sind, damit die geodätischen Krümmungen der beiden Koordinatenlinien i 
jedem Punkte (Xj y) einen und denselben Wert g(xy y) besitzen. 

Die geodätischen Krümmungen g^ und g^ der Koordinatenlinien sin 
allgemein gegeben durch die Gleichungen 

deren rechte Seiten, falls gx '^ g^ '^ 9 (p^j y) »«in soWf übereinstimnn 
müssen; daraus folgt aber die Existenz einer Funktion q>(xy y) von d 

ist. Das Quadrat des Linienelements ninmit daher die Form an 

w i'"'-(^)''"'+(l9'''»*- 

Diese Form ist für das in Rede stehende Koordinatensystem, im folgend 
schlechthin als (x^)- System bezeichnet, auch hinreichend; denn die gi 
dätischen Krümmungen der beiden Koordinatenlinien haben einen und di 
selben Wert g(xy y)^ welcher durch die Gleichung 

gegeben ist 

2. Um den Beweis der Existenz yon (xy)- Systemen auf einer 
liebigen Fläche zu erbringen, ist es nun zunächst nötig, die geometris 
Bedeutung der Funktion fp(Xj y) kennen zu lernen. Weil der Winkel 
den die positiye Richtung der Linie q>(x, y) = const mit der positiven 
Linie einschlieüst, durch die Gleichung 

COBß ^^ - ^^-i|/2 

gegeben ist, so zeigt sich die Kurve 9 — > const als Winkelhalbierende 
äuDseren Kordinatenwinkels (— ic, + y). Ibre Orthogonale -^(as, y) =» c 
genflgt der Gleichnng dvdJ>,djpd^_Q 

dx dy dy dx^^ ' 
welche ausdrückt, dafs eine Funktion v{xy y) Ton der Art existiert, daJ 

wird. Addiert man nun zum Quadrat der rechten Seite das Quadrat 
vollständigen Differentials dg> ^ J^- dx + ö^^y? so ergiebt sich die Gleicl 

(3) ^ds^^dtp^+v^dif,^; 
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sie läjGst erkennen, daXs das System (9, tf;) ein orthogonal-geodätisches System 
auf der Fläche ist; die Kurven o/; = const sind seine geodätischen Linien. 
Es besteht daher der Satz: 

Existiert auf einer Fläche ein (rt;^)- System, so bilden seine Winkel- 
halbierenden ein System orthogonal-geodätischer Koordinaten. 

Die Umkehmng dieses Satzes liefert nun den Ezistenzbeweis der ortho- 
gonalen Knrvenscharen gleicher geodätischer Krümmung auf einer beliebigen 
Fläche. Man beziehe nämlich die Fläche auf ein orthogonal -geodätisches 
Koordinatensystem g> » const, o/; ^ const, durch welches das Linienelement 
in die durch die Gleichung (3) gegebene Form übergeführt wird, unter v 
eine Funktion der Variablen 9), i|; verstanden. Man bestimme sodann zwei 
Funktionen x((pyrli)j S^(9>, 1/;) gemäls den Gleichungen 



oder den damit identischen 



dx dx 


d» _ 

d^- 


"dv 


dx " 8« ' 


d9 
dy"' 


^2*. 
*^^»' 



in die Form des Linienelements eingeführt erteilen sie dieser die Gestalt (l), 
aus der ersichtlich ist, dafs die eben definierten Kurven ein (a;y)- System 
bilden. Solche Systeme lassen sich daher auf jeder Fläche konstruieren 
zufolge des Satzes: 

Die Winkelhalbierenden eines Ofihogonai-geadäUschen Koordinatensystems 
haben dieselbe geodätische Krümmung. 

3. Nun sei die Funktion g(x^ y) eine gegebene Funktion der Variablen 
Xy y\ durch Integration der partiellen Differentialgleichung (2) ist dann die 
Funktion (p{x^ y) und damit das Linienelement der Fläche selber bestimmt. 
Die (tr^) - Systeme vorgeschriebener geodätischer Krümmung sind daher im 
aUgemeinen nur auf einer speziellen Klasse auf einander abwickelbarer 
Flächen yorhanden. 

Ist z. B. g{x^ y) = 0, so wird 9) = Z + T, wo X, T Funktionen be- 
deuten, welche wesentlich von x bezw. y abhängen; daher wird 

\ds^^dl^ + d7^ 

das Quadrat des Linienelements einer Developpablen in Übereinstimmung 
mit dem eingangs zitierten Liou villeschen Satz. 

Ist zweitens g(Xj y) = a konstant, so wird 9 = — log (X -f T), also 
,_ 1 dX' + dY^ . 

das Linienelement gehört dann also den Flächen konstanten negativen 
KrümmungsmaJses — 2a^ an, wenn a reell ist, in Übereinstimmung mit 
einem bekannten Satz von Bonnet.^) 

Da jedes beliebige System von Winkelhalbierenden eines orthogonal- 
geodätischen Systems ein (o;^)- System ist, so existieren aufser denen, für 

1^ L. Bianchi, Yorlesungen über Differentialgeometrie, Deutsche Ausg. von 
M. Lukat, S. 161 u. 177, Anmerkungen. 
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welche g{x^ y) ™ ist, auf den De^eloppablen noch unendlich viele andere. 
Wählt man in der Ebene z. B. als (xy)-KnrT.en die Winkelhalbierenden des 
gewöhnlichen PolarkoordinatensjstemSf so ergiebt sich ein zweifach un- 
endliches System von logarithmischen Spiralen, deren Krümmung von NuU 
verschieden ist. Auf der Kugel bildet z. B. das System der die Meridiane 
unter 45^ schneidenden Loxodromen ein (xy)-8y8tem nicht konstanter geo- 
d&tischer Krtbnmung. 

4. Die (dr|f)-8ysteme besitzen eine bemerkenswerte, dem ebenen car- 
tesischen Koordinatensystem zukommende Eigenschaft Bezeichnet man mit 
Sx und Sy die von einem passenden Nullpunkt zu messenden Bogenl&ngec 
der Koordinatenlinien, so bestehen die Gleichungen 

so dais «,= 29 + (x), s^= 2q> + (y) wird, wo (x), (y) zwei wesentliel 
von X bez. y abh&ngende Funktionen bedeuten; diese können unbesebade 
der Allgemeinheit gleich Null genommen werden, in welchem Falle mai 
die Bogenlängen von der Linie (p{Xjy) » aus wählt Dann ergiebt siel 

5^ = «^-.29; 

die orlhogondlm Kurven glekker geodätischer Ktümnmng Bind Kurven gleidie 
Bogenlänge, 

Dieser Satz läist sich umkehren: Besitzen die Kurven eines Orthogond\ 
Systems gleiche Bogenlänge, so besitzen sie audi gleiche geodätische Krummum 
Denn wenn da* ,• Ed^ + Gd»* 

ist, und 

s, -fVEdx, s, ^SVÖdy 

denselben Wert haben sollen, so folgt hieraus 

dy "* dx 

und also wie oben die Existenz einer Funktion g>{x^y)y durch welche di 
Linienelement in die Form (1) gebracht wird. 

Man betrachte nun ein aus je zwei der Linien x = const, y == con 
gebildetes Viereck auf der Fläche; seine Ecken seien 0^(x^^ y^), il = (a-, y, 
B = (iCg, y), C = (a:, y). Nach dem Vorstehenden ist dann z. B. 

OA - 2j ll dx « 2{fp(x, yo) - g>{x^, y^) 

und entsprechend für die anderen Seiten. Weil nun das über die ^ 
schlossene Kurve OACBO erstreckte 



ist, so folgt 



fdtp^O 

{OACBO) 

OA + AC+CB-^-BO^O, 
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d. h. das betrachtete Viereck besitzt die bekannte, dem ebenen, aus vier 
Kreistangenten gebildeten Viereck zukommende Eigenschaft. 

Wenn femer der Punkt C so beschaffen ist, dafs er auf der durch 
gehenden g)-Linie liegt, d. h. wenn a/;(a?, y) = tf'(a?o, ^o)» ^o ist gemftls der 
Gleichung (3) die Länge der geodätischen Linie 

/'^ 
OC ^Y2j dfp ^y2{(p(x, y) -(p(XQ,y^), 

und es besteht die Relation 

oder wenn mit s^ die von der Kurve 9>(a?, y) = aus gerechnete Bogen- 
länge der geodätischen Linie t|; = const bezeichnet wird, 

^* = ^y = y2-V 
5« Durch Einführung des orthogonal-geodätischen Koordinatensystems 
(9,1/;) an Stelle des (rcy)- Systems geht die Gleichung (2) über in 

(4) r^ + ^ffv-'O. 

Berechnet man nun aus der Formel (3) des Linienelements die geodätische 
Krümmung gy, der Linie 9) = const, so wird 

daher 

^(^,y) = ^, = ^y = r^-^v 

Längs einer geodätischen Linie 9 »= const verschwindet daher gix^y)^ und 
man hat 

Die vorstehenden Formeln gestatten im Verein mit der bekannten 
Gaufsschen Formel für das Krümmungsmafs K 

die Koeffizienten einer Entwickelung der Funktion v, wenn eine solche 
möglich ist, in der Umgebung einer Kurve q> ^ q>Q nach Potenzen von 
q> — q>Q zu berechnen. Bezeichnet man durch den Index die längs dieser 
Kurve genonmienen Werte, so ist 

^ = 1 - 2g,{q, - <p,) - 2r„(9 - ,,,)» + I {2g,K^ - (H)^) (<p - ,p„)« + • . ., 

eine Entwickelung, welche für den Fall, wo 9> = 9>o ®üie geodätische Linie 
ist, also^o verschwindet, in die bekannte^), von Bonnet angegebene übergeht. 

1) G. Darboux, 1. c. Bd. m., S. 93, Nr. 624. 

5' 
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6. Ans den Gleichnngen (4) nnd (5) ergiebt sich 

eine Formel, welche dazu dienen kann, bei gegebenem Wert von J({q>^ tp) 
die Funktion g zu berechnen. Denn ist g' eine Partikularldsung, so findet 
man in bekannter Weise die allgemeine in der Form 

unter W eine von 9 nicht abhängende Gröfse verstanden. Ist z. B. K^ 0^ 
so ist g'= eine Partikularlösung, also 

1 1 

die allgememe Lösung; wenn K^ — 2a* konstant ist, so ist g' == a eine 
Paiükalarlösiuig, und 

, Sa«*«» 

die allgemeine Lösung. 

7« Auf den developpablen Flächen und denen von konstantem Krüm 
mungsmaTs sind die (x|f)-S78teme verschwindender bezw. konstanter geodä 
tischer Krümmung isometrisch, wie aus den oben (No. 3) angegebene] 
Formen des Linienelements ersichtlich ist. Fragt man nach allen Flächei 
welche die Bedingung erfüllen, isometrische (xy)-Systeme zu enthalten, s 
erhält man aus der bekannten Bedingung der Isometrie 

;log^-0 



die Funktion 97 in der Form q>{X-\-Y) und demnach das Linienelement 
\ds « 9'(X + Y)yd:S}+dY\ 

welches den auf Rotationsflächen abwickelbaren Flächen zukommt. W( 
dann femer 

eine Funktion von 97 allein ist, so folgt nach dem Vorhergehenden, ds 
die Kurven 97 = const konstante geodätische Krümmung besitzen und län 
jeder derselben g{x^y) einen konstanten Wert hat. Diese Eigenschaft 
sind, wie leicht nachweisbar, für die Rotationsflächen und ihre Biegung 
charakteristisch . 

8. Zu den Rotationsflächen gelangt man auch durch folgende I 
trachtungen. Man denke sich aufser der Fläche (S) deren Linienelem< 
der Gleichung (l) genügt, eine zweite (T) vom Linienelement dty : 
welches die Gleichung 
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besteht. Aus dem Zusammenhang zwischen den Funktionen <p und iff er- 
giebt sich aber ds =^ vdt. Eine jede Fläche läfst sich also stets auf eine 
andere in der Weise konform ahbüden, dafs einem (xyySystem der einen 
ein (xy)'System der anderen entspricht Bei dieser Abbildung entspricht, 
wie leicht nachzuweisen, einem orthogonal-geodätischen System (<Py'^) ein 
anderes (tf^, 9>) in der Weise, dafs der Schar der geodätischen Linien die 
Schar der orthogonalen Tn^'ektorien und umgekehrt zugeordnet ist. Das 
durch die Abbildung erhaltene (xy)- System der Fläche (T) hat im allge- 
meinen eine yon yix^y) verschiedene geodätische Krümmung h{Xy y\ welche 
durch die Gleichung ^ ^ 

gegeben ist; mit der Funktion v steht sie durch die Formel 

in Zusammenhang, welche der Gleichung (4) entspricht. Daraus folgt 
mit der Integrabilitätsbedingung 

Stellt man nun die spezielle Forderung, daijs das (a;y)-System bei der 
konformen Abbildung der Fläche seine geodätische Krümmung nicht ändert, 
so würde diese nach der vorhergehenden Gleichung eine Funktion des Ar- 
guments (p — 0/; werden, ebenso wie die Funktion v, so dafs sich 

|d5*= dg>^+ F(g> - t(;)(ltp« 

ergiebt. Dieses Linienelement kommt aber bekanntlich ebenfalls den Rotations- 
flächen und ihren Biegungen' zu. 



Über die Frage nach den Brennlinien eines selir dünnen astigmatisolien 
Stralilenbnndels und ilire Bedeutung fttr das Bildpunktproblem der 

geometriscben Optik. 

Von H. Opitz. 

Ch. Sturm (Journal de Liouville 3, 1838; Oomptes rendus XX. 1845, 
übersetzt in Poggendorffs Annalen 65) und E. E. Kummer (Monats- 
berichte der BerUner Akademie d. Wiss., 30. Juli 1860) haben sehr dünne 
optische Normalenbündel dahin charakterisiert, dafs dieselben von gerad- 
linigen Flächen umhüllt sind, deren erzeugende Gerade stets durch zwei 
auf der Achse des Bündels senkrecht stehende und um 90^ gedrehte Linien 
(Brennlinien) und zugleich durch eine die Achse konzentrisch umgebende, 
sehr kleine geschlossene Kurve hindurchgeht. Die Existenz von Strahlen- 
bündeln, bei denen Brennlinien vorkommen, welche die Achse des Bündels 
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in schiefer Richtang durchschneiden, hat Herrn L. Matthi essen (Sitzungs 
ber. der math. phjs. Klasse der Kgl. Bayr. Akad. d. W., 1883; Acta mathc 
matica 4, 177 — 192, 1884) Veranlassung zu einem Einwurf gegen die ge- 
nannten Theorien gegeben. 

Dieser Matthiessensche Einwurf ist nicht nur Tom rein mathematiscben 
sondern auch vom geometrisch optischen Standpunkte aus einer näherei 
Prüfung imterzogen worden. (J. Weingarten, Journal f. Math. 98, 1885 
S. Czapski, Wiedemanns Annalen 42, 1891). 

Definiert man die Brennlinien als Elemente der Brennflächen einei 
geradlinigen Strahlensystems, — was nicht im Sinne der Kumme rschei 
Theorie liegt (ygL den Irrtum Meibauers in seiner Theorie der gerad 
linigen Strahlensjsteme des Lichts, Berlin 1864, S. 7) — so ist der Einwur 
unbedingt berechtigt. Handelt es sich um die Untersuchung der Dichtigkeit^ 
Verhältnisse bei der räumlichen Verteilung der Strahlen, so ist es nicb 
gleichgültig, ob — wie es bei optischen Bündeln in der Begel der Fal 
ist — eine Gerade existiert, welche von jedem Strahle des Bündels ii 
geometrischem Sinne geschnitten wird, und welche selbst die Achse de 
Bündels in einem Brennpunkt schief durchschneidet. Dann ist nämlich da 
Dichtigkeitsmafs und damit die Dichtigkeit an dieser Stelle unendlich groI 
gegen diejenige in dem anderen Brennpunkt (Beweis mit Hilfe eines Satze 
von K. Hensel, Journal f. Math. 102, S. 301). 

Für das Bildpunktproblem der geometrischen Optik ergiebt sich hieran 
die Konsequenz, dafs bei reeUen Bildern in dem erstgenannten Brennpunl« 
die gröfseste Lichtintensität zu erwarten sei. Es dürffce jedoch schwer seil 
die beiden Bilder, welche Herr Czapski auf einer diffus reflektierende 
Tafel erzeugt, die man in den Weg des dünnen Büschels stellt, inbezug ai 
ihre Intensität zu unterscheiden. Anders liegen die Verhältnisse bei virtueüt 
Bildern, wo das Auge diese Unterscheidung herbeizuführen imstande ist. 

Diese Bemerkungen lassen sich an dem ersten Problem der Dioptri 
erläutern. 

Ein z. B. unter Wasser befindliches Objekt liefert auch bei schief 
Inzidenz nur ein Bild. Dasselbe liegt scheinbar da, wo die Dichtigkeit di 
Strahlen am gröisesten ist. Das Objekt erfährt also eine nur vertika 
Hebung. Kummers Methode (Journal £ Math. 57) läfst sich auf dies« 
Problem gut anwenden, und man gelangt auf diesem Wege auch leicht : 
der analytischen Darstellung des Bildes z. B. des horizontalen ebenen Bodei 
eines Wasserbeckens (vgl. Bermann, Zeitschrift f. Math. u. Phys. 8, 186 
Nipher, Transactions of the Acad. of St. Louis IV 2. 1881 und Science XI 
1901; Matthiessen, Annalen der Physik 1901). 
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9. Sitznng am 25. Jnni 1902. 

Vorsitz: Herr Eneser. 

Anwesend: 29 Herren. 

Wissenschafdiche Mitteilungen: 

Herr Steinitz: Über die Theorie der Polyeder. 

Das Referat beschränkte sich darauf^ Eberhards Morphologie in ihren 
Grandzügen darzustellen. Nach Auseinandersetzung der wesentlichsten 
Grundbegriffe, der Herstellung der (n + 1) -Flache aus den n -Flachen, 
sowie der Einschaltungssjsteme, welche man durch Abschneiden sämtlicher 
Kanten eines Polyeders erhält, wurde auf den Beweis des Fundamental- 
satzes eingegangen, dafs jedes Lösungssjstem der Gleichung ^x^ji — 6) =12 
einen Poljederstamm definiert Den SchluTs bildete die Angabe der 
wichtigsten Ergebnisse der Morphologie, welche nicht in unmittelbarem 
Zusammenhange mit dem Hauptproblem stehen. 

Herr S kutsch: Graphische Zerlegung einer Kraft in sechs Komponenten 
mit vorgeschriebenen Wirkungslinien (s. u.). 

Herr Knoblauch macht im Anschlufs an den in der vorigen Sitzung 
von Herrn Hessenberg gehaltenen Vortrag einige Bemerkungen über 
einen Fundamentalsatz der Flächentheorie und der Theorie der Differential- 
formen. Ein Teil des Vortrages folgt auf S. 63 unter dem Titel: Über 
den Beweis der Christoffeischen Kovarianz. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Hessenberg, Kneser, 
Knoblauch, Lampe, Reifsner, Steinitz. 



Über die Oleichimg der geodätischen Linien. 

Von Gerhard Hessenberg. 

L 

1« Bei den Untersuchungen über quadratische Differentialformen stöfst 
man auf eine Operation, die sich treffend als ^jkogredimte DifferentiaHon^ 
bezeichnen laust, weil sie aus einem Gröfsensjstem, welches beim Übergang 
zu andern unabhängigen Variabein linear transformiert wird, ein kogredientes 
System bildet, d. h. ein System, welches dieselbe lineare Transformation er- 
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leidet, wie das ursprüngliche. Dieses neue System d\ (f=i,...,fii) ist auf 
den Gröfsen g^ ((»i,...,m) des ursprünglichen und deren Differentialen line&i 
zusammengesetzt, und zwar nach folgendem Schema: 

(1) d%^di,+2(iaix' (^1=1,...,» 

i 

Die Koeffizienten q^^ sind lineare Formen der Differentiale der tmab 
hftngigen Veränderlichen Uj, u,,...,t<^. Sie sind für alle kogredientei 
Oröfsensysteme dieselben, aber verschieden fOr Systeme, die andere Trans 
formaüonen erleiden. 

2. KoniragredieiiU nennt man zwei Systeme | und x^ wenn das ein 
die inverse und transponierte Transformation des anderen erß&hrt ünte 
dieser Voraussetzung ist^l^Xj eine Invariante, und umgekehrt folgt an 

i 

dieser Invarianz, sofern eines der Systeme linear und vom andern anal 
h&ngig ist, dafs es dem andern kontragredient ist Sind £,• und i 
(<»i,...,M, feai,...,m') zwei linear unabhängige Systeme, so ist auch df 
System der mm' Grölsen l^i^^ linear unabhängig. Ist also ^(^aiifii eii 

bilineare Invariante, so sind die Gröfsen a^^ den ^ti^ kontragredient, d: 
Gröfsen ^Oi^Vk "" ^i ^^^ &- ^^ ^i ^^ &< !fk ^^ Vk kontragredient, so i 

k 

es auch x^ffj^ zu i^f^j^ weil ^x^y^iiVk ^ Produkt zweier Invarianten selb 

'.* 
invariant ist. Sind daher «u^ die Koeffizienten einer in x^ und Pj^ bilinean 

Invariante, so sind sie den l^i;^ kogredient und ^gi^a/i> ist invariant. 

i,k 

3« Besitzen die Ausdrücke (1) die Eigenschaft, für ein speziell( 
linear unabhängiges System |* diesem kogredient zu sein, so konunt ihn« 
diese Eigenschaft für jedes den |* kogrediente System zu. Zugleich su 
die Ausdrücke 

(2) ^'«1 — ^«1 — ^fljll«! (s2 = i,., 

kogrediente Differentiale für jedes den 1^ kontragrediente System. 

Zum Beweis dieses Satzes überzeugen wir uns von der Identität 

(3) d2U'i~2^'h''i+2ii-^'''i- 

In dieser ist mm die erste Summe invariant, die zweite ist es i 
unser spezielles System ^* nach Voraussetzimg. Damit ist die dritte 
variant, woraus die angegebene Eigenschaft der d'x^ folgt. Aus die 
wieder folgt für jedes System i^ die Invarianz der dritten, also auch ( 
zweiten Summe und damit der erste Teil unseres Satzes. 

4« Existieren für ein weiteres System rij^ kogrediente Differenti 
mit Koef&zienten r^^ (*,^«i,...,m'), so sind die Systeme l^-d'iy^ und d'^ • 
dem System ß^|^ « ^rj^ kogredient, also auch das System d'|^ • i}j^ + ^-d' 
welches sich als 

(4) d'A, - dß,, +2<uxßik +2hA^ (U^l;:::: 

schreiben läfst. Da mit | und i} auch ß linear unabhängig ist, sind 
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Ausdrücke (4) fiir jedes den ^^i^;^ kogrediente System a^^ nach No. 3 kogre- 
diente Differentiale und ebenso die Ausdrücke 

X fi 

für jedes den or^ji kontragrediente System a^;^, wobei, ebenfalls nach No. 3: 

(6) d^^ik^ik -2 d%k ' «u +^ö« • ^ V 

t, k if k t\ k 

Andererseits erkennt man durch Vergleich von (5) mit (4) und (2) mit (l),, 
daXs für das spezielle System h^^ »= x^y^ 

(7) d'h^^^d'Xi-yt + x^'d'y^ 
werden wird. 

5« Das distributive Gesetz, welches bisher galt, bestätigt sich auch für 
die in No. 2 gebrauchten Ausdrücke e^, und zwar ohne explizites Ausrechnen 
der kogredienten Differentiale. Man hat blofs die Identität ^a^ > |j i?,. =^S<^i 

i,k i 

kogredient zu differentiieren. Die d'^^ enthaltenden Glieder heben sich weg, 
und durch Yergleichung der Eoef&zienten der 1^ folgt 

(8) d\ ^^^ikd'^k +2^'^ik'nk' 

k k 

Wenn man festsetzt, dafs das Differential einer Invariante zugleich ihr 
kogredientes Differential ist, so befolgen auch die Gleichungen (3) und (6) 
das distributive Gesetz. Endlich ist für einen invarianten Ausdruck a irgend 
ein System L zu a%^ kogredient, also d\ai^ aus den (a^) ebenso zu 
bilden, wie d ^ aus den |^. Der allgemeine Ansatz (l) bestätigt wiederum 
das distributive Gesetz d {al^ = ad'l^ + ^da. 

n. 

6. Wenn n unabhängige Veränderliche t«i, ■ . ., ^» beliebig transformiert 
werden, so werden ihre Differentiale du^, . , .,du^ linear transformiert. 
Gelingt es uns also, von diesen Differentialen kogrediente Differentiale zu 
büden, so sind wir auf Grund der vorigen Entwicklungen imstande, fSr alle 
den du^ ko- und kontragrediente Systeme, sowie für die Eoefüzienten aller 
invarianten algebndschen Formen dieser Systeme kogrediente Differentiale 
anzugeben. 

Ist mm^ a^^dUj^duj, (t,*=«i,...,*, (^iir^^ik) ®^® bestimmte quadratische 
»,* 
Form, ^a^djUid^u^ (für zwei verschiedene Differentiationen dj, dj) ihre 

/,* 
polare Kovariante, so erhält man für die d^u^ kogrediente Differentiale, 

wenn man in (1) |^ = d^w^, ^12=^1 !*| du^, also 
d'd^u^ =» dd^u^ +^ j Y) d^^id% 

setzt. Hierbei soll | . | der bekannte Ghristoffelsche, aus den Koefß- 

zienten a^j^ und ihren Ableitungen gebildete Ausdruck sein. 

6* 
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Zorn Nachweise unserer Behauptung beachten wir, dafs erstens d'a.^ = ( 
zweitens (9) d'dlU^ '^ d^du^ wird, letzteres, weil die oberen Indices de 
Christoffeischen Ausdruck vertanschbar sind. Damit wird 

l[^JS(^ik^^i^^ + ^^^ikd^^id^uj^-d^^atj^d^u^d^u,] 
hk i,k {,k 

also ist die rechte Seite inyariant, d[d^u^ mithin den du^ kogredient 

m. 

7. Es möge anf Gnind des vorstehenden die Oleichung der geodi 
tischen Linien als Bedingung für das Verschwinden der ersten Yarialio 
des Integrals /j/^a^^<|tt^c||4^ ^J^^ abgeleitet werden. Hierbei ist zu h 
merken, dalis auf Grund yon (3) die partielle Integration in der Fonn 

i i i 

angewandt werden darf. 

Unter Beachtung von d'a^j^ -« ist 

also wegen (9) 



/^2Jaiuduu 
\Jds ^2 I - Ll—d'6u^ - 0. 
• «/ ds 



Integriert man partiell und vernichtet die Grenzglieder durch Variati< 
zwischen festen Grenzen, so kommt 

Hierin müssen, nach dem bekannten Schlufs der Variationsrechnui 
die Koeffizienten der Variationen einzeln verschwinden, was unter Beachta 
von (8) und d'a^j^ = ergiebt 

Danach wird 

d'dUj^'dS'-d^sduj^'^O 

oder nach Multiplikation mit ds 

Im Falle « = 2, 1*1 — u, u^'^v folgt daraus die bekannte Gleichu 
d'du'dv — d'dv-dw^^ 0. 
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IV. 

Das Bechnen mit kogredienten Differentialen vermeidet die langwierige 
Umrechnung der Ableitungen der a^j^ in die Christoffeischen Ausdrücke. 
Femer liefert es die Invarianten in einer Form, ans der die Invarianz auf 
algebraischem Wege erkannt werden kann. Dafs dadurch Vereinfachungen 
der Rechnung geschaffen werden können, habe ich in einer früheren 
Arbeit für das Biegungsproblem ^) nachzuweisen versucht. Daselbst findet 
sich ein Beweis für die Eogredienz der d'du^J der das Auftreten der 
Christo ff eischen Ausdrücke in ungezwungener Weise erreicht. 

Ein spezieller Teil der hier mitgeteilten Resultate ist von Chri Steffel^ 
angegeben worden, nämlich die Bildung einer ko Varianten Form (n -f l)ten 
Grades aus einer solchen nten Grades der Differentiale du^. Allgemeiner 
bekannt ist speziell die Christof fei sehe Kovai-iante 

die sich in unserer Bezeichnungsweise als 

2d'!^ du, 

darstellt. Von allen dem Verfasser bekannten Behandlungen des Gegenstandes 
unterscheidet sich die hier gegebene durch die prinzipielle Vermeidung des 
Nachrechnens irgend welcher Transformation der Variabein. 
Charlottenburg, im Mai 1902. 



Graphische Zerlegung einer Kraft in sechs Komponenten 
mit vorgeschriebenen Wirknngslinien. 

Von Rudolf Skutsch. 

Ein räumliches Kräftesystem läfst sich im allgemeinen nicht auf eine 
einzige Resultante zurückführen, da eine solche nur fOnf Bestimmungsstücke 
hat, also nicht sechs gegebene Gleichgewichtsbedingungen erfüllen kann. 
Bei Zurückführung des Systems auf zwei Kräfte können dagegen von deren 
zehn Bestimütnungsstücken vier willkürlich angenommen werden, z. B. ein 
Punkt in der Wirkungslinie der einen Kraft und eine Ebene durch die der 
andern. Die Zusammensetzung des Kräftesystems zu einem ^,Kraftkreuz^' 
dieser Art erfolgt einfach durch Zerlegung der einzelnen Kräfte in je zwei 
Komponenten, von denen die eine durch den festen Pimkt geht, die andere 
in der festen Ebene liegt. Die ersteren haben eine Resultante durch den 
festen Punkt, die zweiten eine Resultante in der festen Ebene. 

Mit der hier behandelten Aufgabe, eine Kraft durch ein System von 



1) Ober die Invarianten linearer und quadratischer binärer Differentialformen 
und ihre Anwendung auf die Deformation der Flächen. Acta math. 28. 

2) Über die 'mnaformation der homogenen Differentialausdrücke zweiten 
Grades. Journal f Math. 70. 
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sechs Kräften zu ersetzen, deren Wirkongslinien gegeben sind, ist zugleich 
die Zerlegung eines Kräftesystems nach sechs Bichtnngen erledigt: man 
braucht nur die einzelnen Kräfte des Systems nach den sechs Bichtangen 
zu zerlegen und die in die einzelnen Wirkungslinien fallenden Komponenten 
zu addieren, oder man kann auch das System zunächst durch ein Kraft- 
kreuz ersetzen, um die Zerlegung nach sechs Bichtungen nur zweimal vor- 
nehmen zu müssen. 

Die analytische Behandlung der Aufgabe führt auf sechs lineare 
Gleichungen für die sechs unbekannten Kräfte, bietet also keine Schwierigkeit. 
Graphische Lösungen haben aber von vornherein einen Vorsprung, wenn die 
Aufgabe graphisch gestellt ist, das heiüst wenn die gegebenen Stücke in 
Projektionen gezeichnet vorliegen, wie dies in der Technik häufig zutrifft. 
So sind denn auch bereits mehrere gemischte oder rein zeichnerische Ver- 
fahren entstanden, die zunächst beschrieben werden soUen. 

Das sogenannte Ersatzstabverfahren von Herrn Müller-Breslau beruht 
auf folgendem Gedankengang. Anstatt nach den sechs gegebenen Bichtungen 
A^ bis Ä^ zerlegt man die gegebene Kraft Ä zunächst in sechs andere 
Komponenten, von denen drei in die Bichtungen A^^ A^^ A^ fallen, während 
die drei andern, die „Ersatzriehtungen", so gewählt werden, dals die Zer- 
legung ohne weiteres erfolgen kann. Nach diesen sechs Bichtungen zerlegt 
man nun aber auch die unbekannten Kräfte A^, ^, A^ und bestimmt 
dieselben so, dafs die in die Ersatzrichtungen fallenden Komponenten 
von J., ^4, ^, A^ sich tilgen. Es bleibt hiernach für die Bechnung nur 
die Lösung von drei linearen Gleichungen mit drei unbekannten A^^ A^j A^. 
Das Verfahren ist einfach und bereits praktisch bewährt. 

Herr F. Kötter hat neuerdings in seinen Vorlesungen über Mechanik 
ein anderes geometrisches Verfahren zur Elimination von drei der 
unbekannten sechs Kräfte A^ hia A^ angegeben von der Art, dafs 
hier das Ergebnis der Elimination in einer Form erscheint, welche die 
völlige Durchfahrung der Aufgabe auf graphischem Wege ermöglicht. 
Herrn Kötters Verfahren ist mit einigen yon mir herrührenden Ab- 
änderungen das folgende. Legt man durch die Wirkungslinien dreier E^räfte 
Ai^ A^ und A^ drei beliebige Geraden .B^, .Sg, J9, , so enthalten die 
Momentengleichungen inbezug auf die Achsen .S^, B^j B^ auTser der ge- 
gebenen Kraft A nur noch die drei unbekannten A^^ A^ und A^, Aas 
diesen drei Gleichgewichtsbedingungen kann man in mannigfaltiger Weise 
drei andere ableiten, indem man die Kräfte J., A^y A^ und A^ in je zwei 
Komponenten zerlegt, von denen die eine die betreffende Momentenachse 
schneidet. Die übrig bleibenden, „wirksamen" Komponenten kann man 
dabei in allen drei Fällen in den ntoilichen vier beliebigen, die Wirkungs- 
linie von A^ A^^ A^ bzw. A^ schneidenden Geraden annehmen, die z. B. 
alle in einer Ebene liegen, allenfalls auch noch sich in einem Punkt 
schneiden. Da das Verhältnis der Kräfte A^y A^ und A^ zu diesen „wirk- 
samen" Komponenten leicht festgestellt ist, so erübrigt nur noch die 
graphisch ziemlich einfache Lösung der Aufgabe, drei Kräfte, deren Wirkungs- 
linien in einer Ebene gegeben sind, so zu bestimmen, dafs sie, mit drei 
gegebenen Koeffizientensystemen multipliziert, auf drei gegebene Punkte 
gegebene Momentensummen haben. Bei diesem Verfahren wird leider die 
räumliche Konstruktion durch Häufung von Hilfslinien unübersichtlich. 
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Einheitliche, rein geometrische Konstruktionen im AnschlnTs an Mob ins' 
Statik gab zuerst Herr Henneberg. Die betreffenden Sätze von Möbins 
lauten: 

Wenn vier Kräfte sich das Gleichgewicht halten, so sind ihre Wirkungs- 
linien Erzeugende einer Schar eines Hyperboloids. Vier Kräfte halten sich 
das Gleichgewicht, wenn ihre Wirkungslinien Erzeugende einer Schar eines 
Hyperboloids sind und das Kräfteviereck sich schliefst. 

Wenn fünf Kräfte sich das Gleichgewicht halten, so gehören ihre Er- 
zeugenden einer linearen Kongruenz an. 

Wenn sechs Kräfte sich das Gleichgewicht halten, so gehören ihre Er- 
zeugenden einem linearen Komplex an. 

Herr Henneberg stellt sich zunächst die Aufgabe, eine Kraft Ä nach 
vier Richtungen Ä^^ A^^ A^^ A^ zu zerlegen, von denen drei vorgeschrieben 
sind und die vierte durch einen gegebenen Punkt P gehen soll. Er löst 
sie unter Einführung einer Geraden S^ welche sowohl mit A, A^^ A^ als 
mit ilj, J.J, P auf einem Hyperboloid liegt, und welche er durch eine 
sinnreiche lineare Konstruktion findet. Nach Bestimmung der Geraden S 
bedarf es nur zweier räumlichen Kräfbevierecke, um zuerst A nach 
A^ , A^ und 8y darauf S nach A^ , A^ und die durch P gehende A^ zu 
zerlegen. 

Auf die Lösung dieser Aufgabe baut sich die der folgenden: eine 
Kraft nach fünf Richtungen zu zerlegen, von denen vier, A^^ A^^ A^^ A^^ 
vorgeschrieben sind und die fünfte durch einen festen Punkt gehen soll. 
Herr Henneberg findet nach dem eben beschriebenen Verfahren eine be- 
stimmte durch P gehende Richtung V der Kongruenz AA^A^A^^ eine 
zweite durch P gehende Richtung W der Kongruenz A^A^A^A^. Diese 
beiden Richtungen bestinmien einen ebenen Büschel, von dessen Strahlen jeder 
als Richtung für A^ angenommen werden kann. Die Zerlegung für eine 
gegebene Richtung A^ erfolgt, indem man A nach A^^ A^^ A^ und F, V 
nach A^ und TF, W nach A^^ ^4,, A^ und A^ zerlegt. 

Über die Zerlegung nach sechs willkürlich gewählten Richtungen sagt 
Herr Henneberg nur: die Zerlegung läM sich leicht auf dreimalige Zer- 
legung einer Kraft in fünf Komponenten zurückführen. Es läfst sich aber 
kaum verkennen, dafis diese Lösung einen ganz aufserordentlichen zeichne- 
rischen Aufwand bedingt. 

Herr W. Stäckel gab 1898 in der Zeitschrift für Mathematik und 
Physik eine elegantere Lösung. Er bedient sich von ihm sogenannter 
„Hilfskomponenten^^, durch die sich einerseits die gegebene Kraft leicht 
ersetzen läfst, und die sich andererseits bequem nach den gegebenen Rich- 
tungen zerlegen lassen. Solche Hilfskomponenten erhält Herr Stäckel 
folgendermafsen. Er denkt die Kräfte A^ bis A^ in je zwei Komponenten 
zerlegt, von denen eine parallel der gegebenen Kraft ^ ist, die andere in 
eine feste Ebene, z. B. die horizontale Projektionsebene fällt. Es ist nun 
nicht schwer, Kräftesysteme mit den gegebenen sechs Wirkungslinien zu 
finden, deren Resultante parallel A ist; es ist dazu ja nur erforderlich, dafs 
sich die sechs Horizontalkomponenten aufheben. Mögen drei solche Systeme 
A'i bis -4.6, A'i bis -4e, A'i' bis Ä^', bzw. die Resultanten S\ S'\ S'" 
haben, deren Wirkungslinien, wie leicht zu bewirken, nicht in eine Ebene 
fallen, so können dieselben als Hilfskomponenten dienen. Ergiebt die 
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Zerlegung von Ä die Komponenten a8\ ßS'\ y8"\ so sind die ge- 
sachten sechs Kräfte A^ — aÄi + /^-^'i + y-4i"; -4, = a^i + ßÄi + y-A^i 
u. s. w. 

Herr Stftckel zeigt femer, dafs man ganz entsprechend eine Kraft i 
in vier Komponenten A^^ J,, ^3, A^ zerlegen kann, wobei natürlich. 
damit die Zerlegung überhaupt möglich ist,^ der linearen Kongmenz^^ il^-^^i 
angehören mufs. Soll z. B. A einer festen Geraden parallel sein, so denke 
man wieder ^ , A^^ A^ und A^ in je zwei Komponenten zerlegt, yon denen 
die einen der festen Geraden parallel sind, die andern in die Horizontal- 
ebene fallen. Bestimmt man nun die letzteren vier so, dafs sie sich 
tilgen und setzt die ersteren vier zu einer Resultante zusammen, so hat 
man in einfachster Weise gleichzeitig die gesuchte fönfte Gerade der Kon- 
gruenz und das zum Gleichgewicht erforderliche Gröfsenverh&ltnis gefunden. 
Soll A durch einen festen Punkt im Endlichen gehen, so erfolgt die Zer- 
legung der il^ , ^, A^ und A^ in je zwei Komponenten, von denen die 
eine durch den festen Punkt geht, die andere in der Horizontalebene liegt. 
Herrn Stftckels Verfahren läfst sich auch dualistisch umkehren, wenn A 
in einer gegebenen Ebene liegen soll. Man zerlegt dann die ^|, ii^f -^3 
und A^ in je zwei Komponenten, deren eine in der gegebenen Ebene liegt, 
während die andere durch einen festen Punkt geht, und bestimmt die 
Kraftgröfsen so, daljs die letzteren vier Komponenten sich tilgen. 

Gerade diese Zerlegungen in vier Komponenten kann man nun benutzen, 
um die Zerlegung in sechs Komponenten gegenüber Herrn Stftckels Kon- 
struktion noch bedeutend zu vereinfachen. Sei eine Kraft A in sechs 
Komponenten ^ bis Ji^ zu zerlegen, so bestinune man die drei zu A 
parallelen oder die drei in einer willkürlich durch A gelegten Ebene be- 
findlichen Kräfte S\ S" und S"\ deren Wirkungslinien bzw. den Kon- 
gruenzen A^A^A^A^^ A^A^Aj^A^ \md A^A^A^A^ angehören, und welche 
sich demzufolge durch je vier Komponenten ^j , Jls , Jls , A!i bzw 
A't, Äi^ J.ß, A'i bzw. -4s", A'i^ Äj^\ Ali' ersetzen lassen. Ergiebt nun die 
Zerlegung von A nach 'den Richtungen von S\ S'' und fi"" die Komponentei 
aS\ ßS" und yS"\ so sind die gesuchten sechs Komponenten mit vor 
geschriebenen Wirkungslinien 

A^ = €iA[ + ßAi] -4, = aAi + ßA'r^ A^ = c-4i + y-li"; A^ ^ oAli + yÄi 
A^ « ßA'i + yA's'^ A^ = ßA'i + yA!i\ 

Was die Genauigkeit der graphischen Verfahren anbetrifit, so ist si 
im allgemeinen befriedigend, kann aber durch spitze Schnitte im einzelne 
Fall sehr beeinträchtigt werden; jedenfalls bleibt sie hinter derjenigen de 
inversen Operation, der Kräftezusammensetzung, zurück. Eben dieser ün 
stand ermöglicht aber eine nachträgliche Verbesserung der Ergebnisse. Ma 
braucht nur die ermittelten Kräfte A^ bis A^ umzukehren und mit A z 
einem Kraftkreuz zusammenzusetzen, so giebt die Zerlegung dieses Kraf 
kreuzes nach den gegebenen sechs Richtungen die gesuchten sechs Korrekturei 
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Ober den Beweis der CliristoffelsolLen Kovarianz. 

Von J. Knoblauch. 

Im 70. Bande des Journals für Mathematik (1869), S. 47—49, hat 
Christof fei ein System von Formeln aufgestellt, die heute allgemein be- 
kannt sind und deren Wichtigkeit f£b: die Theorie der Differentialformen 
von keiner Seite bezweifelt wird. Bedeutet 

JS ^xX ^^x ^^X == A («2« = «»xi) 

eine quadratische Differentialform, deren Determinante nicht identisch Null 
ist, und wird diese Differentialform beim Übergange von den n imab- 
hängigen Variablen u^, . . •, t^„ zu einem neuen Variablensjstem dieser Art, 
tti, . . ., Uny in 

transformirt, sodafs vermöge der Beziehungen zwischen den beiden 
Systemen die Gleichung 

(1) A = A' 

besteht, so geben die Christoffeischen Relationen eine Darstellung der 
zweiten partiellen Ableitungen von Mj, . . ., w„ nach wi, . . .,««» durch die 
ersten Differentialquotienten, wobei als Koeffizienten gewisse Verbindungen 
aus den Gröfsen a^^^ und ihren ersten Ableitungen, sowie die aus den 
Gröfsen a^y entsprechend gebildeten Ausdrücke auftreten. Die wahre Be- 
deutung dieser Eelationen besteht in Folgendem: Wird zu der Form A eine 
beliebige Funktion q>{u^^ . . .,w^) hinzugenommen, die nur den Bedingungen 
der Differentiierbarkeit, soweit wie sie gebraucht werden, genügen mufs, 
sodafs beim Übergange von tt^, . . ., w^ zu w'^, . . ., M,i Gleichungen der Form 

(2) 9)(ui, . . ., wj = <p{u[, . . ., Un), 

(3) dq> = dq>^ 

(4) d«<p-d«^, 



bestehen, so läfst sich mittels dieser Funktion und unter Benutzung der 
Christ off eischen Gleichungen eine quadratische Differentialform 

JS'PkX^^h^^x^-^ 

XfX 

bilden, die zu A kovariant ist, also für 

Sv'uvdUudul « 0' 

der Gleichung 

(5) = 0' 

genügt Dabei bezeichnet <p^i eine gewisse homogene lineare Funktion der 

Ol 

Ableittmg ^ g - und der n partiellen Ableitungen erster Ordnung 
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^ -, . . ., ;^, eine Funktion, deren Koeffizienten die oben erwalmt«n 

Christoffeischen Verbindungen sind, während fp'^i den aus den Ablei- 
tungen Yon ^(t«], . . ., Um) und den Koeffizienten von A' in gleicher Weise 
gebildeten Ausdruck bedeutet Ich bezeichne als die Christoffelsche 
Koyanante der Form A, und demnach die Thatsache, dafs der Form <t> die 
Koyarianteneigenschaft zukommt, kurz als die Christoffelsche Kovariuiz. 
Darauf, dafs die Gröfsen ^^^ überall, wo gleichzeitig mit einer Funktion 9 
eine quadratische Differentialform A vorkommt, an Stelle der Ableitungen 

^ -?— anzuwenden sind, wenn nicht die Übersicht über die Formeln ver- 

loren gehen soll, scheint zuerst Ricci, dem die Theorie der zu einer 
Differentialform kovarianten Differentiationen so viel verdankt, ausdrücklich 
hingewiesen zu haben. 

Bei der fundamentalen Bedeutung, die der Christoffeischen Kovarianz 
in der Theorie der Differentialformen, für n » 2 in der Theorie der Biegung 
der Flächen zukonunt, ist es aufPaUend, dafs ein einfacher Beweis dieses 
Satzes, dei- die Gleichung (5) lediglich als Folge der Gleichungen (1) bis (4) 
erscheinen läfst, bisher nicht gegeben worden ist. Wenigstens wird in den 
mir bekannten Arbeiten über diesen Gegenstand, namentlich auch in Ricci & 
Teoria delle superficie (1898) und in dem vor wenigen Wochen erschienenen 
ersten Bande der zweiten Auflage von Bianchis Geometria differenziale 
immer zugleich mit der Gleichung (1) auch das in ihr enthaltene und dem 
Inhalte nach mit ihr identische System von Transformationsgleichungen 
zwischen den Gröfsen a^x und a^, in Betracht gezogen; ein Mangel an 
Einheitlichkeit in der Behandlungsweise, der auch an anderen Stellen dei 
Theorie der Differentialformen auff&llt. Den Anforderungen, die man an 
einen Beweis der Gleichung (5) zu stellen hat, habe ich für n = 2 ina 
111. Bande des Journals f. Math., S. 280—282, durch Aufstellung einei 
Identität zu genügen gesucht, die die Form mit bekannten Kovarianten dei 
quadratischen Differentialform A und der linearen Differentialform dq> ver 
knüpft. Allein abgesehen davon, dafs die Herleitung dieser Identität nich 
einfach genug erscheint, kann man gegen sie auch den Einwand erheben 
dafs die Gröfsen fp^^ von vornherein eingefährt werden, anstatt im Lauf 
der Untersuchung von selbst aufzutreten. Ich hatte damals nicht bemerld 
dafs man den von Christof fei für seine Formeln gegebenen Beweis nnte 
Festhaltung der Hauptpunkte des Gedankenganges so umwandeln kam 
dafs er auch die Kovarianz der Form <t> liefert 

Es sei dU|, . . ., iu^ ein den Differentialen dti^, . . ., du^ kogredientei 
im übrigen beliebiges System unendlich kleiner Gröfsen. Dann besteht, wenn ma 

setzt, gleichzeitig mit (l) die Gleichung zwischen bilinearen Differentialforme 
(6) « = «'. 

Die kleinen Buchstaben des griechischen Alphabets bezeichnen, soweit si 
als Indices gesetzt werden, hier wie auch schon vorher Zahlen aus d< 
Reihe 1, . . ., ti; bei der Summation durchlaufen sie alle diese Werte. 
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Nun empfiehlt es sich in der Formentheorie stets, die Gleichung 
zwischen einer Form und der aus ihr durch Transformation hervorgehenden 
unter der Gestalt 

(7) ^x,i. = ^a:;g; 

zu betrachten, die die heiden Gröfsensjsteme ^^, . . ., ^„ und ^i, • • ^ £n unter 
der Voraussetzung ihrer Unabhängigkeit als einander kontragredient kenn- 
zeichnet. Im vorliegenden Falle sind auf Grund von (6) die Ausdrücke 

(8) ^ö«2*% = «x (««!,...,») 

X 

den Differentialen du^ = ^^ (x = 1, . . ., n) kontragredient, und zwar kann 
man unter iCj, ...,^i» ^^ beliebiges Gröfsensystem dieser Art verstehen. 
Die Beschränkung auf unendlich kleine GröJGsen ist nur erforderlich, inso- 
fern man gewisse Folgerungen aus den Gleichungen (1) und (6) in ein- 
facher Weise darstellen will. 

Es gelten nämlich dann gleichzeitig mit diesen die Gleichimgen 

(9) *A = *A', 

(10) d« « d«', 
aus denen 

d«-|(JA = dr-^(JA' 
folgt Dabei hat man 

(11) d« - 1 dA - ^o,,d»«,d«, + ^rf«,,d«,*«, - i 2'a,,du,du,. 

n,X XfX »fX 

Der Koeffizient von cPu^ m der ersten Sunmie ist nach der bereits ein- 
gefllhrten Bezeichnung gleich a;^, und es mögen x^, ...,«„ statt cJm^, ..., Jw, 
auch in die zweite und dritte Summe eingeführt werden. Wird die Deter- 
minante 1 0^2 1 mit a, die hierin zu dem Elemente a^^^ gehörige Unter- 
determinante, durch a dividiert, mit a^^ bezeichnet, so folgt aus (8) 



mithin wird 



JS^^nX^%'^x-^<^^x^^^^%^% 



»fX *,X,/i,v A* 

Der Wert des Koeffizienten von rc,, 

erscheint in übersichtlicherer Form, wenn man den ihm gleichen 

^""^Xj^^^n^^ 

hinzuaddiert und dann durch 2 dividiert. Der in Rede stehende Ausdruck 
wird hierbei gleich 

rda^i da,. 



x,X,ia,t \^^fi ^^M/ 
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66 Sitzungsberichte der Berliner Mathem. Oesellschaft. Nennte Sitzung. 
FQr den dritten Teil der rechten Seite der Gleichung (11) ergiebt sich 

mithin wird, wenn man nach Christoffel 

setzt^ 

(13) d« - A M = 2^.(f^r + ^J':}d%du;j . 

Da die linke Seite zu A kovariant ist, so ist es auch die rechte. 
Man setze nun z. B. 

dtp t d^ 

wo a eine unendlich kleine, yon den sonst in der Bechnung yorkommenden 
unabhängige Gröfse bedeutet Dies ist nach der oben gemachten Bemer- 
kung und auf Grund der Eontragredienz der Ableitungen -^- , . . . , V - - 

gegen die Differentiale du^^ . . ., dii^ (nach Gleichung (3) in Verbindung 
mit (7)) gestattet. Auf diese Weise erhält man 



(14) 






wo die Zeichen 1*^} keiner Erläuterung bedürfen. Endlich können die 
zweiten Differentiale mittels der Gleichung (4), nachdem man 

gesetzt hat, entfernt werden. Nach Einführung der Bezeichnungen 

(16) ^9«;u<*«x<*»*/« = <l> 

ergiebt sich dann die Gleichung (5), also die Christoffel sehe Kovarianz. 

In welcher Form <t) selbst, und zwar mittels dA allein, dargestellt 

werden kann, ist aus der vorangehenden Entwickelung leicht ersichtlich, 
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